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Vorwort. 

Schon  seit  geraumer  Zeit  hat  die  Lehre  von  den  reellen  Funk- 
tionen aufgehört,  eine  bloße  Sammlung  von  Merkwürdigkeiten  zu  sein; 
sie  ist  zu  einer  Theorie  der  reellen  Funktionen  geworden,  die  eine 
große  Anzahl  bedeutungsvoller  und  weittragender  Gesetze  aufgedeckt 
hat;  nicht  mehr  das  Suchen  nach  Ausnahmen  ist  ihre  Absicht, 
sondern  das  Suchen  nach  Regeln.  Und  da  immer  häufiger  Frage- 
stellungen aus  den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathematik  bei 
gründlicher  Behandlung  auf  Fragen  aus  der  Theorie  der  reellen  Funk- 
tionen führten,  so  hat  diese  Theorie  auch  aufgehört,  Alleinbesitz 
einiger  Spezialisten  zu  sein  und  in  immer  steigendem  Jllaße  das 
Interesse  der  mathematischen  Allgemeinheit  gefunden.  Yen  vielen 
Seiten  wurde  daher  der  Mangel  einer  zusammenfassenden,  systemati- 
schen Darstellung  dieser  Theorie  schmerzlich  empfunden. 

Ich  habe  es  deshalb  mit  Freuden  begrüßt,  als  vor  einer  Reihe 
von  Jahren  Herr  Ä.  Schoenflies  an  mich  mit  der  Aufforderung 
herantrat,  an  einer  Neuauflage  seines  Berichtes  „Die  Entwickelung 
der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten"  mitzuarbeiten,  und  zwar 
insbesondere  die  Anwendungen  der  Mengenlehre  auf  die  Theorie  der 
reellen  Funktionen  zu  behandeln.  Im  Jahre  1914  war  diese  Darstellung 
nahezu  beendet.  Der  Ausbruch  des  Krieges,  der  mich  von  meinem 
damaligen  Wohnsitze  Czernowitz  trennte,  sodann  meine  Einberufung 
zur  österreichischen  Armee,  eine  schwere  Verwundung,  schließlich  meine 
Übersiedlung  mich  Bonn  verzögerten  die  endgültige  Fertigstellung, 
und  als  diese  endlich  erfolgt  war,  machten  die  mittlerweile  einge- 
tretenen traurigen  Verhältnisse  die  Drucklegung  unmöglich.  Ich  war 
schon  darauf  gefaßt,  das  Manuskript  in  meinem  Schreibtische  begraben 
zu  müssen,  als  das  freundliche  Entgegenkommen  der  Verlagsbuch- 
handlung von  Julius  Springer  mir  die  Möglichkeit  bot,  es  zu 
einer  selbständigen,  zwei  Bände  umfassenden  „Theorie  der  reellen 
Funktionen"  umzugestalten,  deren  erster  Band  nun  vorliegt,  und 
deren  zweiter  Band  (enthaltend  die  Theorie  der  Integration  und 
Differentiation,  die  analytische  Darstellung  willkürlicher  Funktionen 
und  die  Fourierschen    Reihen)  hoffentlioh  bald  wird  folgen  können. 
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Ich  hoSe,  daß  dieses  Buch  auch  nach  dem  Erscheinen  von 
Herrn  C,  Carathöodorys  ausgezeichneten  „Vorlesungen  über  reelle 
Funktionen"  nicht  als  überflüssig  wird  empfunden  werden.  Denn 
schon  ein  flüchtiger  Vergleich  wird  zeigen,  daß  der  behandelte  Stoff 
sich  nur  zum  geringen  Teile  mit  denCaratheodoryschen  Vorlesungen 
deckt,  und  daß  da,  wo  der  Stoff  sich  deckt,  doch  die  Darstellung 
meistens  eine  völlig  verschiedene  ist.  Daß  ich  nach  Form  und  Inhalt 
aus  Carath^odorys  Werke  vielen  Nutzen  für  das  meine  ziehen 
konnte,  wird  jeder  aufmerksame  Leser  feststellen,  und  es  sei  hier 
ausdrücklich  und  gerne  anerkannt. 

Was  die  verarbeitete  Literatur  anlangt,  so  hoffe  ich,  von  den 
bis  1914  erschienenen  Arbeiten  über  die  behandelten  Gegenstände 
keine  wichtigere  unberücksichtigt  gelassen  zu  haben.  Die  nach  Kriegs- 
ausbruch erschienene  Literatur  des  Auslandes,  ist  mir  teils  gar  nicht, 
teils  80  spät  zur  Kenntnis  gekommen,  daß  sie  nur  ganz  gelegentlich 
verwertet  werden  konnte. 

Vom  Leser  werden  keine  speziellen  Vorkenntnisse  verlangt,  wohl 
aber  eine  gewisse  Übung  im  mathematischen  Denken,  Um  nicht  fort- 
während auf  andere  Bücher  verweisen  zu  müssen,  wurden  die  für 
das  Verständnis  erforderlichen  Tatsachen  aus  der  allgemeinen  Mengen- 
lehre und  der  Theorie  der  reellen  Zahlen  in  einer  Einleitung  kurz 
entwickelt.  Ich  muß  wohl  nicht  eigens  darauf  hinweisen,  daß  es  sich 
dabei  nicht  um  eine  systematische  Entwicklung  dieser  Theorien 
handelt;  die  schwierigen  Fragen  der  Grundlegung  der  Mengen-  und 
Zahlenlehre  z.  B.  werden  gar  nicht  berührt.  Ausführlicher  und  syste- 
matischer wurde  in  Kapitel  I  die  Theorie  der  Punktmengen  behandelt, 
doch  auch  hier  möge  sich  der  Leser  vor  Augen  halten,  daß  diese 
Darstellung  nicht  Solbstzweck:  ist,  sondern  nur  zur  Grundlegung  für 
den  eigentlich  zu  behandelnden  Gegenstand,  die  Theorie  der  reellen 
Funktionen,  dient. 

Beim  Lesen  der  Korrekturen  haben  mich  in  freundlichster  Weise 
unterstützt  die  Herren  F,  Hausdorff,  Th.  Radakovic,  A.  Eosen- 
thal  und  H.  Tietze.  Es  sei  ihnen  an  dieser  Stelle  für  zahlreiche 
wertvolle  Ratschläge  und  Verbesserungen  der  herzlichste  Dank  aus- 
gesprochen. 

Bonn,  September  1920. 

Hans  Hahn. 
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§  12.    Streckenweise  konstante  Funktionen 

§  13.    Funktionen  endlicher  Variation  im  3ii 
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Die  meßhaicu  Funktionen 

i;  1      Meßbare  lunktioneli 

*1  2      Folgen  meßbarei  Funktionen 

^  d      Die  Baaiafunktion  als  gewöhnliche  Maßtunktion 

§  4      Asymptotische  Konvergenz 

g  5      Nicht  meßbaie  Punktmengen 

(?  6      Nioht  meßbare  Funktionen 

^  7      Meßbare  und  reguläre  AbbiMimgen 

Vei^eiohnis  der  zitieiten  Buclioi 
Verzeiohms  dei  zitieiten  4utoien 
SaehverzeiekniB 
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Emleitiing'. 
Grusid!)egriffe  der  allgemeinen  Mengenlehre. 

§  1.    VereiniguDg  und  Durchschnitt. 

Wir  beginnen  mit  einem  kurzen  Überblick  über  die  einfachsten 
Tatsachen   der   Mengenlehre,   von   denen   wir   werden  Gebi'auch   zu 


Wir  werden  Mengen  meistens  mit  großen  deutschen  Buch- 
staben bezeichnen,  wie  ?[,  S9  uef,^)  Die  Elemente  einer  und  der- 
selben Menge  werden  stets  als  untereinander  verschieden  ange- 
nommen. Es  wird  auch  eine  (uneigentHche)  Menge  betrachtet,  die 
gar  kein  Element  enthält,  die  leere  Menge. 

Enthält  SS  kein  Element,  das  nicht  auch  in  9t  vorkommt,  so 
heißt  5S  ein  Teil  von  %{,  in  Zeichen: 

Sß  -<  21      oder      21  >  S9. 
Sowohl  9(  selbst,  als  die  leere  Menge  sind  auf  Grund   dieser  Defini- 
tion Teile  von  91.    Ist  5B  Teil  von  9t,  aber  nicht  mit  91  identisch,  so 
heißt  58  ein  echter  Teil  von  ijt. 

Zwei  Mengen  ohne  gemeinsames  Element  nennen  wir  fremd. 

Sei  jedem  Element  b  der  Menge  fö  ein  Element  der  Menge  9t 
zugeordnet,  das  wir  mit  a^  bezeichnen  können.  Eine  solche  Zu- 
ordnung heißt  eine  Abbildung  von  SS  in  die  Menge  91,  oder 
auch  eine  Belegung  von  S9  mit  Elementen  aus  91. 

Ist  insbesondere  5S  die  Menge  der  natürlichen  Zahlen  1,  2, . . .,  k, 
so  heißt  die  Gesamtheit  der  ihnen  zugeordneten  Elemente  a^,  o^,  . . .,  a^ 
von  91  eine  endliche  Folge  aus  91.  Ist  SB  die  Menge  aller  natür- 
lichen Zahlen  1,  2,  ,  .  .,  jj,  .  ,  .,  so  heißt  die  Gesamtheit  der  zuge- 
ordneten Elemente 


')  Mengen,  deren  Blemonte  selbst  Mengen  e 
wieder  mit  großen  griechisobea  Buchstaben  Aj  B 
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2  Gruudbegrifle  der  allgemeänen  Mangonlehre. 

eine  unendliche  Folge  aua  8E,  und  wird  kurz  bezeichnet  mit: 

{'.}■ 

Jedes  einzelne  a^  heißt  ein  Glied  der  Folge.  Im  Gegensätze  zum 
Begriffe  der  Menge  können  in  einer  Folge  mehrere  (ja  auch  alle) 
Glieder  gleich  (d.  h,  daeaelbe  Element  von  3t)  sein.  Die  Menge  aller 
in  einer  unendlichen  Folge  auftretenden  Elemente  von  ST  kann 
also  sehr  wohl  endlich  Bein ,  ja  sogar  aus  nur  einem  Elemente 
bestehen. 

Der  Ausdruck*)  „fast  alle"  Glieder  emer  Folge  (oder  Ele- 
mente einer  Menge)  soll  bedeuten:  alle  Glieder  (Elemente),  mit  höch- 
stens   endlich   vielen  Ausnahmen. 

Jede  Folge,  die  aus  {a^}  durch  Weglaasung  von  Gliedern  ent- 
steht, heißt  eine  Teilfolge  von  {«„}.  Eine  unendliche  Teilfolge 
von  {«„}  kann  in  der  Form  angeschrieben  werden: 

«.., ". ".,,  ■ . .  (»,<«,<...<«,<...) 

oder  kurz : 

Sei  nun  A  eine  Menge,  deren  Elemente  selbst  Mengen  91  sind, 
und  SB  eine  beliebige  Menge.  Sei  eine  Belegung  B  von  S  mit  Ele- 
menten aus  A  gegeben,  die  dem  Elemente  h  von  S  die  Menge  ?(j 
aus  A  zuordnet.  Wir  denken  uns  aus  der  Gesamtheit  der  durch  B 
den  Elementen  von  S8  zugeordneten  Mengen  W^  zwei  neue  Mengen 
gebildet:  ihre  Vereinigung  und  ihren  Durchschnitt.  Die  Ver- 
einigung ist  definiert  als  die  Menge  aller  derjenigen  Elemente,  die 
in  mindestens  einer  der  Mengen  ?tj  vorkommen,  der  Durch- 
schnitt als  die  Menge  aller  derjenigen  Elemente,  die  in  sämtlichen 
Mengen  91^  vorkommen.  Werden  durch  B  verschiedenen  Elementen 
}}'  ^-  b"  aus  S9  stets  fremde  Mengen  Slf,  Stj"  zugeordnet,  so  wird 
die  Vereinigung  aller  Mengen  91;,  auch  als  ihre  Sumi 
Vereinigung  SQ,  Summe  ©,  Durchschnitt  ®  einer  endlichen  I 
folge  9tj,  9Ig,  .  .  .,  91^  werden  bezeichnet  mit^): 

3J  =  St^ -j- g(^ -]-...  4- 9(^  =  V  9r„ ; 


")  Er  wurde  eingefülirfc  von  ö.  Kowalewski,  Einführang  in  die  In- 
finiteBimaireohnung  (190S),  14;  Grundzüge  der  Difierential-  und  Integralreoh- 
nuDg  (1909),  14. 

■)  Die  Eezeichnungaweise  -]-  für  die  Vereioigung  rührt  her  von  C.  Cara- 
th6odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen  (1918),  23. 
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Einleitung.     §  1.    Vereinigung  und  Durchschnitt.  3 

Vereinigung,    Summe,  Durchschnitt    einer   unendlichen   Mengenfolge 
{ai„}  werden  bezeichnet  mit: 

aj  =  Stj  +  2(j  +  . . .  +  9I„  -j-  . . .  =  V  «„; 

©  z=  3fi  4- STa  +  . . .  +  a[„  + . . .  =  S  at„ ; 

!B=.9I^.aij.....3t„>...-=D5t„. 

Ist  58^21,  so  heißt  die  Menge  aller  nicht  zu  S9  gehörigen 
Elemente  von  9t  das  Komplement  von  SB  bu  9(  und  wird  be- 
zeichnet mit: 

3t  —  «. 

Allgemein  (ob  33  Teil   von    W  ist  oder  nicht)    kann   die  Menge  aller 
nicht  zu  58  gehörigen  Elemente  von  91  geschrieben  werden: 
91  — at'iS. 
Die  Vereinigung  aller  Mengen   einer   (endlichen   oder   unend- 
lichen)   Mengenfolge    {9I„}    kann    stets    durch    eine  Summe    ersetzt 
werden.     In  der  Tat,  setzt  man: 

58,  =  9ti,S9„  =  (at,-i-9tj-f---4-K)  — (^i  +  ^-i-'--4-^«-i)(«>l). 
BO  sind  je  zwei  IB^  fremd,  und  es  ist: 

«I1  +  SI.  +  . .•+«.  +  ■■. -SB, +  »,  +  .. .  +  ».  +  ■■■ 

Wir  nennen  eine  (endliche  oder  unendliche)  Mongenfolge  {at„} 
monoton  wachsend,  wenn: 

monoton  abnehmend,  wenn  hierin  -<  durch  >-  ersetzt  wird. 

Satz  I.  Zu  jeder  Mengenfolge  {91„}  gibt  es  eine  mo- 
noton wachsende  {m„},  so  daß 

^^1  +  5^  +  ■  ■  ■  +  51„  -h  ■  ■  ■  ^  9Ij  +  ^2  4-  ■  ■  ■  +  ^„  +  ■  ■  ■ 
und: 

§t„-<9t„. 

In  der  Tat,  wir  haben  nur  zu  setzen : 

ä,  =  91, ;    äi„  =  ati  +  at,  -f- . . .  +  9i„    («>!)■ 

Satz  n.  Zu  jeder  Mengenfolge  {9(„}  gibt  es  eine  mo- 
noton abnehmende  {%„},  so  daß: 
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^1  ■  ^  ■  ■  ■  ■  ■  3l„  ■  ■  ■  ■  ^  ii  ■  la  ■  ■  ■  ■  ■  S«  ■  •  ■  - 
und: 

In  der  Tat,  wir  lia-ben  nur  zu  setzen: 

^^%'     ir,=  5Ii-Sr,-...-3I„     (n>l). 

Aus  einer  unendlichen  Mengenfolge  {3(„}  leiten  wir  zwei 
her;  die  obere  Gremeinschaftsgre'nz'e  von  {§t„},  in  Zeichen: 

um  9[„ 

und  die  untere  Gcmoinschaftsgrenze,  in   Zeiche«: 

Um  ai„; 

sie  werden  in  folgender  Weise  definiert:  die  obere  Gemeinsohafte- 
grenze  ist  die  Menge  der  in  unendlich  vielen  '^^  vorkommenden 
Elemente;  die  untere  Gemeinschaftsgrenze  ist  die  Menge  der  in 
fast  allen  9(„  vorkommenden  Elemente^}. 

Sind  für  eine  Mengenfolge  {9t„}  obere  und  untere  Gemein- 
eehaftsgrenze  identisch,  so  heißt  die  Folge  konvergent;  man 
schreibt  dann: 

lim  5i:„=:lim  S[^=  lim.  9£^, 

und  nennt  diese  Menge  echlechthin  die  Gemeinechaftsgrenze 
von  (M„}. 

Satz  III.  Jede  monotone  Mengenfolge  ist  konvergent; 
und  zwar  ist  für  monoton  wachsende  Mengenfolgen: 

lim  St«  =  a^i  4-  3la  +  •  ■  ■  +  ^.,  4-  ■  ■  ■  . 
für  monoton  abnehmende  Mengenfolgen: 
Hm  2t„  ^  ?(j  ■  a,  • . . .  ■  at^  ■ . . . 

Der  Beweis  liegt  auf  der  Hand. 

Wir  stellen  noch  Formeln  für  obere  und  untere  Gemeinachafta- 
grenzen  einer  Mengenfolge  {3l„}  auf. 


1)  Auf  die  Wichtigkeit  di^er  beiden  Mengen  hat  wohl  zuerst  E.  Borel 
hingewiesen;  er  nennt  die  äußere  Gemeinachaftagreiize:  „ensemble  limite  com- 
plet",  die  innera:  „onsemble  limite  restreint"  (Lejona  sur  les  fonetiona  de  va- 
riables reelles  (1905),  18).  Wir  haben  den  Namen  „Gemeinsehaftsgrenze"  ge- 
wählt zum  Unterschiede  von  den  bei  Folgen  von  Punktmengen  auftretenden 
„Näherungsgronzen"  (Kap.  I,  g  3,  S.  74). 
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SatB  IV.     Setzt  man: 

ao  ist: 

(0)  Um  %,  =  lim  33^ ;     Hm  3t„  =  lim  ®„. 

In  der  Tat  aus  der  Definition  von  oberer  und  unterer  Gemeln- 
Bchaftsgrenze  folgt: 

"ii^at„  =  58i-ss,-...-Sß„-...; 

^^'  hm  9f„  =  ®,  4"  ®3  +  ■  ■  ■  +  ®n  4-  ■  ■  ■ 

Offenbar   aber   ist    {58„}   monoton  abnehmend,  (5)^  monoton  wach- 
send.    Nach  Satz  III  ist  also: 

SBi'SS^-  ...■«^■...  =  !imSß^; 

®I  4-  ^2  -[-  -  ■  ■  -j-  ® «  -f  -  -  ■  =  ^i^l  ®n  ■ 

Aus  (*)  und  (**)  aber  folgt  die  Behauptung  (0). 
Satz  V.     Setzt  man: 

yfn,i.=- si„ -i-2r„+i  +  . . .  +  %,+,r.   g>,,t=  at„'Si«+i ■ . ■■  ■  9i„^., 

ao    ist; 


In  der  Tat,  in  Satz  IV  ist  offenbar : 

und  da  die  Folge  ai„,i,  St^s,  ■■■,  %,,&,■•■>  monoton  zunehmend,  die 
Folge  §[„,i,  ^«,2,...,  5U,*>  ■  ■  ■  monoton  abnehmend  ist,  ao  äst  (j) 
nach  Satz  III  gleichbedeutend  mit: 


(tO  S8„=-lima„i;     ^„  =  limg„,i. 

*==  *=« 

Setzt  man  (jf)  in  die  Gleichung  (0)  von  Satz  IV  ein,  ao  erhält  man 
die  Behauptung  (l)  von  Satz  V. 

§  2.    Die  Mächtigkeiten. 

Sei  eine  Abbildung  Ä  der  Menge  S  in  die  Menge  9(  gegeben 
(§  1,  S.  1),  die  dem  Elemente  b  von  59  das  Element  a^  von  3t  zuordnet. 
Dann    heißt    a^    das    Bild    von    b,   umgekehrt  heißt   jedes  Element 
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6  Grundbegriäö  der  allgemeinen  Mongonlohre. 

Ton  ®,   dem   durch   A    das  Element  a  von    9t   zugeordnet   ist,    ein 
Urbild^)  von  a. 

Die  Abbildung  A  von  ^  in  ?l  habe  nun  folgende  Eigen- 
schaften : 

1.  Verechiedene    Elemente    aus  33    haben    verschiedene  Bilder 
in  ai: 

flj  +  "(,' )    wenn    &  ^  h'. 

2.  Jedes  Element  von  3(  ist  Bild  eines  Elementes  von  9?, 
Dami  hat  jedes  a  aus  31  in  S8  ein  und  nur  ein  Urbild,  das  wir 
mit  &j  bezeichnen  können: 

b  =  b^     wenn     0^  =  0. 

Es  ist  also  durch  die  Abbildung  Ä  nicht  nur  jedem  Elemente 
von  93  ein  Element  von  %  zugeordnet,  sondern  auch  jedem  Ele- 
mente von  9[  ein  Element  von  S8,  nämlich  sein  Urbild.  Eine  solche 
Abbildung  A  heißt  eine  eineindeutige  Abbildung  (oder  Zuord- 
nung) der  Mengen  %  und  iS. 

Gibt  es  eine  eineindeutige  Abbildung  von  9t  und  S,  so  heißen 
91  und  S9  gleichmäcbtig^).  Die  Eigenschaft,  die  eine  Menge  9t 
und  alle  ihr  gleichmächtigen  von  den  übrigen  Mengen  unterscheidet, 
heißt  die  Mächtigkeit  (oder  Kardinalzahl)  der  Menge  §t  (und 
jeder  mit  9t  gleichmächtigen  Menge),  Die  Mächtigkeiten  der  end- 
lichen Mengen  sind  die  natürlichen  Zahlen  (in  ihrer  Verwendung  als 
Kardinalzahlen).  Ist  0.  die  Mächtigkeit  von  9t,  6  die  von  SB,  so  be- 
deutet a  =  h:  die  Mengen  §t  und  S  sind  gleiohmächtig. 

Die  Mächtigkeit  a  von  91  heißt  größer  als  die  Mächtigkeit  6 
von  SB,   in  Zeichen: 

a  >>  S     oder     b<Ca, 

wenn  S  gleichmächtig  ist  mit  einem  Teile  von  9t,  aber  nicht  mit  9( 
selbst^).    In  üblicher  Weise  bedeutet  q>I)  soviel  wie; 
Q>-b     oder     o  =  D. 
Summe,  Produkt,  Potenz  zweier  Mächtigkeiten  werden  defi- 
niert durch  folgende  Festsetzungen*):  sei  9t  eine  Menge  der  Mächtig- 


')  Diese  Beseiolmuiig  stammt  von  F.  Hauadorff,  Grundaüge  der 
Mengenlehre  (I9U),  43. 

')  Dieser  Begriff,  sowie  der  ganze  Inhalt  dieses  Paragraphen  atammen 
von  G.  Cantor, 

')  Daß  die  Relationen  0  >  6  und  a  <  B  sich  aueschließen,  und  daß  stets 
eine  der  drei  Relationen  a  =  6,  a>&,  a<6  eintritt,  werden  wir  erst  später 
zeigen  können:  §  4,  Satz  XXI. 

')  Für  endliche  Mengen  redusieron  sie  eich  auf  die  bekannte  Definition 
von  Summe,  Prodäkt  und  Potenz  natürlicher  Zahlea. 
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beit  0,  59  eine  Menge  der  Mächtigkeib  6,  Dana  ist,  wenn  %  und  S8 
fremd,  a  +  6  die  Mächtigkeit  von  %-\-^.  Versteht  man  unter  der 
Verbindungsmenge  von  91  tind  S  die  Menge  aller  veraohiedenen 
paaxe  (a,  ö),  deren  erstes  Glied  a  ein  Element  ron  at,  deren  zweites 
Glied  h  ein  Element  von  ^  iat,  30  ist  q  ■  6  die  Mächtigkeit  der  Ver- 
bindungsmenge ■  von  ^  und  S.  Und  versteht  man  unter  der  Be- 
legungsraenge  von  S  mit  31  die  Menge  aller  verschiedenen  Be- 
legungen (§  1,  S.  1)  von  S  mit  Elementen  von  3(  (d.  h.  die  Menge  aller 
verschiedenen  Abbildungen  von  58  in  'ü),  so  ist  a*  die  Mächtigkeit 
der  Belegangsmenge  von  S  mit  %. 

Aus  diesen  Definitionen  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

Satz  I.     Es  gelten  die  Rechnungsregeln; 

a-b^h-a;    a-(b-c)^{a-h)-t;    {a^b)-t  =  a-z  +  i-z; 

Wenn    6  >  B',    so  ist  auch; 

a  +  &>o  +  b';     ab^a-b';     n^^a*';     i''>b'\ 

Eine  Menge  a  heilBt  abzählbar-unendlich,  wenn  sie  gleich- 
mächtig  ist  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen.  Es  gibt  dann  eine 
eineindeutige  Zuordnung  Ä  der  Elemente  von  91  zu  den  natürlichen 
Zahlen.  Bezeichnet  man  mit  a^_  das  durch  Ä  der  Zahl  n  zugeordnete 
Element  von  91,  so  sieht  man,  daß  jede  abzählbar-unendliche  Menge 
in  der  Form  angeschrieben  werden  kann: 


Umgekehrt  ist  Jede  Menge,  die  in  dieser  Form  angeschrieben  werden 
kann,  abzahlbar-unendlich. 

Aus  der  Definition  der  abzahlbar  unendlichen  Mengen  folgt 
unmittelbar: 

Satz  IL  Jeder  unendliche  Teil  einer  abzahlbar-unend- 
lichen Menge  ist  abzählbar-unendlich. 

Da  man,  wenn  aus  einer  unendlichen  Menge  endlich  viele  Elemente 
a^iflj,...,  a^  herausgegriffen  sind,  immer  noch  ein  (n-j-l)-tes  a^+, 
herausgreifen  kann,  so  hat  man: 

Satz  III.  Jede  unendliche  Menge  enthält  einen  abzähl- 
bar-unendlichen Teil. 

Die  Mächtigkeit  der  abzählbar-unendlichen  Mengen  wird  mit  n^ 
bezeichnet.     Satz  III  kann  dann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  IV.  Unter  allen  Mächtigkeiten  unendlicher  Mengen 
iat  n    die  kleinste. 
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Wir  beweisen  die  folgenden  Rechnungaregeln : 
Satz  V.     Bedentet    e    eine  endliehe   Mächtigkeit    >0^), 
ao  iet: 

(*)         «0  +  e  =  «0 ;     No  +  «0  =  Nu ;     e  ■  Nq  =  No ;    Nq  ■  Nq  =  Nq  ■ 

Es  wird  genügen,  die  letzte  dieser  Formeln  zu  beweisen,  da  aus 
ihr,  mit  Hilfe  von  Satz  II,  die  andern  sofort  folgen^).  Erinnert 
maa  sich  an  die  Definition  des  Produktes  zweier  Mächtigkeiten,  ao 
ist  zu  zeigen;,  „Die  Menge  aJler  Paare  (m,  n)  natürlicher  Zahlen  ist 
abzählbar-unendlich. " 

In  der  Tat,  wir  setzen: 

(..)  {„  +  <,-2)(m  +  «-i)    j   _,       ^, 

Da  aus: 

im-\-n-2)im  +  n 


i+n' 


folgt«): 


so  ist  dadurch  eine  eineindeutige*)  Abbildung  der  Paare  [m,n)  auf 
die  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,  ,..,v, ...  gegeben,  und  die  Behaup- 
tung ist  bewiesen. 

Aus    der   hiermit   bewiesenen   Tatsache,   daß    die    Menge   aller 
Paare  natürlicher  Zahlen  ab  zählbar-unendlich  ist,  folgt  leicht: 

'j  Bh  ist  also  e  eine  natür^liche  Kardin ahahl. 

»)  Denn  es  ist  nach  Satz  I:  »o  +  eg  «o  + «o  =  S'^oä  ^■''oä''o'''ij' 

")  In  der  Tat,  man  setze; 

„+._i_i,    „•+„'_i_*'. 

Bajm  ist 

(t)  i<ri£k;       l<n'^!^. 

Ist  dann  k=^le',    n  >  n',  ao  ist  offenbar: 

(tt)  -fcM  +  „>SL-jy:  +  „.. 

Ist  hingegen; 

lc>V,     d.  h.     V£k~i, 
HO  ist  wegen  (t); 

(^-1)^  ,  --^  (t-i)fe.    (F-i)y  (y-i)f  (ft-i)ft 

^  i-M>— 2         .  2  |-"&~2  *■     -         2         ' 

und  somit  gilt  wieder  (ff). 

*)  Dm  zu  sehen,  daß  jede  natürücbe  Zahl  v  in  der  Form  (••)   erscheint, 
bestimme  man  die  natürliche  Zahl  h  aus: 

(4-_I)i  kg+ü 
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Satz  VI.     Die    Meoge    aller    rationalen    Zahlen    ist    ab- 
zäblbar-unendiieh'). 
Sei  in  der  Tat 

r  =  —     {m,n  teilerfremde,  natürliche  Zahlen) 

eine  positive  rationale  Zahl.  Ordnen  wir  ihr  das  Paar  (m,  n)  zu, 
so  ist  die  Menge  31^  aller  positiven  rationalen  Zahlen  eineindeutig 
abgebildet  auf  einen  Teil  31  der  abzahlbaren  Menge  aller  Paare 
natürlicher  Zahlen;  nach  Satz  11  ist  auch  5t,  und  somit  91^,  abzahlbar- 
unendlich.  Da  die  Menge  gi^  S'Uer  negativen  rationalen  Zahlen  mit 
<R  gleichmächtig  ist,  ao  ist  auch  SR^t  "i"i  somit  nach  der  zweiten 
Formel  (*)  auch  jR^  -[-  SRj  abzählbar-unendlich.  Fügt  man  noch  die  0 
hinzu,  80  erhält  man  nach  der  ersten  Formel  (*)  (für  e  =  1)  wieder 
eine  abzahlbar-unendliche  Menge  S.  Da  iH  aber  die  Menge  aller 
rationalen  Zahlen  ist,  so  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  werden  weiterhin  eine  Menge  als  abzählbar  bezeichnen, 
wenn  sie  abzahlbar-unendlich,  endlich  oder  leer  ist.  Man  kann  dann 
die  Sätze  aussprechen  (deren  Beweis  aus  Satz  II  und  Satz  V  un- 
mittelbar folgt): 

Satz  VII.  Jeder  Teil  einer  abzahlbaren  Menge  ist  ab- 
zahlbar. 

Satz  VIII.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  abzähl- 
barer Mengen  ist  abzählbar. 

Ein  häufig  anzuwendender  Satz  lautet: 

Satz  IX.  Ist  jede  der  Mengen  31^,  Wa, -.-,  3!^,  abzählbar, 
so  ist  auch  die  Menge  aller  ifc-gliedrigen  Folgen: 

(t)  («..«. «.). 

in  denen  a„  zu  9t„  (71=1,  2,  ...,&)  gehört,  abzählbar. 

Wir  beweisen  dies  durch  Induktion.  Die  Behauptung  ist  richtig 
für  4=1.  Angenommen,  sie  sei  richtig  für  h  —  1 .  Die  Menge  aller 
jfc-gliedrigen  Folgen  (f),  an  deren  letzter  Stelle  ein  fest  gegebenes 
Element  a^  aus  at^  steht: 

ist  dann  abzählbar.  Da  es  in  21^  nur  abzählbar  viele  Elennente  gibt, 
ist  also  die  Menge  aller  Folgen  (|)  die  Vereinigung  abzahlbar  vieler 

und  setze  aodacn:- 


')  Darin  iat  (nach  Satz  II)  auok  enthalten  der  Satz:  Die  Menge  alli 
ganzen  Zahlen  (0,  +  I,  ±2,  , .  .,  +n,  .  .  .)  iat  abzahlbar- anendlioh. 
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abzahlbarer  Mengen,  und  somit  nach  Satz  VIII  seibat  abzählbar. 
Gilt  also  die  Behauptung  von  Satz  IX  für  {k  —  l)-gliedrige  Folgen, 
so  auch  für  i-gliedrige.     Damit  ist  sie  bewiesen. 

Wir  fügen  noch  den  Satz  bei: 

Satz  X.  Ist  at  eine  abzählbare  und  S  eine  unendliche 
Menge,  so  haben  8l-}-S9  und  S9  gleiche  Mächtigkeit. 

In  der  Tat,  da  ^  unendlich  ist,  gibt  es  (Satz  III)  in  56  einen 
abzählbar-unendlichen  Teil  31',  und  wir  können  schreiben: 

(*)  s  =  r+^'. 

Seien  b  und  b'  die  Mächtigkeiten  von  S9  und  ©'.  Wegen  (*}  ist  dann: 
n  B  =  N,  +  6'. 

Femer  kann  man  schreiben: 
(***)         l  +  93  =  (ai  — 3I-S9)  +  S3  =  (a  — M'S9)4-(ai'-H58'). 
Hierin  ist   W  —  3133,    als  Teil   der  abzählbaren  Menge  St,    abzahlbar, 
etwa  —  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben  —  abzahlbar- 
unendlich^).     Aus  (***).  ergibt  sich  dann  für  die  Mächtigkeit   von 
31-1-58  (bei  Berücksichtigung  von  Satz  I,  Satz  V,  und  von  (**)) : 

No  +  K  +  &')  =  K  +  No)  +  &'  =  No +  &'  =  &, 
also  haben  31 4- ffl  und  SB   gleiche  Mächtigkeit,   und  Satz  X  ist  be- 


Sei  S  eine  beliebige  Menge  der  MächtigEeit  6,  und  31  die  Menge 
der  beiden  Elemente  0,  1.  Jede  Belegung  von  5Ö  mit  Elementen 
von  31  liefert  dann,  indem  man  die  mit  0  belegten  Elemente  weg- 
läßt, einen  Teil  von  S.  Also  sind  die  Belegungsmenge  von  S  mit  SS. 
und  die  Menge  aller  Teile  von  S3  gleicbmächtig.  Da  aber  zufolge 
der  Definition  der  Potenz  die  Belegungsmenge  von  SQ  mit  31  die 
Mächtigkeit  2*  hat,  so  sehen  wir: 

Satz  XI.  Die  Menge  aller  Teile  einer  Menge  der  Mäch- 
tigkeit b  hat  die  Mächtigkeit  2». 

Zum  Schlüsse  beweisen  wir  noch: 

Satz  Xn.  Für  jede  Mächtigkeit  &  gilt  die  Ungleichung: 
2''>&. 

In  der  Tat,  da  gewiß  2^'^b  ist,  so  ist  nur  zu  beweisen:  die 
Menge  S9  und  die  Menge  T  aller  Teile  von  ^  können  nicht  gleich- 
mächtig sein.     Sei,    um  das   zu  beweisen,    A  irgendeine   Abbildung 


■■)  Wäre  %  —  9t  S6  endlich  oder  leer,  verläuft  der  Eeweia  gana  suialog. 
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von  ifl  in  T;  sie  ordne  dem  Elemente  b  von  i8  den  Teil  £^  von  8} 
zu.    Wir  definieren  einen  Teil  %*  von  S9  durch  die  Vorschrift: 

„l  in  3;*,  wenn  ö  nicht  in  %^; 
'   '  h  nicht  in  %*,  wenn  6  in  SEj." 

Dann  kann  das  Element  %*  von  T  in  £9  kein  Urbild  haben.    Denn 
angenommen,  es  gebe  ein  solches  Urbild  b*: 
(00)  %*^%i: 

Die  Vorschrift  (0)  ergibt  dann: 

„(i*  in  £*,  wenn  b*  nicht  in  ^6«; 

fc*  nicht  in  S:*,  wenn  b*  in  J^.." 
Berücksichtigt  man  nun  (00),  so  wird  hieraus: 

„6*  in  %*,  wenn  b*  nicht  in  %*; 

b*  nicht  in  3;*  wenn  b*  in  %*." 
Das  aber  ist  ein  Widerspruch,  und  es  kann  somit  kein  Urbild  von 
%*  geben.  Also  ist  die  Abbildung  A  von  S9  in  T  nicht  eineindeutig. 
Und  da  Ä  eine  beliebige  Abbildung  von  SS  in  T  war,  ist  gezeigt: 
es  gibt  keine  eineindeutige  Abbildung  von  S9  und  T;  d.h.  S8  und  T 
sind  nicht  gleichmächtig;  damit  aber  ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  3.    Die  geordneten  Mengen.     Die  Ordnimgstypen. 

Die  Menge  S(  heißt  geordnet,  wenn  zwischen  je  zweien  ihrer 
Elemente  a^a'  eine  Relation  deünierb  ist,  die  wir  durch  das  Wort 
„vor"  ausdrücken,  und  derzufolge: 

entweder:    a  vor  a,   oder:    a'  vor  «*) 
gilt;  dabei  muß   diese  Relation  die  beiden  folgenden  Eigenschaften 
haben: 

1.  sie  ist  asymmetrisch,  d.  h.: 

wenn:    a  vor  af,    so  ist  nicht:    a    vor  a; 

2.  sie  ist  transitiv,  d.  h.: 

wenn:    a  vor  a'     und:     a'  vor  a",    so  ist:    a  vor  a". 

Durch  diese  Relation  ist  zugleich  mit  9t  auch  jeder  Teil  von  9( 
geordnet. 

Zwei  geordnete  Mengen  St  und  SS  heißen  ähnlich^),  wenn  ea 
eine  eineindeutige  Abbildung  von  3(  und  SS  gibt  von  folgender  Eigen- 

')  Statt  „a  vor  a'"  sagen  wir  auch:  „a'  folgt  auf  a". 

•)  Auch  dieser  Begriff,  sowie  der  gajize  Inhalt  dieses  Paragraphen  stammt 
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Schaft:  sind  h'  und  h"  die  Bilder  in  <8  der  Elemente  a'  und  a"  von 
31,  so  gilt: 

h'  vor  h" ,     wenn     a'  ?or  o". 

Eine  solche  Abbildung  heißt  eine  ähnliche  Abbildung  von  31 
und  58.  Da  jede  ähnliche  Abbildung  auch  eineindeutig  ist,  so  sehen 
wir:  Ähnliche  Mengen  sind  gleichmächtig. 

Die  Eigenschaft,  die  eine  geordnete  Menge  ?[  und  alle  ihr  ähn- 
hchen  von  den  übrigen  Mengen  unterscheidet,  heißt  der  Ordnungs- 
typua^)  der  Menge  St  (und  jeder  mit  31  ähnhehen  Menge). 

Da  je  zwei  geordnete,  endliche  Mengen  der  Kardinalzahl  « 
ähnlich  sind  und  mithin  gleichen  Ordnungstypus  haben,  kann  die 
natürliche  Zahl  n  auch  zur  Bezeichnung  dieses  Ordnungstypus  ver- 
wendet werden.  Die  Ordnungstypen  geordneter  endlicher  Mengen 
sind  demnach  die  natürlichen  Zahlen  (in  ihrer  Verwendung  als 
Ordinalzahlen). 

Ist  a  der  Ordnungstypue  von  SS.  und  ß  der  Ordnungstypua 
von  S9,  so  bedeutet  a=^ß:  die  Mengen  91  und  S3  sind  ähnlich. 

Das  Element  a^  der  geordneten  Menge  91  heißt  das  erste  Ele- 
ment von  31,  wenn  zwischen  ihm  und  jedem  andern  Elemente  a 
von   91  die  Relation  besteht; 

dp  vor  a; 
es  heißt  das  letzte  Element  von  9(,  wenn  zwischen  ihm  und  jedem 
andern  Elemente  a  von  %  die  Relation  besteht: 

a  vor  «(,. 
Gelten   die  Relationen 

a'  vor  a  vor  a", 

so  sagt  man:  a  liegt  zwischen  a'  und  a"  (oder:  zwischen  a"  imd  a'). 
Sei  a  ein  Element,   91'  ein  Teil  der  geordneten  Menge  31;   gilt 
dann  für  jedes  Element  a'  von  9t': 

a  vor  a, 
ao  schreiben  wir  kurz; 

o  vor  a'    (oder:    91'  folgt  auf  a). 

Analog  wird  definiert:  3t'  vor  a  (oder:  a  folgt  auf  9t'),  sowie:  a 
zwischen  9t'  und  91",  oder:  a  zwischen  91'  und  a"  (zwischen  a" 
und  31'). 

^)  So  wie  die  Mäoiitigkeit  eine  VeraJlgemeinerung  des  Begriffes  der 
endlichen  Kardinalzahl,  so  ist  der  OrdnungBtypus  eine  Verallgemeine- 
rung des  Begriffes  der  endliche»  Ordina|lzabl.  Doch  werden  üblicherweise 
nur  sehr  spezielle  Ordnungstypen,  voa  denen  noch  anten  die  Rede  soin  wird 
(g  4,  S.  18},  als  Ordinalzahlen  bezeichnet. 
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Ist  9t'  vor  a,  und  gibt  es  in  31  kein  Element  zwischen  21' 
und  a,  80  sagen  wir:  a  folgt  unmitbelbar  auf  9t'.  Ist  a  vor  31', 
und  gibt  es  kein  Element  zwischen  a  und  %',  so  sagen  wir;  a  geht 
91'  unmittelbar  voran. 

Sind  21'  und  21"  zwei  Teile  von  91,  und  gilt  für  alle  Elemente 
a'  von  91'  und  a"  von  St": 

80  sagen  wir  auch; 

2t'  vor  2!"     [2t"  folgt  auf  2t'). 
Damit  sind  auch  Aussagen,   wie:  9t'"  zwischen  2t'  und  9t"  ohne  wei- 
teres veretändiieh. 

Wir  definieren  die  Summe  a-^ß  zweier  Ordntmgstypen ').    Seien 
9E  und  SS   zwei  fremde  Mengen   der  Ordnungstypen  a  und  ß.     Wir 
ordnen  die  Summe  9t  -[-  ^  durch  die  Vorschriften: 
a  vor  b,  wenn  »  in  2t,  6  in  S; 

a'  vor  a",  wenn  a'  und  a"  in  9t,  und  dort  a'  vor  a"  gilt; 
h'  vor  h",  wenn  h'  und  b"  in  Sd,  und  dort  h'  vor  b"  gilt, 
Den  Ordnungstypus  der  so  geordneten  Menge  2t  -f-  ®  bezeichnen  wir 
als  die  Summe  a-j-  ß  von  a  und  ß. 
Es  ist  dann  offenbar; 

hingegen  ist  im  allgemeinen: 

a  +  ß  +  ß  +  a. 
wie  folgendes  Beispiel  zeigt:  es  gebe  in  der  Menge  2t  vom  Ordnungs- 
typus ß  ein  erstes  Element,  in  der  Menge  S8  vom  Ordnungstypus  ß 
nicht.  Wird  die  Menge  ^  -|-  5ö  nach  dem  Ordnungstypus  a-\-  ß  ge- 
ordnet, so  hat  sie  gieichfaHs  ein  erstes  Element,  wird  sie  nach  dem 
Typus  ß-^a  geordnet,  hat  sie  kein  erstes  Element;  diese  beiden 
Ordnungen  von  9t  -j-  ^  sind  also  nicht  ähnlich,  ihre  Ordnun^stypen 
daher  nicht  gleich. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen  in  ihrer 
natürlichen  Anordnung: 

n  vor  n'     wenn  n<Cn', 
wird  mit  co   bezeichnet.     Der   Ordnungstypus   dieser   selben   Menge 
in  der  umgekehrten  Anordnung: 
n  vor  n'     wenn  n  ^  n', 

')  Die  Definition  des  Produktes  und  der  Potena  von  OrdnuBgstypen 
werden  wir  nicht  benötigen. 
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(oder,  was  dasselbe  heißt,  der  Ordnungstypus  der  Menge  der  nega- 
tiven ganzen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Anordnung)  wird  mit  oj* 
bezeichnet.  Demnach  bezeichnet  co*  -j-  co  den  Ordnungstypus  der 
Menge  aller  ganzen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Anordnung. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  aller  rationalen  Zahlen  in  ihrer 
natürhchen  Anordnung: 

r  vor  r      wenn  *■-</, 
wird  mit  fj  bezeichnet.     Es  gilt  der  Satü: 

Sata  I.  Ist  eine  abzahlbare  Monge  so  geordnet,  daß  sie 
kein  erstes  und  kein  letztes  Element  hat,  und  daß  zwischen 
je  zweien  ihrer  Elemente  stets  mindestens  ein  Element 
liegt,  so  ist  ihr  Ordnungstypus  rj. 

Sei  in  der  Tat  ?l  die  gegebene  abzählbare  Menge  in  der  in 
Satz  I  geschilderten  Anordnung,  mid  sei  D)  die  Menge  der  rationalen 
Zahlen  in  natürlicher  Anordnung.  Da  ST  und  3^  abzählbar-unendlich 
sind  (§  2,  Satz  VI),  können  die  Elemente  dieser  beiden  Mengen  in  der 
Form  angeschrieben  werden: 

(0)  91:     a,,  «,,...,  a.,... 

(1)  SH:    V,,  r.j,...,  r„,... 

Wir  definieren  durch  Induktion  eine  ähnliche  Abbildung  A  von 
9i  auf  einen  Teil  2t'  von  at,  die  der  Zahl  r„  das  Element  a,^  zu- 
ordne, vermöge  der  Festsetzungen: 

1.  Es  ist  ay^^a^^. 

2.  Seien  ?j  <;  r^  <C .. .  <C^„  die  «  Zahlen  r,,  r^,..,,  r^  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge,  und  seien  die  Bilder  Oy^,  ay^,...,  a,^  von 
rj ,  r^ , . . . ,  *■„  bereits  definiert,  und  zwar  so,  daß  wenn  a^  (t  ^  1 ,  2 , . . . ,  n) 
das  Bild  von  ?;  bedeutet,  in  91  die  Anordnung  besteht: 


Die  Zahl  r„j-i  genügt  dann  einer  und  nur  einer  der  Unglei- 
chungen: 

Zufolge  der  Vorraussetzungen  von  Satz  I  gibt  es  in  91  gewiß  ein 
Element  a,  das  der  entsprechenden  unter  den  Relationen 

a  vor  ä^,  äj  vor  a  vor  d^,    ...,  ä^-i  vor  a  vor  ä^,  a„  vor  a 

genügt,  und  unter  allen  dieser  betreffenden  Relation  genügenden  a 
gibt  es  eines,  das  bei  der  Schreibweise  (0)  von  91  kleinsten  Index 
hat.     Dieses  werde  für  ay„^^  gewählt. 
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Es  leuchtet  ein,  daß  hierdurch  eine  ähnliche  Abbildung  A  von  Sft 
auf  einen  Teil  91'  von  91  gegeben  ist,  dessen  Elemente  sind: 

Wir  behaupten:  es  ist 

und  beweisen  dies  durch  Induktion, 

Da  a„|^=nj,  kommt  a.^  in  '^'  vor.  Angenommen,  es  kommen 
a^,  flj,  ....  a,  in  91'  vor.  Wir  haben  zu  zeigen,  daß  auch  a,, -|-i  in 
9t'  vorkommt. 

Es  kann  n  so  groß  gewählt  werden,  daß  \,  a^,  ...,  a^  unter 
den  Bildern  a„,,  Oy^,  ...,  u^„  von  r^,  r^,  ...,  »■„  vorkommen.  Kommt 
a,  ^  1  auch  unter  diesen  Bildern  vor,  so  ist  die  Behauptung  bewiesen. 
Andernfalls  schreiben  wir  die  o^^,  a^^,  ..,,  a^«  üi  der  Reihenfolge 
an,  in  der  sie  in  9t   vorkommen: 


und  bezeichnen  mit  r^  diejenige  rationale  Zahl,  deren  Bild  «;  ist;  dann 
ist  auch 

r,<r,<...<-r„. 

Für  öv_|_i  gilt  nun  eine  und  nur  eine  der  Relationen: 
Oyj^'i  vor  ä, ;  ä,  vor  a^  + 1  vor  a^;  . . . ;  ö„  _  i  vor  a^  _|.  i  vor  ä„ ;  ä^  vor  it^  4.  [ . 
Sei  r*     unter     allen    Eationalzahlen ,     die    der    entsprechenden    Un- 
gleichung: 

>■<?.;  h<'<',:  ■■■:  '\,-i<''<f.:  K<r 

genügen,  diejenige,  die  in  (1)  kleinsten  Index  hat.  Man  erkennt 
unmittelbar  aus  der  Definition  der  Abbildung  .Ä,  daß  a^^-i  das  Bild 
von  r*  ist.     Also  kommt  a,  +  i  in  jedem  Falle  in  9t'  vor. 

Es  kommen  somit  alle  ti„  in  9£,'  vor,  und  (2)  ist  bewiesen.  Dem- 
nach ist  A  eine  ähnliche  Abbildung  von  3i  und  9t ,  d,  h.  9t  hat  den 
Ordmmgatypus  rj.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

§  4.    Die  wohlgeordneten  Mengen.    Die  Ordinalzahlen. 

Eine  geordnete  Menge  heißt  wohlgeordnet^),  wenn  jeder  ihrer 
(nicht  leeren)  Teile  ein  erstes  Element  hat^).  Aus  dieser  Definition 
folgt  unmittelbar: 


')  Anoh  öie  Theorie  der  wohlgeordneten  Mengen  ist  eine  Schöpfung  von 
G.  Cantor. 

')  Dabei  ist  —  wie  immer,  wenn  nicht  anders  bemerkt  —  jeder  Teil 
einer  geordneten  Menge  so  geordnet  gedacht,  wie  die  Menge  selbst. 
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Sat«  I,  Jeder  Teil  einer  wohlgeordneten  Menge  ist 
wohlgeordnet, 

Satz  11.  In  einer  wohlgeordneten  Menge  9t  gibt  es  au 
jedem  Elemente  a,  das  nicht  letztes  Element  von  3[  ist, 
ein  unmittelbar  folgendes. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  auf  a  folgenden  Elemente  von  9t 
bildet  einen  nicht  leeren  Teil  von  91,  und  hat  daher  ein  erstes  Ele- 
ment: es  ist  das  auf  a  unmittelbar  folgende. 

Satz  III.  Ist  %'  ein  Teil  der  wohlgeordneten  Menge  9t, 
und  gibt  es  in  S(  ein  auf  2t'  folgendes  Element,  so  gibt  es 
in  9£  auch  ein  unmittelbar  auf  9('  folgendes  Element. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  auf  9t'  folgenden  Elemente  von  % 
bildet  einen  nicht  leeren  Teil  von  9t,  und  hat  daher  ein  erstes  Element  r 
es  ist  das  auf  9t'  unmittelbar  folgende. 

Satz  IV.')  Wird  durch  die  Abbildung  A  die  wohlgeordnete 
Menge  9t  ähnlich  abgebildet  auf  .einen  ihrer  Teile  9tj,  und 
bildet  A  das  Element  a  von  91  ab  auf  das  Element  a^  von 
9t^,  so  kann  nicht  a^  vor  a  sein. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre 

(1)  a^  vor  a. 

Da    auch  «^  Element    von  91,    wird    es  durch  A  abgebildet  auf  ein 

Element  a^,  für  das  wegen   der  Ähnlichkeit   der  Abbildung   aus  (l) 
folgt: 

(2)  a^  vor  a, . 

Ist  dann    a^  das  Bild  von    a^    vermöge  A,    eo    folgt  ebenso  aus  (2): 

a,  vor  a^'. 
Und  indem    man    so  weiter  schließt,  erhält  man  in  9t  einen  abzähl- 
baren Teil 

a^,  a,^,  . . . ,  a„ ,  ... 
ohne  erstes  Element,  entgegen  der  Voraussetzung,  9t  sei  wohlgeordnet. 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen, 

Ist  a  ein  Element,  der  wohlgeordneten  Menge  %  so  bezeichnen 
wir  als  den  Abschnitt   9l„  von  9t  die  Menge  aller  der  Relation 


genügenden  Elemente  a'  von  i 


1)  G.  Hessenhorg,    Abb.  d.    Priessohe.T   Schule.     Neue    Folge,    4.   Heft 
(1906),  539. 

=)  Ist  a  dttB  erste  Element  von  5t,  so  ist  91,  leer. 
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Satz  V.  Eine  wohlgeordnete  Menge  ist  nicht  ähnlich 
einem  ihrer  Abschnitte. 

In  der  Tat,  gäbe  es  eine  ähnliche  Abbildung  Ä  von  31  auf  den 
Abschnitt  %^,  so  müßte  durch  A  das  Element  a  abgebildet  werden 
auf  ein  Element  a'  von  9t  .     Es  wäre  also; 


entgegen  Satz  IV.     Damit  ist  SatK  V  bewiesen.  —  Es  folgt  aus  ihm 
unmittelbar: 

Satz  YI.  Zwei  verschiedene  Abschnitte  einer  wohl- 
geordneten Menge  sind  nicht  ähnlich. 

Seien  in  der  Tat  a,  a'  zwei  verschiedene  Elemente  der  wohl- 
geordneten Menge  51,  etwa: 

a  vor  a. 
Dann    ist   %^  gleichzeitig  Abschnitt   der    wohlgeordneten  Menge  Sin' 
und  aus  Satz  V  folgt  die  Behauptung, 

Satz  ¥11.  Sind  %  und  50  zwei  wohlgeordnete  Mengen, 
80  trifft  stets  eine  und  nur  eine  der  drei  folgenden  Mög- 
lichkeiten zu;  1.  St  und  S  sind  ähnlich;  2.  9i  und  ein  Ab- 
schnitt von  S  sind  ähnliob;  3.  S  und  ein  Abschnitt  von  % 
sind  ähnlich. 

Zum  Beweise  gehen  wir  davon  aus,  daß  folgende  vier  l'älle 
eine  vollständige  Disjunktion  bilden: 

1.  Fall:  Zu  jedem  Abschnitte  ^^  gibt  es  einen  ähnlichen  5ß^  und 
umgekehrt. 

2.  Fall:  Zu  jedem  Abschnitte  91^  gibt  es  einen  ähnlichen  S9^, 
aber  nicht  umgekehrt. 

3.  Fall:  Zu  jedem  Abschnitte  S3j  gibt  es  einen  ähnlichen  3t„, 
aber  nicht  umgekehrt. 

4.  Fall:  Es  gibt  weder  zu  jedem  Abschnitte  9t^  einen  ähnHchon 
S8i,  noch  zu  jedem  Abschnitte  55^  einen  ähnlichen  9t„. 

Da  es  nach  Satz  VI  zu  jedem  Abschnitte  91^  nur  einen  ähn- 
lichen ^j  geben  bann,  erhalten  wir  im  1.  Falle  eine  umkehrbar  ein- 
deutige Abbildung  A  von  9t  und  SQ,  indem  wir  jedem  Elemente  « 
von  9(  dasjenige  Element  h  von  SS  zuordnen,  für  das  31„  und  39^ 
ähnlich  werden.  Diese  Abbildung  A  ist  auch  ähnlich,  denn  seien 
fl,  h  und  o',  V  einander  vermöge  A  entsprechende  Elemente  von  9£ 
imd  58,  und  sei: 

(*)  «'  ^o»"  «■ 

Zwischen  31^  und  ^9^   gibt   es  eine  ähnliche  Abbildung  B.   Wegen  (*) 
wird  %a'  durch  B  auf  einen  Abschnitt  58),"  von  ^j  abgebildet: 
(**)  b"  vor  6, 
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Es  sind  also  9(„'  und  Sflf^  ähnlich;  andererseits  sind  nach  An- 
nahme 9{a'  und  SSs'  ähnlich.  Also  sind  ^j'  und  SBj"  ähnlich.  Nach 
Satz  VI  ist  das  nur  möglich,  wenn  h'^l",   so  daß  (**)  übergeht  in: 

(***)  h'  vor  h. 

Es  folgt  also  {***)  aus  (*),  d,  h.  die  Äbhildung  A  von  %{  und  S  ist 
ähnhch.     Im  1.  Falle  sind  also  51  und  59  ähnlich. 

Im  2,  Falle  gibt  es  in  58  Elemente  h,  zu  deren  Abschnitt  ^^ 
in  3t  kein  ähnlicher  vorkommt.  Naflh  Definition  der  wohlgeordneten 
Mengen  gibt  es  nun  unter  allen  diesen  Elementen  von  S  ein  erstes, 
etwa  l^.  Zu  jedem  Abschnitte  von  %  gibt  es  nun  in  S8i,„  einen  ähn- 
Uchen  und  umgekehrt.  Nach  dem  im  1.  Falle  bewiesenen  sind  also 
a  und  5öj^  ähnlich.  Im  zweiten  Falle  ist  also  51  ähnlich  einem  Ab- 
schnitte von  So. 

Ganz  ebenso  zeigt  man,  daU  im  3.  Falle  S8  ähnlich  ist  einem 
Abschnitte  von  ST. 

Der  4.  Fall  endlich  kann  nicht  eintreten;  denn  angenommen, 
er  läge  vor.  Dann  ist  in  9t  ein  erstes  Element  a„  vorhanden,  zu 
dessen  Abschnitt  2[n„  es  in  S  keinen  ähnlichen  gibt,  und  in  58  ein 
erstes  Element  6^,  zu  dessen  Abschnitt  SSj,  ea  in  3t  keinen  ähnlichen 
gibt.  Dann  aber  ist  jeder  Abschnitt  von  ata,  ähnlieh  einem  Abschnitte 
von  SÖi,  und  jeder  Abschnitt  von  Sj,  ähnhch  einem  Abschnitte  von 
%a^.  Nach  dem  im  1.  Falle  Bewiesenen  ist  dann  auch  91«^,  ähnhch 
i8j,  und  es  wäre  also  der  Abschnitt  5Ia^  von  51  ähnlich  einem  Ab- 
schnitte von  S8|  entgegen  seiner  Definition.  Also  kann  der  4.  Fall 
nicht  eintreten, 

-    Damit  ist  gezeigt,    daß  immer  eine  der  drei  Möglichkeiten  von 
Satz  VII  zutrifft,  und  daß  nur  eine  zutrifft,  folgt  aus  Satz  V. 

Die  Ordnungstypen  der  wohlgeordneten  Mengen  werden  als 
Ordinalzahlen  bezeichnet.  Da  jede  geordnete  endliche  Menge 
wohlgeordnet  ist,  fallen  die  natürlichen  Ordinalzahlen  tatsächlich 
unter  diesen  Begrifft).  Da  auch  die  Menge  der  natürlichen  Zahlen 
in  ihrer  natürlichen  Anordnung  wohlgeordnet  ist,  so  ist  auch  der  in 
§  3,  S.  13  eingeführte  Ordnungstypus  co  eine  Ordinalzahl,  Gegenüber 
den  endlichen  Ordinalzahlen  heißen  die  Ordnungstypen  unendlicher 
wohlgeordneter  Mengen:  transfinite  Ordinalzahlen. 

Anknüpfend  an  die  drei  Möghchkeiten  von  Satz  VII  wird  zwischen 
den  Ordinalzahlen  folgende  Anordnung  festgesetzt.  Seien  a  und  ß 
die  Ordinalzahlen  der  beiden  wohlgeordneten  Mengen  9C  und  58.   Sind 

')  Änoh  die  0  rechnen  wir  (als  den  Ordnungstypus  der  stets  wohlgeord- 
neten leeren  Mengel  zu  den  Ordinalzahlen. 
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?t  und  58  ähnlich,   so  ist  a  =  ß.     Ist    31    ähnlieh    einem   Abschnitte 
von  £5,  so  achreiben  wir: 

a<iß     oder  ß'^a. 
Von  den  drei  Relationen  «  =  /5,  a;'^ß,  a<Cß  trifit  dann  stets 
eine  und  nur  eine  zu,  und  aus  a<Zß,  ß<iy  folgt  a<^y. 

Wir  sagen,  eine  Menge  von  Ordinalzahlen  sei  in  natürlicher 
Anordnung  (Reihenfolge),  falls: 

H  vor  ß     wenn  a<Cß  . 

Safa  VIII.  Ist  a  eine  Ordinalzahl,  so  ist  die  Menge 
aller  Ordinalzahlen  ß<ia  in  natürlicher  Reihenfolge  wohl- 
geordnet und  hat  den  Ordnungatypus  a. 

Sei  in  der  Tat  St  eine  Menge  vom  Ordnungsbypus  «,  und  sei  © 
die  Menge  aller  Ordinalzahlen  ß<Z<^-  Zufolge  der  Definition  der 
Relation  j3  <  a  gibt  es  dann  zu  jedem  ß  aus  S  ein,  und  nach 
Satz  VI  nur  ein  Element  a  in  ?l,  so  daß  der  Abschnitt  §t„  den  Ord- 
nungstypus ß  hat.  Ordnen  wir  jeder  Zahl  ß  aus  5B  dieses  Element  a 
aus  31  zu,  so  ist  dies  eine  ähnliche  Abbildung  von  §1  und  SS,  und 
Satz  VIII  iat  bewiesen. 

Satz  VIII  besagt,  daß  die  (endlichen  und  transfiniten)  Ordinal- 
zahlen ebenso  zum  „Numerieren"  der  Elemente  einer  wohlgeord- 
neten Menge  verwendet  werden  können,  wie  die  endlichen  Ordinal- 
zahlen zum  Numerieren  der  Elemente  einer  endlichen  Menge.  Ist 
m  der  Tat  2[  eine  wohlgeordnete  Monge  vom  Typus  a,  so  lehrt 
Satz  VIII,  daß  es  eine  ähnliche  Abbildung  von  9t  auf  die  Menge 
aller  Ordinalzahlen  <C.  a  gibt;  d.  h.  die  Elemente  von  9t  können  be- 
zeichnet werden  mit  aß,  wo  ß  alle  Ordinalzahlen  <;  a  durchläuft, 
und  es  ist: 

a^vor  a./)-,     wenn  ß<_ß'. 

Sab;  IX.  Zu  jeder  Ordinalzahl  a  gibt  es  eine  unmittel- 
bar folgende;  es  ist  die  Ordinalzahl  «-|-1, 

In  der  Tat,  die  Menge  91  aller  Ordinalzahlen  ■<  a  hat  in  natür- 
licher Reihenfolge  den  Ordnungstypus  a;  daher  hat,  na«h  Definition 
der  Summe  von  Ordnungstypen  (§  3,  S.  13),  die  Menge  9t'  aller  Ordinal- 
zahlen ^  «  in  natürlicher  Reihenfolge  den  Ordnungstypus  a-^1, 
und  da  SU  ein  Abschnitt  von  91'  ist,  so  iat 

Iat  ferner  ß  irgendeine  Ordinalzahl  <r  a  -f- 1  -  eo  gibt  es  in  at' 
einen  Abschnitt  vom  Ordnungatypus  ß;  ein  Abschnitt  von  9t'  ist  aber 
entweder  91  oder  ein  Abschnitt  von  %,  d.  b.  ea  ist  entweder  ß=^a 
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oder  ß<^a;  os  gibt  also  keine  OrdinalKah!  zwischen  a  und  «-j-1. 
Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

SatK  X.  Zu  jeder  Menge  3t  von  Ordinalzahlen  gibt  es 
eine  unmittelbar  folgende. 

Nach  Satz  IX  muß  der  Beweis  nur  mehr  für  den  Fall  geführt 
werden,  daß  es  unter  den  Ordinalzahlen  a  von  3t  keine  größte  gibt. 

Wir  bilden  zu  jeder  Ordinalzahl  g  von  W  die  Menge  9ta  aller  Or- 
dinalzahlen <;'^-  Die  Vereinigung  ailor  dieser  9tn  sei  ^;  sie  ist  wohl- 
geordnet*]. Sei  ß  ihr  Ordnungstyp ua.  Da,  für  jedes  n  aus  St,  die 
Menge  31«  ein  Abschnitt  von  S  ist,  und  da  %a  t!en  Ordnungsfcypus  n 
hat,  so  iiit: 

(1)  «</5  für  alle  a  von  9t. 

Sei  femer  y  irgend  eine  Ordinalzahl  <^^.  Zufolge  Deünition 
von  S  kommt  dann  y  in  einer  der  Mengen  Sit,  vor,  es  ist  also; 

(2)  !'<C'^  für  mindestens  ein  a  aus  St. 

Die  Ur^leichungen  (l)  und  (2)  aber  zeigen,  daß  ß  die  unmittelbar 
auf  9t  folgende  Ordinalzahl  ist,  und  Satz  X  ist  bewiesen: 

Sak  XI.  Jede  Menge  von  Ordinalzahlen  ist  (in  natür- 
licher Reihenfolge}  wohlgeordnet.  In  jeder  Menge  von  Or- 
dinalzahlen gibt  es  daher  eine  kleinste. 

Sei  in  der  Tat  St  eine  Menge  von  Ordinalzahlen  «.  Nach  Satz  X 
gibt  es  eine  Ordinalzahl  ß,  für  die  (l)  gilt.  Nach  Satz  VIII  ist  die 
Menge  S  aller  Ordinalzahlen  < /5  in  natürlicher  Reihenfolge  wohl- 
geordnet, und  da  Sl  Teil  von  S  ist,  gilt  dies  auch  für  Sl  (Satz  I). 
Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Satz  XII.  Ist  a  die  Ordinalzahl  einer  wohlgeordneten 
Menge  9t,  und  n'  die  Ordinalzahl  eines  Teiles  9t'  von  St,  so 
ist  stete  a' <a 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

Wir  bezeichnen  mit  93  die  Menge  aller  Ordinalzahlen  <>/,  Dann  ist: 
(><)  91'  ähnlich  S. 

Ist  So  der  Abschnitt  des  Elementes  a  in  SS,  so  gibt  es  ferner, 
weil  9t  die  Ordinalzahl  a  hat,   eine   ähnliche    Abbildung   von    St   auf 

')  In  der  Tat,  angenommen  sie  hätte  einen  Teil  58'  ohne  erstea  Element. 
Ist  dann  ß'  ein  Element  aus  58',  so  galje  ea  auch  in  der  Menge  der  Ordinal- 
Eshlen  <  ff  einen  Teil  ohne  erstes  Element,  entgegen  der  Tatsache  (Satz  VIII), 
daß  diese  Menge  wohlgeordnet  ist. 
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SÖ„,    bei   der  der  Teil  %'   von  31   abgebildet  wird  auf  einen  Teil  ffi' 


Aus  (*^)  und  (^^)  folgt: 


ä5  ahnlich  5 


Das  aber  ist  unmoglicli  denn  bei  einei  ähnlichen  Abbildung  von  SB 
auf  SS*  mußte  wegen  S  -<«  da?  Element  a  \oii  S  abgebildet 
werden  luf   ein  Element  ß  \on    ^,     entgegen    Sitz  IV.    Damit 

ist  '^itz  \II  beniesen 

Die  nach  Satz  \  auf  die  iien^e  dei  endlichen  Ordinalzahlen 
unmittelbar  folgende  ist  offenbai  nichts  anderes  ala  der  in  §  3  ein- 
geführte Ordnungst^pus  tj  der  Menge  der  endlichen  Ordinalzahlen 
(in  natürlicher  Peihcnfolge)  es  i'.t  also  r>  die  kleinste  transflnite 
Ordinalzahl  Nach  '^itz  I\  lautet  die  Reil  e  doi  sich  unmittelbar 
aus  hließcnden  Ordii  al/ahlen 

o>,  <w  +  l,   a,  +  2,...,   «>  +  «,.,. 
Die  nach  Satz  X   unmittelbar   auf   alle  diese  folgende   Ordinalzahl 
bezeichnet  man  mit  oi  ■  2,  und  allgemein  mit  (O  ■  k  die  unmittelbar  auf 

o>(k  —  l),  a,(/c  — 1)  +  1,...,  r«(Ä:-l)  +  «,  ... 
folgende  Ordinalzahl.     Die  unmittelbai-  auf 

ö>,   (w2,  ö)-3,  ...,   oj-n,  ... 

folgende  Ordinalzahl  bezeichnet  man  mit  w''  und  erkennt  nun  leicht 
die  Bedeutung  der  Ordinakahl 

(*)  <o'=-ao  +  *»''--^-(r,  +  , . ,  +  «■ßfc-i  +  a^, 

wo  «Q ,  «j ,  . . . ,  o^  endliche  Ordinalzahlen  bedeuten.  Die  auf  alle  Or- 
dinalzahlen der  Form  (*)  unmittelbar  folgende  wird  mit  «i™  be- 
zeichnet usf.  Wir  haben  ea  nicht  nötig,  näher  auf  die  Theorie  der 
Bezeichnung  von  Ordinalzahlen  einzugehen. 

Wir  unterscheiden  die  Ordinalzahlen  in  isolierte  Zahlen  und 
Grenzzahlen.  Isolierte  Zahlen  sind  die  0  und  alle  diejenigen,  zu 
denen  ea  eine  unmittelbar  vorangehende  gibt,  Grenzzahlen  die  übrigen. 
Isolierte  Zahlen  sind  also  alle  endlichen  Ordinalzahlen,  ferner  z.  B. 
o)-|-l,  (o-\-2  usf.;  Grenzzahlen  sind;  to,  0)-2,  oj%  (o"  usf.  Ist  a 
eine  isolierte  Zahl,  so  bezeichnen  wir  die  unmittelbar  vorhergehende 
mit  a — - 1. 

Da  jede  ähnliche  Abbildung  zweier  Mengen  auch  eineindeutig 
ist,  haben  zwei  Mengen  von  gleichem  Ordnungetypus  a  auch  | 
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Mächtigkeit;  sie  heißt;  die  Mächtiglfeifc  des  Ordnungstypus  «.  Wie 
man  sieht,  ist  die  Mächtigkeit  der  Ordinalzahl  {*)  (ebenso  z,  B.  von 
(u'")  Kq.  Man  bezeichnet  die  Menge  aller  endlichen  Ordinalzahlen 
als  die  Zahlklasae  g^;  die  Menge  aller  Ordinalzahlen  der  Mächtig, 
keit  Nß  als  die  Zahlklasse  g^  oder  auch  3(no)' 

Satz  Xin.  Zu  jeder  abzählbaren  Menge  21  von  Zahlen 
aus  Sj  +  Sa  gibt  es  in  3i  +  3j  eine  Zahl,  die  größer  ist,  als 
alle  Zahlen  von  21. 

Da  zugleich  mit  a  auch  a  -f- 1  zu  Bi  4~  3a  gehört,  bedarf  dies 
eines  Beweises  nur,  wenn  es  in  21  keine  größte  Zahl  gibt.  Bilden 
wir  in  dem  Falle  nach  Satz  X  die  auf  alle  Zahlen  a  von  9[  un- 
mittelbar folgende  Zahl  ß;  sie  ist,  wenn  Sa  die  Menge  aller  Or- 
dinalzahlen <;  H  bedeutet,  der  Ordnungstypus  der  Vereinigung  58 
aller  3ta.  Nun  ist  jede  Menge  2la  abzählbar,  und  da  es  in  3E  nur 
abzählbar  viele  a  gibt,  so  ist  (§  2,  Satz  VIII)  auch  ^  abzahlbar, 
d.h.  ß  gehört  zu  3i~l~S3'  '^^^  behauptet. 

Satz  XIV.  Die  ZahlkJaeee  3,  ist  eine  nicht  abzahlbare 
Menge.  Bezeichnen  wir  ihre  Mächtigkeit  mit  n^,  so  ist  dem- 
nach>): 

In  der  Tat,  wäre  3a  und  somit  auch  3i  ~l~  32  abzählbar,  so 
g^be  es  nach  Satz  XIII  eine  Zahl  in  3i"l"33'  ^^^  größer  ist  als 
alle  Zahlen  von  Si  +  iSai  ^^^  ^™  Widerspruch  ist.  Damit  ist 
Satz  XIV  bewiesen.  —  Wir  bemerken  noch,  daß  nach  §  2,  Satz  X 
auch  3i  -f-  8a  ^^^  Mächtigkeit   n^  hat. 

Nach  Satz  X  gibt  es  eine  auf  alle  Zahlen  von  3^  unmittelbar 
folgende  Zahl;  sie  wird  mit  oj^^  bezeichnet.  Nach  Satz  VIII  ist  sie 
der  Ordnungetypus  von  3i  -]-  3^  in  natürlicher  Reihenfolge,  und  mit- 
hin ein  Ordnungstypus  der  Mächtigkeit  n^.  Die  Menge  aller  Ordinal- 
zahlen der  Mächtigkeit  tt^  wird  als  die  Zahlklaese  33  oder  3(Ni)  ^^' 
zeichnet.  Die  kleinste  unter  ihnen  ist  die  Zahl  «»,,  die  deshalb 
auch  die  Änfangszahl  von  Q{tij)  heißt. 

Satz  XV.    Es  gibt  keine  Mächtigkeit  zwischen  Nq  und  Nj. 

Dies  ist  bewiesen,  wenn  wir  zeigen:  jeder  Teil  von  3i  H~  3a  ^^^ 
entweder  die  Mächtigkeit  Nj  oder  ist  abzählbar.  Nun  hat  nach 
Satz  XII  jeder  solche  Teil  2t  zum  Ordnungstypus  eine  Ordinidzahl 
<  coj  d.  h.  entweder  die  Ordinalzahl  a>^  —  dann  hat  2r  die  Mächtig- 
keit n^,  oder  eine  Ordinalzahl  aus  3i -|- 3-.  —  da,im  ist  9£  abzahl- 
bar.    Damit  ist  Satz  XV  bewiesen. 


')  g  2,  Satz  IV. 
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Satz  XVI.    Bezeichnet  m„  die  Mächtigkeit   der  Ordinal- 
zahl a,  und  ist  a<ß,  so  kann  nicht  mc>mß  sein.') 

Andernfalls  gäbe  es  (Satz  XI)  eine  kleinste  Ordinalzahl  ß,  unter 
deren  Vorgängern  eine  ct<Cß  vorkommt,  so  daß: 
(0)  itt„>m^. 

Es  gäbe  also  eine  eineindeutige  Abbildung  Ä  der  Menge  8  aller 
Ordinalzahlen  <;^  auf  einen  Teil  %'  der  Menge  SC  aller  Ordinal- 
zahlen <^  a.  Durch  A  wird  dann  der  Abschnitt  S9b  =  81  ^o^  S  *h- 
gebildeb  auf  einen  Teil  §1"  von  91'.  Nach  Satz  I  sind  ?t'  und  91" 
wohlgeordnet.     Nach  Satz  XII  gilt  für  ihre  Ordnungstypen: 

(00)  a"<a'£a<:ß. 

Weil  %'  mit  SS,   2("  mit  31  gleichmächtig,  ist: 

nid'  =  iii^;      iiU"  =  ntrt- 
Also  wegen  (0): 

Wegen  (00)  steht  dies  aber  in  Widerspruch  zur  Definition  von  ß, 
als  der  kleinsten  Ordinalzahl  mit  einem  der  Ungleichung  (0)  ge- 
nügenden Vorgänger.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Sei  {ciy}  eine  Folge  von  Ordinalzahlen.     Wir  schreiben: 
lim  ß,  =  ß, 

wenn  die  Ordinalzahl  a  folgende  Eigenschaft  hat:  ist  ß  irgendeine 
Ordinalzahl  <  ff,  so  ist: 

ß <^_a,<la     für  fast  alle  v. 
Dann  gilt  der  Satz: 

SatJi  XVII.     Zu   jeder    Grenzzahl    a   aus  3a    gil't  ^s    eine 
Folge  {«.},  so  daß: 
(t)  «,.<ßv4-i     lind     lim  a^^a. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  Ordinalzahlen  <;  a  ist  abzählbar- 
unendlich,  kann  also  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(tt)  A.  A A,.  ■■• 

Unter  den  Ordinalzahlen  (f()  gibt  es  dann,  weil  a  Grenzzahl  war, 
keine  größte. 

')  Daß  Wo  S^  Tii^  ist,    erkennt  man  unmittelbar;    doch  können  wir  daraus 
noch  nicht  auf  die  Unmöglichkeit  von  ni«  >  mß  sehüeßen.    Vgl.  8.  6  FuSß.  '*). 


y  Google 


24  Gruiidbegrifie  der  allgemeinen  Mengenlehi'e. 

Wir  definieren  eine  Teilfolge  {ß^}  aus  (ff)  durch  folgende  Fest- 
getzungen; 

2.  Da  es  in  (ff)  iieine  gröJJte  Ordinalzahl  gibt,  so  gibt  es, 
wenn  ß^^  gewälilt  ist,  unter  den  in  (ff)  auf  ß^  folgenden  Zahlen 
Holehe,  die  '>  ß„  (w  =  l,2,,,,,  n^)  sind.  Die  erste  von  ihnen 
wählen   wir  für  ß^ 

Wir  behaupten:  Wird  a,.---=  ß^  gesetzt,  so  leistet  die  Folge  {o,} 
das  Verlangte. 

In  der  Tat,  die  erste  Relation  (f)  ist  offenbar  erfüllt.  Was 
die  zweite  anlangt,  so  sei  ß  irgendeine  Ordinalzahl  <  ß.  Sie  kommt 
in  (ff)  vor,  etwa  als  das  Glied  /5„..  Unter  den  Indizes  n,  der 
Folge  {/?„^}  sind  last  alle  >w*.  Sobald  aber  n,,>m*,  ist  zufolge 
der  Wahl  von  ß^  ; 

/'.,>/'.—/'■ 

Also  ist  für  fast  alle  Glieder  von  {ß„^'- 

womit  auch  die  zweite  Relation  (f)  nachgewiesen  ist.  Damit  ist 
Satz  XVII  bewiesen. 

Dieselbe  Rolle,  die  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  der  Satz  von 
der  vollständigen  Induktion  (in  der  Form  des  Schlusses  „von  n  auf 
n-\-l")  spielt,  spielt  in  der  Lehre  von  den  transfiniten  Ordinal- 
zalilen  der  Satz  von  der  transfiniten  Induktion; 

Satz  XVIII.  Eine  Aussage  A  ha'be  die  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  Sie  gilt  für  die  Ordinalzahl  a^. 

2.  Wenn  sie  für  alle  der  Ungleichung; 

ßo<(5<« 
genügenden  Ordinalzahlen  ß  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  a. 

Dann  gilt    die  Aussage  A  für   alle    Ordinalzahlen  >%. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  eine  Ordinalzahl  a*>ßp,  für 
die  ^  nicht  gilt.     In  der  Menge  aller  dei-  Ungleichung: 

„„</(<-• 

genügendtai  Ordinalzahlen  ß  gibt  es  (Satz  XI)  eine  kleinste  ß*,  für 
die  Ä  nicht  gut.  Wegen  Eigenschaft  1.  von  Ä  ist  ß^'^a^,  und  es 
gilt  A.  für  alle  der  Ungleichung: 
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genügenden  ß,  nicht  aber  für  ß*.  Dies  steht  in  Widersprach  mit 
Eigensohaft  2.  von  Ä,  womit  Sa*z  XVIII  bewiesen  ist. 

Ganz  analog  beweist  man  folgenden  Zusatz  zu  Satz  XVIII; 
Satz  XIX.  Man  ersetze  in  Satz  XVIII  Bedingung  2.  durch: 
2.  Ist  «,>«(,,  und  gilt  die  Aussage  A  für  alle   der  Un- 
gleichung 

genügenden  ß,  so  gilt  sie  auch  für  c. 

Dann  gilt  die  Aussage  Ä  für  alle  der  Ungleichung 
"oi'*'Cß,   genügenden  k. 

Wir  werden  gelegentlich   auch   vom   Satze  Gebrauch  machen'): 

Satz  XX.  Zu  jeder  Menge  W  gibt  es  eine  gleichmäehtige 
wohlgeordnete  Menge, 

Wir  gehen  aus  von  einer  Abbildung  der  Menge  aller  Teile  von  St 
in  die  Menge  W,  wobei  jeder  {nicht  leere)  Teil  %  von  5[  auf  ein 
Element  von  %  abgebildet  werde;  mit  andern  Worten:  jedem  Teile  3: 
von  2t  sei  eines  seiner  Elemente  zugeordnet;  wir  nennen  es:  das 
ausgezeichnete  Element  von  %.  Sei  nun  a  eine  Ordinalzahl  von 
folgender  Eigenschaft  {der  „Eigenschaft  E"):  jedem  ^<c;  läßt  sich 
ein  Element  aß  in  91  derart  zuordnen,  daß,  wenn  die  Menge  aller  ap' 
(ß'<Cß)  mit  "üß  bezeichnet  wird^),  2t  —  'Hß  nicht  leer,  und  aß  das 
ausgezeichnete  Element  von  S[ — ISß  ist'). 

Ist  dann  auch  ß^ß  eine  Ordinalzahl  der  Eigenschaft  .E,  wobei 
nun  der  Zahl  ß<ä  das  Element  5ß  zugeordnet  sei,  so  ist  notwendig: 

(*)  aß^äß     für     ß^a. 

In  der  Tat,  andernfalls  müßte  es  ein  kleinstes  ß<,a,  etwa  ß^ 
geben,  für  das 

(••)  ',.  +  s*. 

Die  Elemente  aß  und  ä^  {ß  ■<  ß^  bilden  dann  dieselbe  Menge  2t,j„ 
(die,  falls  ß^  ^  0,  die  leere  Menge  ist).  Na«h  Annahme  mu.ß  aber  dann 
sowohl  aß^  als  äß^  das  ausgezeichnete  Element  von  9t  —  2t^„  sein,  ent- 
gegen (**).  Damit  ist  (*)  bewiesen.  Die  aß  sind  also  durch  die 
Eigenschaft  S  völlig  eindeutig  bestimmt. 

')  Er  wurde  schon  von  G.  Cantor  ausgesprochen,  zuerst  bewiesen  aber 
von  E.  Zermelo,  Math,  Ann,  59,  (190-1),  514.  Die  zahlreichen  kritischen  Be- 
trachtungen, die  über  die  logischen  Grundlagen  dieses  Beweises  angestellt 
wnrden,  könne»  hier  unerörtert  bleiben, 

^)  Dabei  bedeute  %^  den  leeren  Teil  von  S, 

ä)  Die  Zahl  0  ist  eine  Ordiniilzahl  der  Eigenschaft  E,  und  zwar  ist,  da 
91j  leer,  «u  das  ausgezeichnete  Element  von  31 , 
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Unter  allen  Ordinalzalilen,  die  nicht  die  Eigenschafb  B  haben^), 
gibt  es  nun  (Satz  XI)  eine  kleinste  y.  Wir  behaupten:  die  Menge  Si' 
aller  aß(ß<iy)  ist  dann  die  Menge  St,  Andernfalls  wäre  ja  iät — 9t' 
ein  nicht  leerer  Teil  von  9t;  und,  indem  wir  sein  ausgezeichnetes 
Element  mit  a^  bezeichnen,  sehen  wir,  daß  auch  noch  y  die  Eigen- 
schaft E  hat,  entgegen  der  Annahme.  Also  ist  91'^  3t.  Da  aber 
91'  gemäß  seiner  Definition  eineindeutig  auf  die  nach  Satz  VIII 
wohlgeordnete  Menge  der  Ordinalzahlen  <[  y  abgebildet  ist,  so  ist 
Satz  XX  bewiesen. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  aß  das  bei  dieser  Abbildung  der 
Ordinalzahl  ß  zugeordnete  Element  von  9t,  und  setzen  wir  zwischen 
den  Elementen  von  at  die  Ordnungsbeziehimg  fest: 

aßvovaß'     wenn     ß<^ß', 

so  ist  St  ähnlich  geordnet  der  Menge  aller  Ordinalzahlen  •<  y  und 
mithin  wohlgeordnet.  Wir  können  also  Satz  XX  auch  so  aus- 
sprechen: 

Safa  XXa.    Jede  Menge  9t  kann    wohlgeordnet   werden'^). 

Satz  XXL  Sind  a  und  &  zwei  Mächtigkeiten,  so  trifft 
stets  eine  und  nur  eine  der  drei  Möglichkeiten  zu: 

In  der  Tat  sei  a  die  Mächtigkeit  von  Bt,  h  die  Mächtigkeit  von  58. 
Seien  9t'  und  SB'  mit  9t  und  S9  gleichmäohtige  wohlgeordnete  Mengen 
(Satz  XX).  Ist  nicht  a  =  &,  so  sind  9t'  und  SS'  nicht  gleiohmächtig, 
und  mithin  auch  nicht  ähnlich;  nach  Satz  VII  ist  also  entweder  9E' 
ähnlich  einem  Abschnitte  von  S8',  und  dann  ist  a<Ii,  oder  es  ist 
SB' .  ähnlich  einem  Abschnitte  von  St',  tmd  dann  ist  a  >■  b .  Also  trifft 
von  den  drei  Möglichkeiten  (1)  mindestens  eine  zu. 

Da  die  erste  Relation  (f)  die  beiden  anderen  zufolge  ihrer  De- 
finition (§  2,  S.  6)  ausschließt,  bleibt  nur  zu  zeigen,  daß  die  zweite  und 
dritte  Relation  eich  ausschließen.  Nun  triSt  die  zweite  zu,  wenn 
^'  und  £9'  nicht  gleiehm ächtig,  und  9t'  ähnlich  einem  Abschnitte 
von  S',     Für    die  Ordinalzahlen  «    und  ß    von  9/  und  S'  gilt   dann 

a<ß. 

^)  Ea  gibt  Ordinalzahlen,  die  nicht  die  Eigenschaft  E  haben ;  denn  es  ist 
jeder  Ordinalzahl  a  der  Eigenschaft  E  ein  Element  aa  von  91  zugeordnet;  da- 
durch sind  die  Ordinalzahlen  der  Eigenschaft  E  eineindeutig  auf  einen  Teil  von 
31  abgebildet;  sie  bilden  also  eine  Menge  von  Ordinalzahlen,  nnd  nach  SatzX 
gibt  es  Ordinalzahlen,  die  größer  sind  ala  aie  alle. 

')  Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein,  daß  eine  aolohe  Wohlordnung 
in  jedem  einzelnen  Falle  auch  wirklich  angegeben  werden  kann. 
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Nach  SatK  XVI  kann  daher  nicht  a  ]>  t  sein.    Damit  ist  Satz  XXI  be- 
wiesen. 

Satz  SXn.     Aus   a>&,  B^c  (oder  a^&,  6>c)  folgt: 

fl>C. 

In  der  Tat,  seien  o,  ß,  t  die  Mächtigkeiten  von  it,  S,  S.  An- 
genommen, es  wäre  Q^e.  Dann  gäbe  es  eine  eineindeutige  Ab- 
bildung Ä^  von  %  auf  einen  Teil  S'  von  S.  Wegen  B>t  gibt  es 
eine  eineindeutige  Abbildung  A^  von  S  auf  einen  Teil  von  SS- 
Aus  A^  und  A^  ließe  sich  eine  eineindeutige  Abbildung  von  W  auf 
einen  Teil'  von  S8  zusammensetzen,  d.  h.  es  wäre  a^6,  was  naeh 
Satz  XXI  in  Widerspruch  steht  zur  Annahme  ci  >■  b .  Damit  ist 
eine  Hälfte  von  Satz  SXII  bewiesen. 

Angenommen  nun,  es  sei  a^&,  B>-c.  Wäre  c^n,  so  würde 
nach  dem  schon  bewiesenen  aus  bi>c,  c^a  folgen6>a,  was  nach 
Satz  XXI  der  Annahme  o^b  widerspricht.  Damit  ist  Satz  XXII 
bewiesen. 

SafE  XSm.     Aue   rt>6,  B^c  folgt: 
n>c. 

In  der  Tat,  wäre  c  >  Q ,  so  würde  aus  &  ^  c ,  c  >  o  nach  Satz  XXII 
folgen:  b^o,  entgegen  der  Annahme  a>b. 


Die  reellen  Zahlen. 

§  6.    Grenzwerte  reeller  Zahlen. 

Den  Begriff  der  reollen  Zahl  und  die  einfachsten  Lehrsätze 
über  reelle  Zahlen  setzen  wir  als  bekannt  voraus. 

Wir  fügen   zu   den  endlichen  reellen  Zahlen  noch  die  beiden 
unendlichen  Zahlen -j-oo  und   — co  hinnu^),   und  setzen  folgende 
Rechenregeln  fest,  in  denen  a  eine  endliche  reelle  Zahl  bedeutet: 
1,  Addition  und  Subtraktion: 

«  +  (+oc)  =  a-f.^  =  +  r^;     (-j-oo)  +  a  =  +  oo: 
«-[-(— cx)(=a  —  fXJ  =  ' — CO,     ( — oo)-j-ffl==  —  CK) 

'l  Die-Je  Ecneitetung  des  S^Btema  der  reellen  Zahlen  durch  Hmzufügung 
„uneigentlicher"  Elemente  erweist  aich  ■ila  für  die  Theorie  der  reellen  Funk- 
tionen zweckmäßig  Bekanntlioh  nimmt  man  in  der  Theorie  der  analytischen 
Punktiiinen  einer  komplexen  Vera,nderhoteii  eine  andere  ErweitPrung  vorj  in- 
dem man  dort  zu  dem  Syatem  der  reellen  und  komplexen  Zahlen  ein  ein- 
ziRUH  unt-igentholiei  Element  oo  hiniufugt 
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»-(+oo)  =  <.-»_-,x,;     (+<»)-«_  +  <»; 

o-~(^oo)-.  +  oo;  (-00)  — <i  =  _<jo. 

(+■»)  +  (+=»)-  +  "  +  ■»-  +  «:  (+co)-~(-«)-.  +  <»; 
(" — oü)-/"( — 00)=  — 00;  ( — co)~(-|-oqJ  =  —  CO  —  00=  —  cx). 
2.  Multiplikation: 


•■(+«)-(+«)"'={i"::z:<o 

,         .       ,         ,           f — -CO,  wenn  a^O 

(+<»).(+»)_(.- 00). {--«,)_:  +  »; 

(+„).(_c„)_(„„).(+c»)  =  -oo. 

3.  Division: 

+"00 --^sr-»' 

+  00        (  +  00  »eiiii  a>0       —00        (  —  00  TOim  a>0 
0          \-oow6iina<0           0           l  +  coweimo<0. 

Unerklärt   bleiben  (und   sind  daher   als  sinnlos    zu  betrachten) 

die 

Symbole: 

{+oo)  +  (-«,),     (-«)+(+<»);    (+»)_-(+^);     (-<x,)-(- 

00). 

(»■(+~)i     (+»)-0i     0.(-oo);     (-00). 0. 

0,        +00.        —00,        +0=^        +O0_        — 0O_        -C30 

b'         0     '         0     '     H-oc'      — 00'     -foo'      — oo' 

Weiter  wird  gesetzt: 

—  (-|-oo)  =  — 00;     —(—00)^-^00. 
\-\-  ool^-^oo;      j— -.cü|^=  -j-co. 
Endlich  werden  die  Anordnuiigsbeziehungen  festgesetzt: 

a<C4"'^'^;     — co<^a;     — co<[-|-oo; 

+  oo>«;  a>-oo;  +oo>  — oq. 
Das  Wort  „Zahl"  bedeutet  in  Hinkunft,  wo  nichts  anderes  bemerfet: 
reelle  Zahl,  einschließlich  -\-co  und  — oo;  sollen  -j-co  und  — oo 
ausgeschlossen  werden,  sagen  wir  „endliche  Zahl".  Die  Buchstaben 
a,  b  usf.  bedeuten  in  diesem  und  den  drei  näehsten  Paragraphen, 
wo  nichts  anderes  bemerkt,  beliebige  (endliche  oder  unendliche) 
reelle  Zahlen. 

Ist  a<Zb,  so  heißen  die  Mengen  aller  den  Ungleichungen: 
(1)      oga:^6;      (2)    a<_x<b;     (3)    a^a:<fc;     (4)    a<ix<b 
genügenden  Zahlen: 
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1.  das  abgeschloBSene  Intervall  [a,  J?], 

2.  das  offene  Intervall  (a,  h), 

3.  und  4.  das  halboffene  Intervall  [a,  b)  bzw.  («,&]. 

Die  (immer  positive)  Zahl  b  —  a  heißt  die  Länge  |edea  dieser 
Intervalle.  Ist  sie  endlich,  so  nennen  wir  auch  daa  Intervall  end- 
lich.    Bekanntlich  gilt: 

Satz  I.     Jedes  Intervall  enthält  rationale  Zahlen. 

Äua  Satz  I  folgt; 

Satz  II.  Eine  Menge  M  zu  je  zweien  fremder  Intervalle 
ist  abzählbar. 

In  der  Tat  ordnet  man  jedem  Intervall  der  Menge  9JJ  eine  in 
ihm  enthaltene  rationale  Zahl  zu,  so  hat  nian  eine  eineindeutige 
Abbildung  zwischen  9JJ  und-  einem  Teil  der  Monge  aller  rationalen 
Zahlen,  woraus  in  Hinblick  auf  §  2,  Satz  VI  und  VII  die  Behaup- 
tung folgt. 

Sei  2t  irgendeine  geordnete  Menge.  Seien  9!',  91"  zwei  Teile 
von  9t  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.    9t' +  9!"  =  9t. 

2     Ist      '  in  n'       i"  in  %"     so  ist      '  \ot  a" 
Man  sagt  dann    2t     9t    bilden  einen  Schnitt')  in  9t      Wir  iicn  en 
t    die  erste    91     die  zweite  Komponente  des  Schi  ttes  ) 

I'it   i£  Teil   dei    geordneten  Menge  *t     h     gil  t    jedes   Elcni  1 1  a 
von  AI  —  9t  Anlaß  zu  einem  &cl  nitte  m  91 
(*)     a  =  Menge  aller  Elemente  ■</  n  )i    die  vor   i     i,  =  t —   t 
Iit    hingegen  Elemei  t      von    H      so    gbt     es    Anlaß     zi     zwei 

Schnitten  m  91  nan  hch  außer  dem  Schutte  (*")  noch  zi  dem 
jemgen  dessen  erste  Komponente  aus  lei  erste  i  Komponente  des 
Schnittes  (*']  dur  h  Hinzufugen  des  Elementes  a  ertateht  In  jedem 
diPfer  Falte  sagen  wir  dei  fechnitt  \  ird  durch  a  hervoigeruf en 
Bekanntlich  gilt  dann  wenn  wir  fui  9t  die  Menge  der  (natuili  h 
geordneten]  reellen  Zahlen  für  3t  irber  sei  es  iie  Menge  der  (i  itui 
lieh  geoidneten)  rationalen  sei  es  wieder  die  der  reellen  Zahlen 
wählen  der  Sitz 

')  Der  Begrff  d  %  Schnittes   w  rde  \on  ß    D(,dek  nd  z  im  Ä  sgati 
pu  kt   der   Theone    dei    reellen   Zahlen   gemacht    (biet  ^.\i:  t    und     rrat  on  1 
Zahlen    1872) 

')  Be  1  escr  Defi  t  an  des  Sei  n  ttea  ist  es  n  cht  auBgesohloH^en  daß  eine 
Romp  nente  leer  le 
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Satz  in.     Jeder  Schnitt   in   der   Menge    der   ration 
(der  reellen)  Zahlen,  wird  hervorgerufen  durch  eine  r< 


Sei  5E  eine  Menge  reeller  Zahlen.  Genügen  alle  Zahlen  x  aue  % 
der  Ungleichung 

so  heißt  a  eine  Oberzahl  (majorante  Zahl,  Majorante)  von  9t. 
Genügen  alle  x  ans  9J  der  Ungleichung 

x^a, 
so  heißt  a  eine  Unterzahl  (minorante  Zahl,  Minorante)  von  9t. 

Jede  Zahlenmenge  9t  besitzt  die  Majorante  -f-co,  die  Minorante 
—  00.  Eine  Zahlenmenge,  die  eine  6n<yiehe  Majorante  (Minorante) 
besitzt,  heißt  nach  oben  (nach  unten)  beschränkt;  gilt  beides,  so 
heißt  9t  beschränkt. 

Satz  IV.  Unter  allen  Majoranten  von  91  gibt  es  eine 
kleinste,  sie  heißt  die  obere  Schrankoi)  von  %.  Unter 
aUen  Minoranten  von  9t  gibt  es  eine  größte,  sie  heißt  die 
untere  Schranke  von  9t. 

Sei  in  der  Tat  9J"  die  Menge  aller  Majoranten  von  %  und  9C 
die  Menge  aller  übrigen  Zahlen.  Dann  bilden  9t',  2t"  einen  Schnitt  in 
der  Menge  aller  reellen  Zahlen.  Die  ihn  hervorrufende  Zahl  (Satz  lU) 
ist  die  kleinste  Majorante.  -—  Analog  beweist  man  die  zweite  Hälfte 
von  Satz  IV. 

Wir  bezeichnen  obere  und  untere  Schranke  von  9t  mit  (?(at) 
imd  i?(9t).     Dann  ist  oÖenbar; 

s{St)^ö(9t). 
Ee  ist  6-(^)  völlig  charakterisiert  durch  die  beiden  Ungleichungen: 

1.  a<G{n)     für  alle  a  aus  9t. 

2.  Ist  g<G(9]:),  so  gilt: 

a"^  z     für  mindestens  ein  a  aus  91. 
t  gilt  für  j(9t). 
Unter    oberer   (unterer)   Schranke   einer   Zahlenfolge   {a„}    ver- 
hen  wir  obere  (untere)  Schranke  der  von  den  GHedern  der  Folge 
bildeten  Zahlenmenge. 


')  Sio  wird  vielfach  aiicli  die  obere  Grenze  von  SH  genannt.  Wir 
schlieQen  uns  dem  nieht  an,  weil  ^obere  Grenze"  die  Übersetzung  von  „limes 
Buperior"  ist,  was  eine  andere  Bedeutung  hat  (§6,  S.  38).  Vgl.  zu  dieser  Termino- 
logie M.  Pasch,  Math,  Ann.  30  (1887),  133.    Monateh.  f.  Math.  26  (1915),  303. 
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Einleitung,     g  5.    Gren/.werte  reoller  Zahlen,  31 

Die  Zahl  a  heißt  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  {a„},  in  Zeichen: 

wenn  folgendes  stattfindet:  Ist,  f  ■<«,  so  ist 

a^^p     für  fast  alle  w; 
ist  q^  a,  BO  ist 

a^<iq     für  fast  alle  « , 

In   dieser  Form   gilt   die  Definition   bei   endlichem    wie  bei   unend- 
lichem«.   Ist  a  =  '-\-oo  (^  —  co),    so  reduziert  sie  sich  auf:    Es  ist 
lim  a^  =  -\-co     (=  ~  oo) , 

wenn  für  jedes  jj  (für  jedes  g): 

a„>j)     (''.["Ca)     ^^'^  ^^ät  alle  n. 
Ist  a    endlich,    so   kann   die   Definition   ersetzt   werden    durch:    Ist 
ip,  q)  ein  a  enthaltendes  Intervall,  so  gilt: 

a^  in  {p,q)    für  fast  alle  m. 
Oder:    Ist  e^O  beliebig  gegeben,  so  ist: 

I  *n  —  «  K  e     für  fast  alle  « . 
Ans   der  Definition    des   Grenzwertes   folgt   ohne    weiteres:    Ist 
ti^^a    für  fast    alle  w,    so   ist   auch    Iima„  =  a.      Hat   {«„}   den 

Grenzwert  a,  so  auch  jede  Teilfolge  {«^  },  sowie  jede  Folge, 
die  aus  {»„}  durch  Hinzufügen  (durch  Abändern)  von  endlich  vielen 
Gliedern  entsteht.     Ist  lim  a^  =  a,    lima"^=n,  und  liegt  a^  für  fast 

alle  n  zwischen  a'„  und  tC,  so  ist  auch  iima^^^a. 

Satz  V.     Eine   Zahlenfolge    («„}   kann   nicht    zwei   ver- 
schiedene Grenzwerte  haben. 

i  in  der  Tat,  es  wäre: 


Dann  gibt  es  eine  Zahl  fe,  so  daß: 

Wegen  iimrt^=^a'  muß  sein: 

(1)  ^n^^     ^'^^  ^^^*  '^'^  "■ 
Wegen  liraa^  =  a"  muß  sein: 

(2)  ^n^^      ^'^^  ^^^^   ä^'^ö   **■ 

Da  (l)  und  (2)  sich  widersprechen,  ist  Satz  V  bewiesen. 
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Die  bekannten  Beweise  der  folgenden  Sätze  können  wir  wohl 
übergehen: 

Satz  VI.  Aue  ljma„-=a,  und  a,^£b  für  fast  alle  k,  folgt 
a£b. 

Satz  VH.     Aus   limrt„  =  M   folgt: 

lim  (_  aj  =  —  n;     Hm  |  a„  |  -=  |  a  | . 

Sal^  VIH.  Aue  limiT^^^=a;  linii»„  =  t  folgt  jede  der 
Relationen:  "=" 

lim («,^  4- hJ^a-\-b;     lim (a,,  —  ('„)  =  «  —  &; 

lim  a„  ■  !>„  ^=  (I  -  !i ;  lim  -JJ  =  -—  , 

vorausgesetzt,    daß    ihre    rechte    Seite    sowie    jedes    Glied 
ihrer  linken  Seite  einen  Sinn  hat. 

Eine  Zahlenfolge,  die  einen  Grenzwert  besitzt,  nennen  wir  kon- 
vergent; ist  insbesondere  ihr  Grenzwert  endlich,  so  nennen  wir 
sie  eigentlich  konvergent;  eine  nicht  konvergente  Zahlenfolge 
nennen  wir  auch  oszillierend^). 

Die  Folge  {a„}  heißt  monoton  wachsend,  wenn: 

sie  heißt  stets  wachsend^),  wenn: 

a„+i>a„     für  alle  n; 
sie  heißt  monoton  {bzw.  stets)  abnehmend,  wenn: 

ö„+i^»„     (bzw.  a„+i<C'»„)     föi^  ^^lö  n. 
Satz  IX.     Jede   monotone   Zahlenfolge  {«„}   ist   konver- 
gent,  und  zwar  ist  lima^  die  obere  oder  untere  Schranke 

von  {«„},    je  nachdem   {a,,}   monoton   wächst   oder   abnimmt. 

Sei  in  der  Tat  {a„}  etwa  monoton  wachsend,   und  a  die  obere 
Schranke  von  {«„}-     Dann  ist 
(1)  «„^i*     für  alle  n, 

und,  wenn  q<Ca,  gibt  es  mindestens  ein  ji^,  so  daß: 
, ««.>S- 

')  Diese  Terminologie  weicht  von  der  gewöhnlichen  ab,  die  niir  Folgen 
mit  endlichem  Grenzwert  konvergent,  Folgen  mit  unendlichem  Grenzwert 
und  oszillierende  Folgen  divergent  nennt. 

")  Nach  C.  Carathöodory,  Vorl.  über  reelle  Funktioneu,  149. 
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Weil  {ffl^}  monoton  wachsend,  ist  also  auch: 
(2)  "n^S     ^ür    M>M(,,     d.h.  für  fast  alle  n. 

Aus  (l)  und  (2)  aber  folgt: 

lim«„  =  a, 

und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Satz  X.  Zu  jeder  Zahl  a^ — co  gibt  es  eine  stets 
wachsende,  zu  jeder  Zahl  a  +  -|-o^  gibt  es  eine  stete  ab- 
nehmende Folge  rationaler  Zahlen  {»"„},  so  daß: 

a  =  Iimr„. 

In  der  Tat,  ist  a^^-\-cci,  so  setze  man  »-,^  =  n,  ist  a  =  —  oo, 
so  setze  man  r„=  —  n.  Wir  haben  uns  also  nur  mehr  mit  end- 
lichem a  zu  befassen.     Nach  Satz  I  gibt  es  für  jedes  «  in    » — ■-, 

d ^^J  ein  rationales r„,  in  [fl-j — -j-rr,  «-(--    ein  rationales  r'^. 

Dann  ist: 

limr„^=«;     r^<irn+i;     lim/„^=a!;     r'„';;>/n+i  • 

Damit  ist  Satz  X  bewiesen. 

Wir  nennen  eine  Folge  von  Intervallen  [a„>  b^]*)  einge- 
echaclrtelt,  wenn: 

Satz  XI.     Der    Durchschnitt     einer     eingeschachtelten 
Folge    von    Intervallen    [«„,  6„]    ist  niemals   leer').     Er   be- 
steht, wenn 
(0)  lim  %  ^  tim  b^ , 

aus  der  einzigen  Zahl  (0),  sonst  aus  dem  Intervall  [a,  6],  wo 
«=^lima^,     ?*  =  ]im&^. 

In  der  Tat,  die  Folge  {«„}  ist  monoton  wachsend,  {&^}  monoton 
abnehmend,  also  existieren  die  Grenzwerte  (Satz  IX) 
(00)  lim  a,,  =  a;     lim  &^  ^  b, 

und  es  ist: 
(000)  ^^'^^^^K     *ür  alle  n. 


1)  Ebenfalls  von  Intervallen  (a„,  b„).   [a„,  6,).  (i^i..  hl- 

')  Für  Intervalle  («„,  b„)  gilt  diea  niolit;  Beispiel:  die  Intervalle  fO,  -) . 

(alin,  Tlicorie  def  reellen  Funktionen.  L  3 
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Aue  (00)  und  (000)  entnimmt  man;    Der   Durchschnitt  der  [a^,  6^] 
ist  die  Menge  aller  der  Ungleichung 


genügenden  Zahlen  x.    Das   iat   das   Intervall   [«,  6],    wenn   l'^a, 
andernfalls  die  einzige  Zahl  h  =  a.    Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Es  möge  hier  noch  der  BegrifE  der  A-fach  unendlichen  Zahlen- 
folge und  des  yfc-fachen  Grenzwertes  Platz  finden.  Wie  eine  ein- 
fache Zahlenfolge  {«„}  durch  eine  Abbildung  der  Menge  der  natür- 
lichen Zahlen  in  die  Menge  der  reellen  Zahlen,  so  entsteht  eine 
jfc-fach  unendliche  Folge  {««,,«1,...,  m^}  durch  eine  Abbildung  der 
Menge  aller  i-gliedrigen  Folgen  n^,n^,...,n^  natürlicher  Zahlen 
in  die  Menge  der  reellen  Zahlen.  Nach  §  2  Satz  IX  ist  die  Menge 
aller  Glieder  einer  i-taeh  unendlichen  Folge  abzahlbar. 

Wir  nennen  die  Zahl«  den  Machen  Grenzwert  von  {««,,»,,...,  nj}- 
a=  lim  a„    «,,.,.  m. 


wenn  zu  jedem  j)<^fl  solche  Indizes  «^',  n^ ',-■-,  n^'  gehören,  daß: 

««,,«,,... ,«fc>P     für     «iS  %',.-■,%><. 
und  zu  jedem  q'^a  solche  Indizes  n",n^',  ....,ii^',  daßr 
«B,.«„..„»fc<g     für     «!><',  -..,%>%"■ 
Für  fc-fache  Grenzwerte  gelten  Sätze,  die  den  Sätzen  V  bis  VIII 
völlig  analog  sind. 

Eine  A-fache  Folge,  die  einen  Ä-fachen  Grenzwert  besitzt,  heißt 
konvergent,  und  zwar  eigentlich  konvergent,  wenn  dieser  Grenz- 
wert endlich  ist. 

Eine  bekannte  Anwendung  findet  die  Lehre  von  den  (einfaehen 
und  mehrfachen)  Grenzwerten  in  der  Theorie  der  (einfach-  und  mehr- 
fach-) unendlichen  Reihen:  Aus  der  Folge  {a^}  leiten  wir  eine  neue 
Folge  {s^}  her  durch  die  Vorschrift; 

Ist  {s„}  konvergent  (eigentlich  konvergent): 

lims„=s, 
so  schreiben  wir: 

«.+•,+••■+«,+■■■=2'«.-«. 
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und  B^en,  die  linksstehende  unendliche  Eeihe  sei  konvergent^)  (eigent- 
lich konvergent);  die  Zahl  s  heißt  ihre  Summe,  die  Zahl  s^  ihre 
n-te  Teilsumme. 

Aus  der  Ä-fachenFolge  {«„,,  «j, .,.,  „j}  wii-d  ebenso  eine  Ä-fache 
Folge  (sb.,  „j »t)  hergeleitet  durch: 

"l'"ä «i  jLI    ZJ  ^      V,,   Vj,    ..,,  Vi- 

Ist  {s„„  „,,  ...,  „  }  konvergent  (eigentlich  konvergent); 


2"«-.,. 


und  nennen  wieder  die  A-fach  unendliche  Reihe  links  konvergent 
(eigentlich  konvergent),  die  Zahl  s  ihre  Summe,  die  Zahlen  «mi,  «,,..., nj 
ihre  Teilaummen. 

§  6.   Häu!iingswei'te  reeller  Zahlen. 

Die  Zahl  tt  heißt  ein  Häufungswerfe  der  Zahlenmenge  3t,  wenn 
es  in  3t  einen  abzählbaren  Teil  a^,  a^,  ...,  n^,  ...  gibt,  so  daß: 
Iima„=a, 

sie  heißt  ein  Häufungswert  der  Zahlenfolge^)  {«„},  wenn  es  in 
{^n}  ^'^^  Teilfolge  {«„  }  gibt,  so  daß: 

Aus  dieser  Definition  folgt  sofort,  daß  jeder  Häufungswerfe 
eines  Teiles  von  %  (einer  Teilfolge  von  {«„})  auch  Häufungswerfe 
von  at  (von  {a^})  ist. 

Satz  I.  Damit  o,  Häufungswert  von  üt  (von  {«„})  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß,  sei  es  zu  jedem  Intervalle 

')  Dies  weicht  von  der  üblichen  Terminologie  in  derselben  Weise  ab,  wie 
für  die  Zahlenfolgen,    Vgl.  8.  32,  Fußn.  '). 

")  Sind  unendlich  viele  a„^^a,  so  ist  a  Häufungswert  von  {«„},  nicht 
aber  notweadig  Häufungswert  der  von  den  a„  gebildeten  Zahlenmenge  (die, 
wenn  b.  B.  alle  a„=a  sind,  nur  aus  der  Zahl  a  besteht,  und  demnach  koiuen 
Häuftmgawerfc  hat). 

3* 
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{p,  «] ,  sei  ea  zu  jedem  Intervalle  [a,  g),  unendlich  viele 
Zahlen  von  9t  (unendlich  viele  Glieder  von  {«„})  gehören'). 

Die  Bedingung  is6  notwendig,  denn  ist  «  Häufungswert  von 
91,  so  gibt  es  in  Sl  einen  abzähibaren  Teil  a^',  a^',  ,,.,  «„',  ,,,,  so 
daß 

Dann  gilt,  wenn  p<^a: 

a„'>p     für  fast  alle  n; 
wenn  ^^ a: 

a^<iq     für  fast  alle  n. 

Gibt  BS  also  ein  Intervall  (p,  a],  das  nur  endlich  viele  a„'  ent- 
hält (oder  gibt  es  kein  Intervall  (|»,  a]),  so  muß  jedes  Intervall 
[a,  q)  unendlich  viele  a„'  enthalten,  womit  die  Behauptung  be- 
wiesen ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.    Angenommen  in  der  Tat,  es 
enthalte  etwa  jedes  Intervall  {p,  a]  unendlich  viele  Zahlen  aus  31^). 
Sei  {^i^}  eine  stets  wachsende  Zahlenfolge  mit: 
(0)  limi)„==a    [?„<«). 

Dann    gibt    es    in    (p^,  a)     einen   Punkt    a/   von    9£,    im    Durch- 
echnitt-von  {a^',  a)  und  (p^,  a)  gibt  es  einen  Punkt  a^'  von  91,  all- 
gemein, wenn  ß^_i<a  gebildet  iet,  gibt  es  im  Durchschnitte  von 
(a'„—i,a)  und  (p„,  a)  einen  Punkt  a„'  von  91,     Aus  (0)  folgt: 
lima„'=a, 

also  ist  «  Häufungspunkt  von  9t,  und  Satzl  iat  (f ür  Zahlenmengen) 
bewiesen.     Analog  verläuft  der  Beweis  für  Zahlenfolgen. 

Satz  II.  Jede  unendliche  Zahlenmenge  (Zahlenfolge) 
besitzt  mindestens  einen  Häufungswert. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  Zahlenfolgen  zu  führen.  Denn  jede 
unendliche  Zahlenmenge  91  besitzt  (§  2,  Satz  III)  einen  abzählbar- 
unendlichen  Teil  «j,  Oj,  ...,  a„,  ...;  und  dann  iat  (da  diese  a„  alle 
untereinander  verschieden  sind)  jeder  Häufungswert  von  {ai^)  auch 
j  von  9[. 


'■)  Iat  a  =  -\~(Xi,  gibt  f  komo  Intervalle  [a  q),  i^t  «  =  ^oo,  gibt  ea 
keine  Intervalle  (p,  a]  io  daß  im  eisten  (zweiten)  Falle  unsere  Bedingung 
beaagt:  Jedes  Intervall  {p  -|-ao]  (jedes  Intojivall  [—00,  q))  enthält  un. 
endlich  viele  Zahlen  aus  St  Ist  a  endlich  so  besagt  unsere  Bedingung;  jedes  a 
enthaltende  Intervall  (y,  j)  enthalt  unendlich  viele  Zahlen  aua  St. 

^  Wie  der  Beweis  zeigt,  genügt  es  zu  wissen  daß  jedes  Intervall  (p,  a) 
mindefiteiis  eine  Zahl  aus  ^  enthalt 
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Sei  also  eine  unendliclie  Zahlenfolge  {a^^}  gegeben.  lat  -{-co 
oder  — oo  Häufungswert  von  {aj-,  so  ist  die  Behauptimg  richtig. 
Andemfalla  gibt  es  ein  InterFall  (j?,  -|-oo]  und  ein  Intervall 
[ — 00,  q),  deren  jedes  nur  endlich  viele  a^  enthält.  Dann  aber 
müssen  zu  [2,  p]  unendlich  viele  a^  gehören.  Da  [g,  p\  Ver- 
einigung endlich  vieler  Intervalle  der  Länge  1  ist,  gibt  es  in 
[q,  p]  ein  Teilintervall  [5^,  p^]  der  Länge  1,  das  gleichfalls  unend- 
lich viele  a„  enthält,  ebenso  in  [q^,  jj^]  ein  Teilintervall  [q^,  p^] 
der  Länge  -^,  das  unendlich  viele  a^  enthält,  und  indem  man  ao 
weiter  achließt,  kommt  man  zu  einer  eingeschachtelten  Folge  von 
Intervallen  [3^,  y^],  deren  jedes  die  Länge  -  hat  und  mi endlieh  viele 
a„  enthiüt.  Nach  §  ö,  Satz  XI  gibt  es  eine  allen  [g»,  py]  an- 
gehörende Zahl  a.    AVir  behaupten;  sie  ist  Hänfungswert   von  {a,}. 

Zufolge Sat«;I(Fußn.'))  genügt  es  zu  zeigen:  Zu  jedem  a  enthalten- 
den Intervalle  {x',  a;")  gehören  unendlich  viele  a,^.  Da  nun  [5,,  p„] 
die  Länge  -  hat  und  a  enthält,  liegen  fast  alle  [qy,  pr]  üi  (x',  x"). 
Und  da  jedes  [q^,  p,]  unendlich  viele  a„  enthält,  ist  die  Behaup- 
tung und  damit  Satz  11  bewiesen. 

Aus  Satz  n  folgt  unmittelbar: 

Satz  m.  Gibt  es  in  [p,q\  keinen  Häufungswert  von  91  (von 
{«„}),  so  gibt  es  in  |jj,  q]  nur  endlich  viele  Zahlen  von  9( 
(Glieder  von  {«„}). 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  ea  in  [p,  q]  einen  unendlichen 
Teil  91'  von  %  Nach  Satz  II  hätte  91'  einen,  offenbar  gleichfalls  zu 
[Pi  9]  gehörigen  Häufungawert,  der  auch  Häufungswert  von  9t  wäre, 
entgegen  der  Annahme. 

Satz  IV.  Unter  den  Häufungswerten  einer  unendlichen 
Zahlenmenge  (Zahlenfolge)  gibt  es  einen  größten  und  einen 
kleinsten. 

Sei  in  der  Tat  91^  die  Menge  aller  Häufungswerte  der  unend- 
lichen ZaJilemnenge  SU.  Wir  bezeichnen  die  obere  Schranke  von  Sl^ 
mit  6,  und  zeigen:  G  ist  Häufungswert  von  9t. 

Angenommen  G  wäre  nicht  Häufungswert  von  %,  gehörte  also 
nicht  zu  9t^.  Da  G  obere  Schranke  von  SU'-,  muß  dann  zu  jedem 
Intervalle  (p,  (?)  eine  Zahl  von  9t^,  d,  h.  ein  Häufungawert  von  9t 
gehören;  dann  aber  enthält  jedes  Intervall  [p,  G)  unendhch  viele 
Zahlen  aus  %  und  ea  ist  G  Häufungswert  von  9t,  entgegen  der  An- 
nahme. 

Die  Annahme,  G  sei  nicht  Häufungswert  von  9t,  führt  also 
zu  einem  Widerspruche,   d.  h,  G  ist  Häufungswert   von  9(,   und    als 
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obere  Schranke  von  91^  dann   notwendig   der   größte  Häufungswcrti 
von  9(. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  die  untere  Schranke  von  a'  der  kleinste 
Häufungswert  von  9t  iat,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Größter  und  kleinster  Häufungawert  von  21  (von  {«„))  werden 
als  Limes  superior  und  inferior  von  2t  (von  {a^})  bezeichnet,  in 
Symbolen: 

limk,  lim  St;     lima„,  Mma^. 

Sie  heißen  auch  die  Hauptlimiten  von  9t  (von  {«„}). 

Der  Limes  superior  ist  völlig  charakterisiert  durch  die  beiden 
Ungleichungen*)  (Analoges  gilt  für  den  Limes  inferior); 

1.  Ist  ä^lima,,,  so  ist: 

(*)  "'n'Ca     f"^  f^^*  ^'^^  "■„■ 

2.  Ist  p<^]ima^,  so  iat: 

(**)  '*n^P     ^ür  unendlich  viele  et,,. 

Äua  der  Definition  der  Hauptlimiten  folgt  unmittelbar: 
/*  *•)  Um  «„  £  lim  «„  ■ 

/  *  1  lim  (—  aj  =  —  lim  «„. 

Die  Hauptlimiten  von  Zahlenfolgen  sind  einer  Darstellung  fähig, 
die  bei  Vergleich  mit  §  1,  Satz  IV  und  V  die  Analogie  dieser  Be- 
griSsbildung  mit  dem  Begriffe  der  oberen  und  unteren  Gemeinschafts- 
grenze einer  Mengenfolge  deutlieh  hervortreten  läßt; 

Sat«  V.  Seien  ä„  und  a,^  obere  und  untere  Schranke  der 
Folge: 

(1)  «„,«„+1,...;««+,...- 
Dann  ist: 

(2)  lima^=lim«,^;     lima„=^limfl„. 

Um  etwa  die  erste  dieser  Formeln  zu  beweisen,   bemerken  wir, 
daß  {5„}  monoton  abnimmt,    also  nach  §5  Satz  DC  konvergent  ist; 
etwa; 
/qi  lim5„=5. 


')  Wir  schreiben  sie  nur  für  eine  Folge  {a.J  auf;  für  eine  Menge  91  gilt 
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Um  nachzuweisen,  daß 

(4)  ä  ^=  lim  a„, 

haben  wir  zu  zeigen,  daß  ä  die  beiden  charakteristischen  Eigen- 
schaften (*)  und  (**)  besitzt.     Sei  also  g>ä,  dann  ist  wegen  (3): 

ä  <Cq     für  fast  alle  n, 
daher  um  so  mehr: 

%<iq    für  fast  alle  w, 
und  (*)  ist   nachgewiesen.     Ist    andrerseits  p<Cä,    so  iaö  (weil  {«„} 
monoton  abnimmt): 

«„>«;>j)     für  alle  n, 

und  da  S„  obere  Schranke  der  Zahlen  (1),  gibt  es  unter  diesen  eine 

Da  dies  für  jedes  n  gilt,  so  ist  also: 

für  unendlich  viele  Werte  n'  von  n  erfüllt,  und  es  ist  auch  (**)  be- 
wiesen. Damit  ist  auch  (4)  und  also  auch  die  erste  Beziehung  (2) 
nachgewiesen.     Analog  beweist  man  die  zweite. 

Satz  VI.     Seien  ä,,,  ^  und  a,^^  j^  größte  und   kleinste   unter 
den  Zahlen: 

"n'    "n  +  l'    ■■  ■'    **?!  +  ).■ 

Dann  ist: 

(5)  limffl,^  =  lim(limä,^,  ^;     lima^=lim(lima,j,  ^). 

In  der  Tat,  da  die  Folge   «,,,1,    «„.  ^j    ■■■,   «„,  ti---    monoton 
wächst,  ist  sie  nach  §5,  Satz  IX  konvergent,  etwa:. 


(6) 

lim  «„,  t^ 

a'    und     «„, 

^< 

at. 

Hat  i 

,  dieselbe 

Bedeutung  wi 

e  in  Satz  V, 

so 

ist: 

d«her 

wegen  (6) 

«ncli: 

»„     für  »Ue  , 

i. 

Wäre 

nun  << 

».,  so  gäbe  a 

1  ein  p: 

(8)  «r<i., 

und  wegen  (6)  wäre: 

d.  h.  alle  Zahlen  (l)  wären  <^p,  im  Widerspruche  damih,  daß  nach  (8) 
ihre   obere    Schranke  %^p  ist.     Also   gilt   in  (7)  das  ^:=  -Zeichen: 
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a'^ä„.  Setzt  man  dies  unter  Beachtung  von  (6)  in  (2)  ein,  so 
erhält  man  die  erste  Gleichung  (5),  und  analog  beweist  man  die 
zweit«. 

Satz  TU.  Für  die  Hauptlimiten  von  Summen  (Produkten) 
gelten  die  Ungleichungen  (vorausgesetzt,  daß  die  darin 
auftretenden  Ausdrücke  einen  Sinn  haben): 

(*)  lim  a„ -f  liml>„ <  1  W(«„  +  b„)  £  lim  a„  +  iim~£.„ ; 

(**)  lim  a„  -|-  lim  6„  <  Hm  (a„  -\-  &„)  £  ]ima,^  -\~  Ümb,, ; 

ferner  wenn  «„>0,  &„äO: 

(***)  lima^-Iim&„<lima^6^<lima„&„^lima,^  ■  limö„. 

Eb  wird  genügen,  die  Ungleichung  (*}  zu  beweisen.  Um  zunächst 
ihre  rechte  Hälfte  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen:  iet 

(1)  2>TiS((„4-iiiS6„, 

(2)  a„+&„<^     für  fast  alle  n. 

In  der  Tat,  genügt  z  der  Ungleichung  (1),  so  gibt  es  z'  und  /', 
so  daß: 

z'>iima„;     2">iimb„;     z'  +  2"<2. 

Dann  aber  ist 

a^<i^'     wnd     &,;<«"     für  fast  alle  n. 
Damit  aber  ist  (2)  bewiesen. 

Um  die  linke  Hälfte  von  (*)  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen:  Ist 

(3)  z  <  lima„4-  Hm  ö„, 

so  ist: 

(4)  a^-\-h^'^z    für  unendlich  viele  n. 

In  der  Tat,  genügt  z  der  Ungleichung  (3),  so  gibt  es  /  und  /',  so  daß : 

2'<lima„;     2"<lim((„;     !/-\-z">z. 
Dann  ist: 

o„>>/     für  fast  alle  n;  i^^^"     für  unendlich  viele  n, 

womit  (4)  bewiesen  ist. 
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SatzVni.  Damit  die  Folge  {«„}  konvergent  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  sie  nur  einen  Häufungswert 
besitzt,  oder  —  was  dasselbe  heißt  —  daß: 


Die  Bedingung  ist  notwendig.   Sei  in  der  Tat  die  Folge  {«„} 
konvergent : 
ff)  lhn.a^  =  a. 

Ist   dann  a'   ein  Häufungswert   von  {a„},    so   gibt  es   in  {«„}  eine 
Teilfolge  {a„  },  so  daß: 

lim  a„   =  a' . 

Aus  (I)  aber  folgt: 

lim  a„  =  « . 

Also  ist  für  jeden  Häufungswert  a'  von  {«„}: 
a'  =  a. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.      Sei  in  der  Tat: 
lim  a„  =  lim a^'^a, 

lak  p<^a,  so  gilt  dann: 

(ff)  ^H^i*  ^^  ^^^^  ^^^^  "' 

ist  g]>a,  so  gilt: 

(ttt)  «n<3  f"^  *^*  ^lö  «' 

die  Ungleichungen  (ff)  und  (ftt)  aber  besagen:  es  gilt  (j),  d.  h.  {«„} 

ist  konvergent.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

Wir   beweisen   nun   die   bekannte  Cauchysche  Bedingung   für 
eigentliche  Konvergenz  einer  Zahlenfolge. 

Sak  IX.   Damit  die  Folge  endlicher  Zahlen  {a^}  eigent- 
lich konvergent   sei,   ist  notwendig   und  hinreichend,    daß 
es  zu  iedem6>-0  ein  «ugibt,  so  daß^): 
{•)  K.-«„-|<e     für  «'>«„  «"^«„. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist 
lim  a^  =  a     (a  endlich) , 

so  gehören  fast  alle  «„zu  [a  —  0 ,  *  "i"  s)  >  womit  (*)  nachgewiesen  ist. 


')  Die  Bedingung  (*)  ist  gleichbedeutend  mit: 

,      »■»,        («..-o.")-0. 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist: 
On,  —  e < «„ <C  t^io -|- *     för  »^«oj 
HO  daß   die  Folge  {«„}   jedenfalls    keinen   unendlichen  Grenzwert 
hat.     Wäre  sie  andererseits  überhaupt  nicht  konvergent,  so  gäbe  es 
(Satz  VIII)  /  und  /',  so  daß: 

lim  a„  <  «'  <C  3"  <C  'im  a„ , 

und  es  wäre 

«„'  <^2'     für  unendlich  viele  m', 

a^."^^'  för  unendlich  viele  n". 
Wenn  0<fi<2"  — s",  wäre  also 

c!„" — o;„'^£  für  unendlich  viele  «',  h", 

entgegen  der  Annahme  (*}.  Die  Folge  {a,^}  ist  also  weder  oszillierend, 
noch  hat  sie  einen  unendlichen  Grenzwert;  also  ist  sie  eigentlich 
konvergent.     Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Satz  X.  Damit  die  Folge  endlicher  Zahlen  {«„}  eigent- 
lich konvergent  sei,  ist  notwendig  imd  hinreichend,  daß 
es  zu  jedem  e>-0  ein  n^  gibt,  so  daß: 

I  «B  —  ß»„  i  <C  e     für  w  ^  i\. 

Die  Eedirigimg  ist  notwendig.     Dies  ist  in  Satz  IX  enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Demi  ist  sie  erfüllt,  so  gibt 
es  zu  s  ein  n^,  so  daß: 

«.'-»..l<|.     !'V-«..|<J     für  ,'>.„.  «"S-o. 
und  mithin: 

I  ««' — o^"\<^6    für  m'>W(|,  «">Wo; 

dies  aber  ist  die  Bedingung  von  Satz  IX. 

Wir  definieren  noch  die  Hauptlimiten  von  i-fach  unendlichen 
Folgen,  und  zwar  in  Anlehnung  an  die  eharakteristiachen  Eigen- 
schaften (*),  (**)  S.  38  der  Hauptlimiten  von  Folgen  {a^}.  Sei 
{««1,  iiä, ....  nj}  eine  Ä-fach  unendliche  Folge.  Wir  nehmen  einen 
Schnitt  3t^  -j~  ^ä  ^"^  ^^^  Menge  der  reellen  Zahlen  vor,  indem  wir  in 
?£j  alle  Zahlen  2  aufnehmen ,  zu  denen  es  Indizes  m'^ ,  n'^ ,  , . . ,  nJi 
gibt,'  derart  daß: 

»wi,  »ä,  .,.,«*>  «     *ür  Hj  ^  w'j ,  Mj  ^  % ,  . . . ,  n^  ^  yii . 

Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl  (§  5,  Satz  III)  bezeichnen 
wir  mit: 
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lim  a,.     „,    . ,     „, . 


Nehmen  wir  hingegen  in  SKg  alle  z  auf,   zu  denen  i 
. , , ,  Ui,  gibt,  so  daß : 

««.-  %,  . . . ,  «t  < 2     für  Wj  > «j,  Wg  ^ «j,  . . . ,  «t ä "*' 

so  bezeichnen  wir  die  den  Schnitt  2li  -j-  %^  hervorrufende  Zahl  mit: 

lim  ü„,,  „j,  ,.._  „j. 

In  Analogie  zu  Satz  VIII  gilt  dann: 

SatzXI.  Damit  die  Folge  {«n,,  «s, ..,,  m}  konvergent  aei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(t)  lim  a„,,  „ä,  .,,,  „^  =  lim  a„,,  „, „j,. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist  sie  nicht  erfülät,  so 
gibt  es  /  und  a",  so  daß; 

li^  ««,.,,..»^  </<3"<  iim  a«i, ,.,«(. 

Wie  immer  auch  n^,  Wg,  ,..,  w^  vorgeschrieben  sein  mögen,   gibt  es 
dann  Indizes: 

Mj'^«,,  ....  n';j^%     und     n">t!i,  ..,,  nl''^n^, 
so  daß: 

«B',..,',...,ni<2';      «„';,„■' .-i'>/'; 

es  kann  also  {«iii,  n,. -■■-"*}  keinen  Grenzwert  >.3' und  keinen  Grenz- 
wert <z",  also  wegen  /<[2i"  überhaupt  keinen  Grenzwert  haben. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  nennen  wir  den  ge- 
meinsamen Wert  (t)  der  Hauptlimiten:  a,  so  gibt  es  nun  zu  jedem 
p  <^a  Indizes  «'^ ,  n'^,  ...,,  «J.  so  daß : 

«„_.  „^ n^'^p     für  «1^»^,  ...,  «^^Wt ; 

zu  jedem  5  >•  a  Indizes  «",  ?4' njj'j  so  daß : 

a«,,„j »*<3     für«jgw",  ...,   %gnfc'. 

Das  aber  heißt: 

lim  ■         a„j^  „ m  ^'^»t 

und  Satz  XI  ist  bewiesen. 
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%  7,    Die  Mächtigkeit  des  Kontinaums. 

Sei  g  eine  natürliche  Zahl  >1.     Eine  Zahl  der  Form: 

worin  Co  irgendeine  ganze  Zahl^),  e^,  e^,  . ...  e^  aber  der  Ungleichung 

(2)  O^e^^g-l 

genügende  ganze  Zahlen  sind,  nennen  wir  einen  endlichen  Syatem- 
bruch  der  Grundzahl  g,  oder  kurz  einen  endlichen  gr-Brueh. 
Unter  einem  unendlichen  Systembruch  der  Grundzahl  g  (einem 
unendlichen  g-Bruch)  verstehen  wir  eine  unendliche  Eeihe  der 
Form^) : 

(3)  e.  +  ^  +  f}  +  ...  +  4  +  ..,. 

in  der  die  e„  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  (l).  Ist  über  die 
Grundzahl  kein  Zweifel,  so  sehreiben  wir  statt  (1)  und  (3): 

(4)  e(,-e,ea...e^;     e^-e^e^  ...e„...; 

€^  bezeichnen  wir  als  „n-te  Steile".  Wir  nennen  6f,-\e^---^^  "^ö" 
M-ten  Näherungsbruch  von  e^-e^e^,..^^.,. .    Bekanntlich  gilt: 

Satz  I.  Jeder  endliche  (/-Bruch  ist  gleich  zwei  und  nur 
zwei  unendlichen  g-Brüchen,  nämlich  (wenn  e^^O): 

(5)  Cj,  ■  c,  e^  ■  ■  ■  «fc  =  «0  ■  ^1  «a . . .  e^  0  0 . . .  O;. . . 

=  e„-e,e,...(e,-l)(s--l)(9~l)...(s-l)... 

Sat^II.  Zwei  unendliche  ff-Brüche,  in  denen  nicht  durch- 
wegs entsprechende  Steilen  übereinstimmen,  sind  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  sie  gleich  demselben  endlichen 
j-Bruch  sind,  und  somit  die  Form  (5)  haben. 

Satz  ni.  Für  einen  unendlichen  y-Bruoh  besteht  die 
Ungleichung: 

(6)  ..■«..,.....<.,.<!..,........  <,„..,^....,  +  i. 


"^  Sie  kann  auoli  negativ  sein. 

")  Bekanntlich    zeigt   man  durch  Vergleich  mit  der  geometriechen  Reihe 


y  ^ die  eigentliche  Konvergenz  der  Reihe  (3). 
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Satz  IV.     Jede  endliche  reelle  Zahl  2  kann    durch   einen 
nendlichen  o-B.ruch  dargestellt  werden: 


Die  Mächtigkeife  der  Menge  aller  in  [0, 1]  enthaltenen  reellen 
Zahlen  bezeichnen  wir  mit  z,  und  nennen  sie  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuuma^),     Wir  behaupten: 

Satz  V.^)    Ist  e  eine  endliche  Mächtigkeit  "^1,  so  ist: 

(')  c  =  e«.. 

Wir  betrachten  die  Menge  ©  aller  unendlichen  Systembrüohe 
der  Grundzahl  e,  in  denen  $^  =  0  ist.  Sie  ist  gleichmächtig  der 
Menge  aller  Belegungen  (§  1,  S.  l)  der  Menge  1,  2,  ...,  n,  ...  mit 
den  Elementen  der  Menge  0,  1,  2,  .,.,  e  —  1,  und  hat  daher  {§  2, 
S.  7)  die  Mächtigkeit  t"".  Wie  die  Sätze  I,  11,  IV  lehren,  ist  Jede 
Zahl  aus  [0,  1]  gleich  einem  und  nur  einem  unendlichen  Systembruche 
aus  (£,  ausgenommen  die  in  (0,  1)  enthaltenen  endlichen  e-Brüche, 
die  gleich  zwei  unendlichen  Systembrüchen  aus  ®  sind.  Da  aber 
jeder  endliche  Systembruch  rational  ist,  gibt  es  ihrer  (§  2,  Satz  VI 
und  VII)  nur  abzählbar  viele.  Ea  ist  also  ü  Vereinigung  einer  mit 
[0, 1]  gleichmäcbtigen  und  einer  abzählbaren  Menge,  also  sind 
(§  2,  Satz  X)  U  und  [0,  1  ]  gleiehm ächtig.  Da  aber  S  die  Mächtig- 
keit e""  hat,  ist  Satz  V  bewiesen.     Ea  folgt  nun  leicht: 

Satz  VI.  Für  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  gilt  die 
Ungleichung: 

In  der  Tat,  man  setze  in  {7)  e  ^  2  und  wende  Satz  XII  von 
§  2  an. 

Satz  VII.  Jedes  beliebige  (abgeschlossene,  offene,  halb- 
offene) Intervall  hat  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  sei  zunächst  [a,  l]  ein  abgeschlossenes,  endliches 
Intervall.     Durch: 

a/  =  a  -|-  {b^  a)x 

■wird  eine   eineindeutige  Abbildung  zwischen  den  Zahlen  x  von  [0,1] 


')  Sie  wurde  zuerst  botraohtet  von  G.  Oantor,  auf  den  die  folgenden 
Satze  zurückgehen. 

^)  In  Satz  V  ist  die  Aussage  enthalten:  Die  Menge  aller  Teiifolgen 
einer  unendlichen  Folge  {oA  hat  die  Mäehtigkeitc.  In  der  Tat,  die 
Menge  aller  TeÜfolgeu  von  {a„}  hat  nach  §  2,  Satz  XI  die  Mächtigkeit 
2«o  =  c. 
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und  den  Zahlen  x'  von  [a,  &]  hergestellt;  also  sind  [0,  l]  und  [ti,  &J 
gleichmächtig,  d.  h.  auch  [a,  6]  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Da  (a,  6),  [a,  6)  und  (a,  6]  sich  von  [a,  6]  nur  durch  endlich 
viele  Elemente  unterscheiden,  sind  sie  (§  2,  Satz  X)  mit  [a,  !>] 
gleichraächtig,  haben  daher  auch  die  Mächtigkeit  c. 

Durch  ai'  =  e"'^ 

wird  eine  eineindeutige  Abbildung  von  [0, -|-co)    und  (0,1],    durch 

a:'  =^  tg  a: 
eine  solche  von  ( —  ^ ,  ^J    und  ( —  oo,  -f-  co)  hergestellt.     Es   haben 
also  auch  [0, -[-oo)  und  ( — oo,  -f-oo)  die  Mächtigkeit  c,  woraus  nun 
Satz  Vn  ganz  aligemein  ohne  ■weiteres  folgt. 

Satz  Till.  Es  gelten,  wenn  e  eine  endliche  Mächtigkeit 
>0  bedeutet,  die  Kechnungsregeln; 


In  der  Tat,  die  erste  besagt:  die  Summe  endlich  vieler  Mengen 
der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  e.  Man  zerlege,  um  dies  ein- 
zusehen: 

Die  zweite  Regel  besagt:  die  Summe  abzählbar  unendlich  vieler 
Mengen  der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  c.  Man  zerlege,  um 
dies  einzusehen: 

(0,  +  t»)-[0,l)  +  [l.ä)  +  . ..+  [.,»  +  !)  +  . .... 

Satz  IX.  Die  Vereinigung  58  abzählbar  vieler  Mengen 
der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  t. 

In  der  Tat,  ist  SS  Vereinigung  abzählbar  vieler  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  der  Mächtigkeit  c,  so  ist  die  Behauptung  durch 
Satz  VIII  bewiesen.  Sind  diese  Mengen  nicht  zu  je  zweien  fremd, 
so  gilt  daher  für  die  Mächtigkeit  o  von  ig: 

Da  aber  3?  Teile  der  Mächtigkeit  c  hat,  so  ist  andererseits: 


und  daher  {§4,  Satz  XXI)  o^c,  wie  behauptet. 

SataX.      Es    gelten,    wenn  e    eine    endliche    Mächtigkeit 
^■0  bedeutet,  die  Rechnungsregeln; 
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In  der  Tat,  unter  Benutzung  von  Satz  V,  und  von  §  2  Satz  I 
und  V  tat  man: 

c^o  =  (t^-fo  =  e"«'""  ==  e«"  =  c . 
Femer  ist  (Satz  V,  und  §  2,  Satz  I), 

c  =  e""  <  n"»  ^  c"»  =  c> 

woraus  (§  i,  Satz  XXI)  N„''"=c  folgt. 

Diese  drei  Reclinungöregeln  können  der  Eeihe  nach  in  folgende 
Sätze  gekleidet  werden: 

Satz  XI.  Ist  k  eine  natürliche  Zahl,  so  hat  die  Menge 
aller  ft-gliedrigen  Folgen  reeller  Zahlen  (eines  beliebigen 
Intervalles)  die  Mächtigkeit  c. 

Satz  XII.  Die  Menge  aller  unendlichen  Folgen  reeller 
Zahlen  (eines  beliebigen  Intervalles)  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Sa(£  XIII.  Die  Menge  aller  unendlichen  Folgen  natür- 
licher (oder  rationaler)  Zahlen  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Bezeichnen  wir  in  gewohnter  Weise  jede  endliche  reelle  Zahl, 
die  nicht  rational  ist,  als  irrational,  so  gilt  der  Satz: 

Satz  XIV.  Die  Menge  aller  irrationalen  Zahlen  eines 
beliebigen  Intervalles  hat  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen  ist  abzählbar, 
also  haben  (§  2,  Satz  X)  in  jedem  Intervalle  die  Menge  aller  irra- 
tionalen Zahlen  und  die  Menge  aller  Zahlen  die  gleiche  Mäch- 
tigkeit,  und   diese   ist  c  nach  Satz  VII. 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  XV.  Die  Menge  aller  jener  Zahlen  eines  Intervalles, 
die  nicht  endliche  Systembrüehe  einer  gegebenen  Grund- 
zahl j?  sind,  hat  die  Mächtigkeit  c. 

g  8.    Anordniiugssatze. 

Wir  beweisen  -nun  einige  Anordnmigssätze  über  reelle  Zahlen, 
Durch  Anwendung  von  §  3,  Satz  I  erhalten  wir; 

Satz  1.    Die   Menge    aller    der   Größe    nach   geordneten 
rationalen  Zahlen  eines  Intervalles  (a,  6): 
r*  vor  /'     wenn     r' <^r" 
hat  den  Ordnungstypus  tj. 

Wir  haben  zu  dem  Zwecke  nur  nachzuweisen,  daß  die  betrachtete 
Menge  die  Voraussetzungen  von  Satz  I,  §  3  erfüllt;  Sie  ist  abzählbar 
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nach  I  2,  Säte  VI  und  II.  Sie  hat  kein  erstes  und  kein  letztes 
Element;  denn  iat  r  irgendeine  rationale  Zahl  aus  (a,  h),  80  gibt  es 
nach  §  5,  Satz  I  ein  rationales  /  und  /',  so  daß: 

«<r'<r</'<&. 
Sind  ferner  /  <^  /'  zwei  beliebige  rationale  Zahlen  aus  [a,  h),  so  gibt 
es  zwischen  ihnen  ein  rationales  r: 

Damit  sind  die  Voraussetzungen  von  Satz  I,  §  3  verifiziert,  und  Satz  I 


ist  1; 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  II.  Die  Menge  aller  der  Größe  nach  geordneten  end- 
lichen Systembrüche  von  gegebener  Grundzahl  im  Inter- 
valle («,  Vj  hat  den  Ordnungstypus  »;. 

Wir  bezeichnen  mit  k  den  Ordnungstypus  der  Menge  aller  der 
Größe  nach  geordneten,  endlichen,  reellen  Zahlen.     Dann  gilt; 

SaU  III,  Die  Menge  aller,  der  Größe  nach  geordneten 
Zahlen  eines  beliebigen  Intervailea  (a,  6)  hat  den  Ord- 
nungstypus X. 

In  der  Tat,  sind  a<ih  endlich,  so  ist  durch 

eine  ähnliehe  Abbildung  von  («,  6)  auf  [—co,  -|-co)  gegeben,  durch: 

a:'=lg(a;  —  a)     bzw.     a/ =  —  lg(fc  —  x) 
eine  ähnliehe  Abbildung  von  [a,  -f-oo)  und  von  (— oo,  l)  auf  (— oo,  +oo), 
womit  Satz  III  bewiesen  ist. 

Wir  bezeichnen  mit  *  den  Ordnungstypus  der  Menge  aller  der 
Größe  nach  geordneten  irrationalen  Zahlen. 

Satz  IT.  Sei  S9  eine  Menge  vom  Ordnungstypus  «,  %  einer 
ihrer  Teile  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  91  hat  den  Ordnungstypus  rj; 

2.  zwischen  je  zwei  Elementen  von  S  liegt  mindestens 
eines  von  St; 

dann  hat  S8 — 21  den  Ordnungstypus  (. 

In  der  Tat,  da  21  den  Ordnungstypus  tj  hat,  gibt  es  (§  3,  Satz  I) 
eine  ähnliche  Abbildung  A  von  St  auf  die  Menge  9}  der  ihrer  Größe 
nach  geordneten  rationalen  Zahlen;  sei  r^  die  durch  A  dem  Elemente  a 
von  91  zugeordnete  rationale  Zahl. 
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Sei  nun  h  ein  Element  von  58  —  3t,  und  seien  W/  und  2I4  die 
Mengen  aller  der  Relation 

a'  vor  b     bzw.     i>  vor  a" 

genügenden   Elemente  von  'ü.     Durch  Ä  werden   Slj  und   atj  abge- 
bildet auf  zwei  Teile  JRj  und  9J"  von  Zi,  und  ea  ist: 
/<r",  wenn  /  in  SRj,  r*'  in  aij. 

Wir  zeigen,  daü  Sfj'  und  somit  auch  Üi^'  nicht  leer  ist^):  Well 
Sß  den  Ordnungstypus  n  hat,  gibt  es  kein  erstes  Element  von  S8,  es 
gibt  also  ein  Element  b'  vor  b,  und  nach  Voraussetzung  2.  ein  Ele- 
ment a'  von  91  zwischen  b'  und  ö;  dann  gehört  aber  a'  zu  9fj',  so 
daB  %jI  nicht  leer  ist. 

Sodann  zeigen  wir:  in  31^'  und  somit  in  SR^'  gibt  es  kein  letztes 
Element^).  In  der  Tat,  ist  «'  in  9Ij',  so  ist  a'  vor  &,  und  nach  Voraus- 
setzung 2.  gibt  es  zwischen  «'  und  b  ein  Element  von?t,  das  dann 
notwendig  zu  Wj'  gehört:  also  war  a'  nicht  letztes  Element  von  31^', 

Nun  ist  durch; 


einschnitt  in  SR  gegeben;  soiar^die  ihn  hervorrufende  Zahl  (§5,  Satz  III). 
Da  weder  9l'j  noch  ilRf,'  leer,  ist  Xj^  endlich;  da  es  in  91'^  keine  größte, 
in  JRf,'  keine  kleinste  Zahl  gibt,  ist  x^  irrational. 
Wir  behaupten  weiter:  es  ist 

xi,,<^xt,,     wenn     b^  vor  b^. 

In  der  Tat,  nach  Voraussetzung  gibt  es  dann  ein  Element  a  von 
3t  zwischen  b^  und  b^.  Die  durch  Ä  zugeordnete  rationale  Zahl  r^ 
gehört  dann  einerseits  zu  9)"^,  andrerseits  zu  EHt,;  ea  ist  also: 


woraus  sofort 


^6,  <  ^Sj 


folgt. 

Hierdurch  ist  also  eine  ähnhche  Abbildung  B  von  S9  —  31  auf 
einen  Teil  §*  der  Menge  §  aller  der  Größe  nach  geordneten  irratio- 
nalen Zahlen  gegeben. 

Wir  haben  nur  noch  zu  zeigen,  daß  ^  *  =  §  ist.  Angenommen, 
es  gäbe  in  §  ein  x,  das  in  5B  —  3t  kein  Urbild  hat.  Seien  SR'  und 
81"  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen  r' <^x  bzw.  /'>S,  und  9i', 
3t"  die  ihnen  vermöge  Ä  entsprechenden  Teile  von  31.   Wenn  x  kein 

')  Analog  zeigt  man  es  für  %'l  und  {Hj. 
')  Und  analog  in  Sl"  "^"l  ^Hj'  kein  erstes. 

Hahn,  Tbeocie  der  teellen  Funktionen.  I.  4 
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Urbild  in  S8 — 91  hat,  gibt  ea  in  S  — 9t  kein  Element  zwischen  "&' 
und  S(".  Daa  aber  ist  unmöglich;  denn  da  S9  den  Ordnimgstypus  x 
hat,  gibt  ea  eine  ähnliche  Abbildung  0  von  ^  auf  die  Menge  ffi  aller 
der  Größe  nach  geordneten  endlichen  reellen  Zahlen,  Seien  S'  und 
^'  die  vermöge  C  aus  31'  und  51"  entstehenden  Teile  von  S;  die 
obere  Schranke  k  von  S"'  liegt  zwischen  §f  und  fH',  und  ihr  ent- 
spricht vermöge  C  ein  Element  von  58,  das  zwischen  31'  und  Si"  liegt. 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Aus  Satz  IV  folgt  nun  bei  Berufung  auf  Satz  I,  II,  III  ohne 
weiteres: 

Salz  V.  Die  Menge  aller  irrationalen  Zahlen  eines  be- 
liebigen Intervalles  (a,  h)  hat  in  ihrer  natürlichen  Anord- 
nung den  Ordnungstypus  i,  ebenso  die  Menge  aller  Zahlen 
eines  Intervalles  (a,  6),  die  nicht  endliche  Systembrüche 
einer  gegebenen  Grundzahl  g  sind. 

Wir  beweisen  endlich  noch: 

Satz  VI.  Ist  ci  eine  Ordinalzahl,  so  gibt  es  dann  und  nur 
dann  eine  in  ihrer  natürlichen  Anordnung  wohlgeordnete 
Menge  reeller  Zahlen  vom  Ordnungstypus  et,  wenn  a  zur 
Zahlklasse  3i  oder  3-3  gehört. 

In  der  Tat,  hat  die  Zahlennienge  9[  den  Ordnungstypus  «,  so 
gibt  es  (§  4,  Satz  VIII)  eine  ähnliche  Abbildung  Ihrer  Zahlen  auf  die 
Menge  aller  Ordinalzahlen  ß  <Ca.  Ist  Xß  die  der  Ordinalzahl  ß  zu- 
geordnete Zahl  von  2t,  so  ist: 

Xß<Xfi-,    wenn     ß<ß'. 

Die  Intervalle  (3;^,  a;^+i)  sind  dann  zu  je  zweien  fremd;  es  kann  ihrer 
also  (§  5,  Satz  II)  nur  abzählbar  viele  geben.  Es  gibt  also  auch  nur 
abzählbar  viele  ß<C.ai  d.h.  a  gehört  zu  3i  oder  3a- 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  a  gehöre  zu  3^  oder  3^.  Wir  führen 
den  Nachweis,  daß  es  dann  eine  Zahlenmenge  9t  gibt,  die  in  natür- 
licher Anordnung  den  Ordnungstypus  «  hat,  durch  Induktion  (§  4, 
Satz  XIXJ. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  «  =  0. 

Angenommen,  sie  sei  richtig  für  jedes  a' <^a,  wo  a  eine  Zahl 
aus  3i~l~32  ('^- ^- <^  *C '"i)-  I^*'  ^  ^^^®  isolierte  Zahl,  so  gibt  es 
dann  eine  Zahlenmenge  vom  Ordnungstypus  a —  1.  Indem  wir  nötigen- 
falls eine  ähnliche  Abbildung  von  ■  [ —  00,  -f-  00]  auf  [0,  1]  vor- 
nehmen, können  wir  annehmen,  sie  liege  in  [0,  1].  Fügen  wir  ihr 
dann  als  x^  noch  eine  Zahl  ^  1  hinzu,  so  erhalten  wir  eine  Menge 
vom  Ordnmigstypus  a. 
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Ist  hingegen  a  eine  Grenzzahl,  so  gibt  ea  nach  §  4,  Satz  XVII 
eine  Ordinalzahifolge  {«„},  so  daß 

d^  -<;  ßv  + 1     und     lim  a^^=a. 

Dann  ist  auch  «„  <  c ,  und  es  gibt  daJier  nach  Annahme  eme  Zahlen- 
menge  St^  vom  Ordnungatypua  «„,  von  der  wir  ohne  weiteres  an- 
nehmen können,  sie  liege  in  [v  —  1 ,  v).    Seien 

4"*    (^<«v,  x^ß<xp,  wenn  ß<ß') 
die  Zahlen  von  91^ .   Wir  laasen,  wenn  v  >  1 ,  aus  91^  alle  x^  (;3  <;  «„  _  i) 
weg,  wodurch  9lt  entstehe.     Die  Menge  der  Zahlen  aua 

3(  =  9Ii  +  V  +  ---  +  K  +  ... 
hat,  in  natürlicher  Reihenfolge,  den  Ordnimgstypus  «.     Damit  aber 
ist  Satz  VI  bewiesen. 
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Erstes    Kapitel. 
Punktniengen, 

§  1.  Metrische  Räume. 

Wir  nennen  eine  Menge  SR  irgendwelcher  Elemente  einen  me- 
trischen Baum'),  wenn  jedem  Paare  von  Elementen  a,  h  der  Menge  8t 
eine  endliche  Zahl  r{a,b)  zugeordnet  ist  von  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  r(«,  6)  =  r(6,  a). 

2.  r(a,i)> 0,  und  zwar  =  0  dann  und  nuc  dann,  wenn  a  =  b. 

3.  Für  je   drei  Elemente  a,  6,  c  von  SR  gilt  die  üngieiehung^): 

r(a,c)^r(ö,b)  +  r(6,c). 

Wir  nennen  dann  die  Elemente  von  SR  auch  Punkte  von  SR, 
demgemäß  die  Teile  von  SR  Punktmengen;  femer  heißt  r{a,h)  der 
Abstand  von  a  und  b,  und  die  in  Eigenschaft  3.  auftretende  Un- 
gleichung heißt  die  Dreiecks  Ungleichung.  Das  Komplement  SR  —  8t 
eines  Teiles  3[  von  SR  zu  SR  nennen  wir  kurz  das  Komplement 
von  % 

Die  einfachsten  und  wichtigsten  Beispiele  metrischer  Bäume 
sind  die  euklidischen  Räume,  Wir  bezeichnen  als  den  ft-dimen- 
sionalen   euklidischen  Baum  SR^.  die  Menge  aller  Ä-glledrigen  Folgen 


')  Der  Begrifi  stammt  von  M.  Frfichet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  17,  30,  der 
Name  von  F.  Hauadorff,  Grtmdzüge  der  Mengenlehre  211. 

")  Für  die  meisten  Anwendungen  genügt  folgende  Annaiime;  Es  gibt  eine 
Fmiktion  f(Q)  der  reellen  Veränderlichen  g  mit  lim^(e)  =  0,  so  daß  auB: 

r{a,b)<e     und     r(6,c)<e 
folgt  r 

r{a,c}<fie}. 
Vgl.  hierüber  M.Fr6ohet  a.  a.  0.  18  und  Eend.  Pal.  30  (1910),  22;  H.Hahn, 
Monatsh.  f.  Math.  19  (1908),  251. 
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endlicher  Zahlen  (Xj,x^,...,Xi^),   wenn  als  der 
Punkte^): 

definiert  wird  die  Zahl^): 


(•)  r(o.6)-y(r>:, -,;,)■+  («,-»,)'+  ...+{«.-».)'. 

In  der  Tat  ist  dann  fH^  ein  metriaeher  Raum:  da  die  Eigenschaften  1. 
und  2.  offenbar  erfüllt  sind,  muß  nur  die  Dreiecksungleichung: 


(••)    V{x,  -,,)■  +  ...  +  (^. - ,,}' ^ Vi^P^y,)'  +  ...  +  ik - 

+  V(l/.-^,)'  +  . ..  +  (».-».)• 
nachgewiesen   werden.     Nun   gilt  bekanntlich,    da   die   quadi 
Form  in  x,  y: 

nie  negativ  ist,  für  ihre  Determinante  die  Ungleichung; 

und  somit  auch: 

und  daraus  durch  Wurzelziehen: 


Vi-;  +  Vi"."  a  Vife- 


so  geht  (***)  in  die  zu  beweisende  Dreiecksungleiohung  (**)  über. 

Der  euklidische  SRi  ist  nichts  anderes  als  die  Menge  aller  end- 
lichen reellen  Zahlen.  In  iimi  nimmt  die  Abstandsdefinition  (*)  die 
Form  an: 


')  Die  Zahl  x„(m^l,2,  ..,,  fc)  heißt  die  M-te  Koordinate  von  a.  Wir 
gebrauchen  im  3);^  die  Terminologie  der  analytischen  Geometrie. 

')  Wo  nicht  anders  bemerkt,  bedeutet  daa  Wurzelzeichen  etets  die  nicht 
negative  Wurzel. 
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Sind  a^,  a^,...,a^  und  \,  &2,---.i'ft  endliche,  den  Ungleichungen: 
a^<ö„  (H^l,2,...,ft) 

genügende  Zahlen,  so  verstehen  wir  unter  dem  abgeschlossenen 
Intervalle  [0^,0^,...,  a^;  ö^,  \,...,  h^  des  9i^  die  Menge  aller 
Punkte  {x^,x^,  ...,x^,  deren  Koordinaten  den  Ungleichungen  ge- 
nügen : 

(1)  «„^^«ä^.  in^l,2,...,k). 

Wir  verstehen  unter  dem  offenen  Intervalle  {%,  a^,  ...,  %;  6^, 
fej, ...,  &,j),  wobei  nun  die  a„  und  &„  auch  unendlich  sein  können, 
die  Menge  aller  den  Ungleichungen 

(2)  «„<^„<&»  {n^l,2 k) 

genügenden  Punkte  (iCj,  ar^,  ...,  ar^).  Ebenso  werden  die  halboffenen 
Intervalle 

[a^,a^,...,a^;\.\,...,h^  und  [a^,  a^, . . .,  a^;  \,\, . . .,  l^ 

— -  wobei  im  ersten  Falle  die  h^,  im  zweiten  die  a^  auch  unendhch 
sein  können  —  definiert  durch  die  Ungleichimgen: 

(3)  «„^'^n<^'  «„<a^«ä^«  (n=l,2,...,i). 
Insbesondere  ist: 

9l^  =  ( — 00, — CO,...,— 00;  -j-c»' -f-o''' ■■■> +°'')* 
Satz  XI,  §  7  der  Einleitung  lehrt  nun  sofort: 

Satz  I.     Jedes  Intervall   des  fft^  hat   die  Mächtigkeit  c. 

Wir  nennen  den  Punkt  {x^,x^,  ...,Xi^  einen  rationalen  Punkt 
des  SRj^,  wenn  seine  sämtlichen  Koordinaten  rational  sind.   Dann  gilt: 

Satz  IL  Die  Menge  aller  rationalen  Punkte  eines  Inter- 
vallee  des  9}^  ist  abzählbar-unendlich. 

In  der  Tat,  nach  Einleitung  §  2,  Satz  VI  und  II  ist  (wenn 
ff^  ■<!»„)  die  Menge  aller  einer  der  Ungleichungen  (l),  (2),  (3)  ge- 
nügenden rationalen  x^  abzahlbar-unendlich.  Satz  IX,  §  2  der  Ein- 
leitung ergibt  daher  die  Behauptung. 

Ordnen  wir  jedem  Punkt  {x^,  x^, ...,  x-,^  des  SR^  den  Punkt 
{Xj^,x^,  ...,xu—-i}  des  9ii_i  zu,  so  wird  dadurch  jede  Punktmenge  9( 
des  ^^  abgebildet  auf  eine  Punktmenge  S8  des  3)fc— 1,  die  die  Pro- 
jektion von  SI  in  den  SK*.-!  der  Punkte  {Xj,x^,  ■  ..,xu-^  heißt. 

Wir  kehren  zurück  zur  Betrachtung  eines  beliebigen  metrischen 
RaumesSi.  Sei«  ein  Punkt,  S9  eine  nicht  leere  Punktmenge  aus  3f.  Für 
jeden  Punkt  h  von  SS  denken  wir  uns  den  Abstand  r[a,h)  gebildet. 
Die  untere  Schranke  der  Menge   aller   dieser  r(a,&)   bezeichnen  wir 
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als  den  Abstand  r(a,S9)    oder   i-(^,o)   des   Punktes  a  und  der 
Menge  %. 

ind  St  und  58  zwei  nicht  leere  Punktmengen  eines  metrischen 
,  so  denken  wir  uns  für  jeden  Punkt  a,  von  21  und  jeden 
Punkt  h  von  58  den  Abstand  r(a,,h)  gebildet.  Die  untere  Schranke 
aller  dieser  r(ffl,&)  bezeichnen  wir  als  den  Abstand  i-(9(,^)  oder 
r(£3,a:)  der  beiden  Mengen  %,  SS.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz   m.     Es    ist   r(9f,S)   die  untere  Sehranke  der  Ab- 
stände j-(a,S9)  der  Punkte  a  aus  %  von  der  Menge  %. 

In  der  Tat,  sei  g  diese  untere  Schranke,     Dann  ist,  zufolge  der 
Definition  von  r{a,SSy. 

r(a,b)^S 
für  alle  a  aus  M  und  alle  h  aus  SS,  und  mithin  auch 
(0)  r(?t,SS)^3. 

Zu  jeder  Zahl  z'^g  gibt  es  ferner  ein  a  in  iÄ,  so  daß: 
r(a,5S)<i^, 

und  mithin,  zufolge  der  Definition  von  r{a,^)  auch  einen  Punkt  b 
in  58,  so  daß: 

Mithin  ist  auch: 

r(3t,S9)<^, 

und  da  dies  für  jedes  ^~l>g  galt,  auch: 
(00)  r(9t,5S)<ff. 

Aus  (0)  und  (00)  aber  folgt: 


In  Verallgemeinerung  der  Dreiecksungleichung   haben  wir  den 
Satz  IV.    Es  gelten,  wenn  6,  c  Punkte,  5)1,  e  (nicht  leere) 
Punktmengen  bedeuten,  stets  die  Ungleichungen: 

1.  r(%,e)^r(%,b)-\-r(b,c) 

2.  /■(at!,e)^r(3t,6)4-r(t,S). 
In  der  Tat,  für  jeden  Punkt  a  von  9t  ist: 

r{a,c)<r{a,b)-{^r{b,c), 
woraus  für  die  unteren  Schranken  r(%b)  und  r(9t,c)  von  r(a,b) 
und  r[a,c)  sofort  1.  folgt.  Aus  Ungleichung  1.  aber,  die  nunmehr 
für  jeden  Punkt  c  von  g  gilt,  erhält  man  für  die  unteren  Schranken 
r{b,i^)  von  r{b,c)  und  r{%,it)  von  r  (5)t, c)  (Satz  III)  sofort  die  Un- 
gleichung 2. 
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Wir  kommen  nun  zu  der  für  alles  folgende  fundamentiilen 
Definition  des  Grenzpunkfces.  Wir  sagen:  der  Punkt  a  ist  Grenz- 
punkt der  Punktfolge  {*„},  oder:  die  Folge:  {a^  konvergiert 
gegen  a,  in  Zeichen: 

lima„=^tt     (oder  a„ — »-a  für  n — »-f»), 
wenn: 

(*)  limr(a„,a)  =  0. 

Es  gilt  dann  der  Satz: 

Säte  V.   Eine  Punktfolge  kann  nicht  zwei  verschiedene 
Grenzpunkte  haben. 
In  der  Tat,  sei 

lim  ffl„  =  «     und     lim  a„  =  6. 

Zufolge  der  Definitionsgleiehung  (*)   ist   dann ,  wenn  k  >  0  beliebig 
gegeben; 

für  fast  alle  n,  infolgedessen  wegen  der  Drei  ecksungleich  ung: 

und  da  e  ^  0  behebig  war : 

.■(<..  S)-0, 

also,    wegen    Eigenschaft    2,    des   Äbstandsbegriffes:  a=h,   wie   be- 
hauptet. 

Die  Anwendung  auf  den  Spezialfall  des  eukÜdiachen  U,,  wh-d 
vermittelt  durch: 

Satz  VI.    Seien: 

a  =  (a:j,ara,  ■  ..ja;^);     «„  =  (iCi,„,a;2,)ii  ■■■■.^t,») 
Punkte  des  euklidischen  Jfi^.     Es  ist  dann  und  nur  dann: 

(••)  j™«-— ■ 

wenn  die  k  Gleichungen  bestehen: 

{***)  lim3:i.„  =  a:^  (i  =  1, 2, . . .,  i). 

In  der  Tat,  (**)  besagt:  ist  e'^O  beliebig  gegeben,  so  ist: 
für  fast  alle  w.     Dann  aber  ist  auch: 
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für  fast  alle  n,  d.  h.  es  bestehen  die  Gleichungen  (***).   Gelten  i 
gekehrt  die  Gleichungen  (***),  so  ist: 


für  fast  alle  n,  ea  gilt  also  (***),  oder,  was  dasselbe  heißt,  (**).    Da- 
mit ist  Satz  VI  bewiesen. 


Die  im  obigen  gegebene  Definition  des  Grenzbegiifies  stützt 
sieh  auf  den  Abstandsbegriff;  wir  nennen  sie  deshalb  die  metrische 
Definition  des  GrenabegrifEes.  Man  kann  auch  statt  vom  Abstanda- 
begriffo  vom  Begriffe  der  Umgebung  eines  Punktes  ausgehen,  in- 
dem man  annimmt,  im  betrachteten  Räume  (der  nun  keineswegs 
ein  metrischer  Raum  im  oben  besprochenen  Sinne  sein  muß)  seien 
jedem  Punkte  a  gewisse  ihn  enthaltende  Punktmengen,  seine  „Um- 
gebungen", zugeordnet,  die  —  wie  in  obiger  Theorie  der  Abstand  — 
lediglieh  einigen  einfachen  Forderungen  zu  genügen  haben.  Der 
Grenzbegriff  wird  dann  eingeführt  durch  die  Definition:  „a  heißt 
Grenzpunkt  von  {«^,  wenn  zu  jeder  Umgebung  von  a  fast  alle  a^^ 
gehören."  Diese  Definition  des  Grenzbegriffea  kann  als  die  topo- 
logische  bezeichnet  werden').  Sie  ist  weitertragend  als  die  metrische: 
in  der  Tat  werden  wir  weiter  unten  in  jedem  metrischen  Raum  den 
Umgebungsbegriff  einführen  und  den  Inhalt  der  topologischen 
Grenzdefinition  aus  der  metrischen  folgern  (§  3,  Satz  VI).  Jeder 
metrische  Grenzbegriff  ist  also  zugleich  ein  topologischer,  aber  nicht 
un^ekehi-t.  80  kann  z.  B,  der  in  Einleitung  §  5  behandelte  Begriff 
des  Grenzwertes  von  Folgen  (endUcher  oder  unendlicher)  reeller  Zahlen 
als  topologischer,  aber  nicht  als  metrischer  Grenzbegriff  angesehen 
werden.  Wir  halten,  der  Einfachheit  halber,  durchweg  am  metrischen 
Grenzbegriff  fest. 

Sowohl  der  metrische  als  der  topologische  Grenzbegriff  haben 
die  zwei  folgenden  formalen  Eigenschaften; 

1.  Ist  a„  =  a  für  alle  w,  eo  auch  lima^^n. 

2.  Ist  lima„  =  a,  so  ist  auch  für  jede  Teilfolge  {«„  }  von  {«„}: 

lim  ff„  =^  a. 

Einige   den  Grenzbegriff   behandelnde    Sätze   beruhen    nun  lediglich 
auf  diesen  beiden  Eigenschaften    und  smd  im  übrigen  von  der  spe- 

1)  Nach  F.  HftUBdorff,  a.  a.  0.  213. 
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ziellen  Definition  des  jeweiligen  Grenzbegriffes  unabhängig^).  Wir 
werden  eolche  Sätze  als  allgemeine  Grenzsätze  bezeichnen,  und 
werden  gelegentlich  durch  Anmerkungen  aufmerksam  maclien,  wenn 
solche  allgemeine  Grenzsätze  auftreten,  deren  Tragweite  eine  größere 
ist,  als  die  der  bloß  metrischen  oder  topologiBchen  Grenzsätze:  sie 
gelten  für  jeden,  den  beiden  formalen  Bedingungen  1.  und  2.  ge- 
nügenden Greiizbegriff,  wie  immer  er  auch  sonst  definiert  sein  mag, 

%2.    Kompakte,  abgeschlossene,  olfene  Funktmengea. 

Sei  ?ß  ein  metrischer  Raum,  der  den  nun  zu  erörternden  Be- 
grifEsbildungen  zugrunde  gelegt  ist.  Sei  ?t  eine  Punktmenge,  {a„} 
eine  Punktfoige,  a  ein  Punkt  von  SR.  Der  Punkt  a  heißt  ein 
Häufungapunkt  der  Menge  9J,  wenn  es  in  S  einen  abzählbaren 
Teil  ai,  «a.---.  »«?■■  ■  gibt,  so  daß; 

limaä  =  a; 

er  heißt  ein  Häufungspunkt  von  {«„},  wenn  es  in  {a„}  eine  Teil- 
folge {a„J  gibt,  80  daß: 

Eine  Punktmenge  heißt^)  kompakt,  wenn  jeder  ihrer  unend- 
lichen Teile  (und  mithin  jede  aus  ihr  herausgegriffene  Punktfolge 
{a^})  mindestens  einen  Häufungspunkt  besitzt.  Jeder  Teil  einer  kom- 
pakten Menge  ist  kompakt. 

Satz  I.  Damit  die  Punktfolge  {«„}  der  kompakten  Menge 
in  einen  Grenzpunkt  besitze; 

lim«„  =  a, 

iat  notwendig  und  hinreichend,  daß  {«„}  einen  einzigen 
Häufungspunkt  besitze. 

Die  Bedingung  ist  notwendig*).     In  der  Tat,  ist 

so  auch  für  jede  Teilfolge  {«„  }; 

iima,,  =a. 


1)  Hierauf  liat  zuerst  M.  Fröchet  hingewieeeu,  Rend.  Pal.  32  (1906),  5. 
Vgl.  auch  H.  Hahn,  MoEatah.  f.  Math.  19  (1908),  247. 
»)  Nach  M.  Fr&chet,  Read.  Pal.  23  (1906),  6. 
')  Diea  gilt  auch,  wenn  3t  nicht  kompiJtt  ist. 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend^).  In  der  Tat,  da  ?l  kompakt, 
besitzt  {a,J  gewiß  einen  Häufungspunkt  a.  Angenommen  nun,  es  sei 
nicht 

lim  a„  =  a. 

Dann  gibt  es  ein  q'^0,  so  daß: 

r(«,.o)>e 
für  unendlich  viele  n,  d.  h.   ea  gibt  in  {a^}  eine  Teilfo^e  {«„},  so 
daß 

(0)  r{a„^,a)>Q 

für  alle  v.  Da  9t  kompakt,  hat  {«„  }  und  somit  auch  {a^}  einen 
Häufungspunkt,  der  wegen  (0)  nicht  der  Punkt  a  sein  kann.  Damit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

SatzlLDamit  eine  Punktmenge  9t  des  euklidischen  ffl^ 
kompakt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend  die  Existenz 
einer  endlichen  Zahly,  so  daß  für  allePunkte  (x^,  x^,...,  x^) 
von  3t^}: 

\^.\SP  (n^h2,...k). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.     Es  gibt  dann  in  §[  zu  jedem  v  einen  Punkt: 

av  =  ixi,y,xa,r,-.-,xi,y), 
für  den  mindestens  eine  der  Ungleichungen 

(*)  k»,.l>>'  (»-1,2 t) 

gilt.  Wir  werden  nun  zeigen,  daß  die  Folge  {«„}  keinen  Häufungs- 
punkt besitzt. 

Angenommen,  es  wäre  a  Häufungspunkt  von  {«„}.  Es  gäbe  dann 
in  {«„}  eine  Teilfolge  {a„^},  so  daß 
(**}  lima„„  =  a. 

Wir   bezeichnen   mit   r,.    und   r   die  Abstände  der   Punkte  «„    und 


')  Hierfür  kann  die  Voraussetzung,  9t  sei  kompakt,  nicht  entbeiirt  wer- 
den. Beispiel  im  fRii  Ist  <i!t„-i=-,  «a^  =  M,  so  hat  ^a^J  nur  den  Häu- 
fungspunkt  0,  ist  aber  nicht  konvergent.  Dieser  Unterschied  zwischen  dem 
all  und  der  Menge  aller  reellen  Zahlen  (Einleitung  g  6,  Satz  VIII)  rührt  daher, 
daß  wir  zu  dieser  letzteren  Menge  die  Zahlen  -f-  00,  —  oo  mitrechnen,  denen 
im  Ifti  keine  Punkte  entsprechen. 

')  Eine  solche  Punktmpnge  des  iR^  wird  vielfach  auch  als  beschränkt 
bezeichnet. 
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a  vom  Nullpunkte.     Aus  (*)  folgt: 

(***)  liiin-.  =  4-oo. 

Andrerseits  aber  ist  wegen  (**)  für  fast  alle  v 

r(».„«)<l, 
und  mithin  wegen  der  Dreiecksungleichung  r 

»V^r  +  1, 
im  Widerspruche  mit  (***).  Damit  ist  die  Behauptung  bewieseti. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Wir  beweisen  dies  durch  In- 
duktion. Für  ft=l,  d.  h.  im  9äj  trifft  die  Behauptmig  au  naeh 
Einleitung  §6,  Satz  II.  Wir  nehmen  an,  sie  treffe  im  9!s_i  zu, 
und  haben  zu  zeigen,  daß  sie  dann  auch  im  9{^  gilt.  Sei  Ut  eine 
Punktmenge  des  9)^,  die  der  Bedingung  von  Satz  II  genügt,  und  sei 
33  ein  unendlicher  Teil  von  %.  Für  mindestens  einen  der  Indizes 
«=1,2, ...,ft  bilden  die  ii-ten  Koordinaten  a:,,  der  Punkte  von  33 
eine  unendliche  Zahlenmenge.  Wir  können  ohne  weiteres  annehmen, 
dies  sei  für  «=1  der  Fall.  Die  Projektion  von  S9  in  den  JR^^i  der 
Punkte  (37j,  x^,...,  a:i_i)»ist  dann  gleichfalls  eine  unendliche  Punkt- 
menge E,  die  daher  nach  Annahme  mindestena  einen  Häufungspunkt 
besitzt.  Es  gibt  also  in  (£  eine  Folge  unendlich  vieler  verschie- 
dener Punkte  (xi^r,X3^^,...,  3;ü_i,r)i die  einen  Grenzpunkt  (ä;^,  x^,..-, 
ä^j—i)  besitzen.  Nach  §  1,  Satz  VI  ist  dann: 
(0)  limV„.„=S„  ()i=l,2,  ...,Ä  — 1). 

Zu  jedem  Punkte  (xj^r,  X2,r,--;  a;t_i,y)  gibt  es  in  ^  mindestens 
einen  Punkt  (xi.v^  a^a,^,---,  X/i^,),  In  der  Folge  {a^i,v}giht  es  (Ein- 
leitung §6,  Satz  II}  eine  konvergente  Teilfolge  {xi,,^: 

lim  X/i,  ^-  =  xii, 

und  da  nach  Voraussetzung  die  Folge  {a;*,^}  beschränkt  ist,  so  ist 
x^  endlich. 

Wegen  (0)  ist  aber  auch: 

lima;„,„j  =  ^„         {w=^l,2,...,  k — 1). 

Die  Folge  der  unendlich  vielen  verschiedenen  Punkte  (iCi,,.i.a;a, „;,..-, 
Xi^yi)  aus  S8  hat  daher  (§  1,  Satz  VI)  den  Grenzpunkt  (x^,  x^,...,  x^), 
der  mithin  ein  Häufungspunkt  von  ^  ist.   Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Eine  Punktmenge  üt  (ebenso  eine  Menge  reeller  Zahlen)  heißt 
abgeschlossen,  wenn  sie  jeden  ihrer  Häufungspunkte  (bzw,   Hau- 
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fungswerte)  enthält^).  Ein  Teil  %  von  5Ö  heißt  abgeschlosBen  in 
Sß,  wenn  er  jeden  seiner  zu  ^  gehörigen  Häufungspunkte  enthält*). 

Das  Komplement  einer  abgeschlossenen  Menge  heißt  eine  offene 
Menge^).  Das  Komplement  zu  ES  eines  in  ^  abgeschlossenen  Teiles 
von  S  heißt  offen  in  S8*). 

Satz  IHa.  Ist  31  abgeschlossen  in  58,  und  ist  SS  abge- 
schlossen, so  ist  auch  St  abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  9£'  die  Menge  aller  Häufungapunkte  von  W. 
Da  91  Teil  von  58,  ist  jeder  Häufungspunkt  von  51  auch  Häufungs- 
punkt von  SB,  und,  da  ^  abgeschlossen,  auch  Punkt  von  i8: 

(1)  %'-<^. 
Da  M  abgeschlossen  ist  in  S,  so  ist: 

(2)  gt^SBOt. 
Wegen  (l)  aber  ist; 

SIiiö  — fflS 
also  wegen  (2); 

d.  h.  3(  ist  abgeschlossen,  wie  behauptet, 

SatelUb.     Ist  21  offen  in  S8,  und  ist  SS  offen,  so  ist  auch 

9(  offen. 

In  der  Tat,  wir  haben  zu  zeigen,  daß  SR  —  91  abgeschlossen  ist. 
Nun  ist: 

(3)  91  —  91  =-  (91  —  56)  +  (SS  —  9!) . 

Jeder  Häufungspunkt  von  9!  —  51  ist  also  Häufungspunkt  von 
9!  — S    oder   von    SS  —  9(.     Da   SS    offen,    ist  9}  — SS  abgeschlossen; 

')  Dieser  Begriff  rührt  her  von  G.  Canfcor.  Beispiel;  Jede  endliche  [auch 
Hio  leere)  Menge  ist  abgeschlossen.  Jedes  abgeechiossene  Intervall  des  fRj  ist 
abgescbiossen.  Der  Sfi^  selbst  ist  abgeschlossen.  —  Der  Begriff  „abgesohlosaen" 
drückt,  ebenso  wie  der  Begriff  „kompakt",  eine  Beziefiung  einer  Punktmenge  %  zu 
dem  sie  enthaltenden  Räume  31  aus.  Ist  hingegen 8t  kompakt  und  abgeschlossen, 
so  ist  dies,  wie  H.Tietze  bemerkte  (Math.  Zeitschr.  5  (1919),  288)  eine  innere 
Eigenschaft  von  9(,  d.  h.  eine  Eigenschaft,  die  der  Menge  ^  zukommt  ohne 
Rücksicht  auf  den  Raum  91,  in  dem  sich  9t  befindet. 

*)  P.  Hauadorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  240.  Beispiele  im  SR,:  Das 
Intervall  (0,  f]    ist  nicht  abgesohlosEen,  wohl  aber  abgeschlossen  in  (0,  1). 

')  Nach  C.  Carath^odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  40.  (AuchH.Le- 
besgue  bezeichnete  schon  gelegentlich  eine  solche  Menge  als  „ensembleouvert": 
Ann.  dl  mat,  (3)  7  (1902),  242),  Vorher  war  für  diese  Punktmongon  die  Be- 
zeichnung „Gebiet"  in  Gebrauch,  die  wir  (g  5,  S.  85)  anders  verwenden  worden, 
Beispiele  offener  Punktmengen:  Jedes  oiene  Intervall  des  fStt,  der  Sl*  selbst. 

*)  Beispiel  imiRi;  Das  Intervall  [0,  f)  ist  nicht  offen,  wohl  aber  offen 
in  (0,1]. 
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jeder  Häufungepunkt  von  fü  —  S8  gehört  also  zu  SR  —  S9,  und  damit 
zu  Sfi  —  iä(.  Jeder  Häufungspunkt  von  Sß  —  %  gehört  entweder  zu 
!ß  —  SB,  und  damit  zu  M  —  91,  oder  er  gehört  zu  SB,  und  dann,  da 
ä8  —  8(  abgeschlossen  in,  S ,  zu  SB  —  %  und  damit  nach  (3)  wieder 
zu  SR  ~  ST.  Jeder  Häufungspunkt  von  SR  —  9t  gehört  also  zu  SR  —  % 
d.  h,  SR  —  9E  ist  abgeschlossen,  und  Satz  Illb  ist  bewiesen. 

Satz  IV.  Die  Vereinigung  endHeh  vieler  (in  SB)  abge- 
schlossener Mengen  ist  abgeschlossen  (in  SB). 

Da  jeder  Teil  eines  metrischen  Raumes  selbst  ein  metrischer 
ßaum  ist,  beschränken  wir  die  Allgemeinheit  nicht,  wenn  wir  ^  =  91 
setzen.     Sei  also: 

gt-=9(i-f^a  +  ----r9ts, 
und  sei  jede  der  Mengen 
C)  %>  9(,,...,  a^ 

abgeschlossen.  Ist  a  Häufungspunkt  von  9t,  so  gibt  es  in  5t  eine 
Folge  zu  je  zweien  verschiedener  Punkte  {«„},  so  daß: 

lim  a^^^:=a. 

Mindestens  eine  der  Mengen  (*)  muß  unendlich  viele  »„  enthalten, 
etwa  %.  Dann  ist  a  Häufungspunkt  von  %^,  und,  weil  %  abge- 
schlossen, in  Stj  und  mithin  in  9(  enthalten.  Also  ist  9t  abgeschlossen, 
wie  behauptet. 

Sata  V.  Der  Durchschnitt  endlich  vieler  (in  SO)  offener 
Mengen  ist  offen  (in  SB). 

In  der  Tat,  sei 

9t  =  a:i-9t3-...-3t,, 

wo3t.(J  =  l,2,...Ä:)offen  in«,  und  mithin  SB  — 9t;  abgeachlossen  inSS. 
Nach  Satz  IV  ist  auch: 

(S8-3t,)  -i-(S8  — 3t,)  +  ...-(-(S&— 9t,) 
abgeschlossen  in  S8,  und  da: 

S8  _  3t  =  SB  —  9ti  9(3 . . .  SH,  =  (56  —  3Ij) +■(«  —  2tJ  ~1- . . .  4- («  —  9(,), 
so  ist  Sit  offen  in  ©,  wie  behauptet. 

Satz  VI.  Der  Durchschnitt  endlich  oder  unendlich  vieler 
(in  ^)  abgeschlossener  Mengen  ist  abgeschlossen  (in  SS). 

In  der  Tat,  sei  %  der  Durchschnitt  irgendwelcher  abgeschlossener^) 
Mengen  9t.  Da  ®  Teil  jeder  Menge  Sfl,  so  ist  jeder  Häufungspunkt 
von  ®  auch  Häufungspunkt  jeder  Menge  9t,,  gehört  mithin  zu  jeder 

')  Wir  führen  den  Beweis  wieder  für  ^  =  M. 
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Menge  ST,  und  daher  auch  zu  deren  Durchsclinitt  ®.  Also  ist  ® 
abgeschlossen,  wie  behauptet, 

Satz  VII.  Die  Vereinigung  endlich  oder  unendlich  vieler 
(in  ffl)  offener  Mengen  ist  offen  (in  ^}. 

In  der  Tat,  sei  SS  Vereinigung  irgendwelcher  (in  SB)  offener 
Mengen  9[;  dann  ist  ^  —  SS  der  Durchschnitt  der  (in  58)  abgeschlos- 
senen Mengen  S  —  9t,  und  somit  nach  Satz  VI  abgeschlossen  (in  J6). 
Also  ist  Sß  ofien  (in  S9)  wie  behauptet. 

SatzVin.  Ist  {9(„}  eine  monoton  abnehmende  Folge  kom- 
pakter'), nicht  leerer,  abgeschlossener  Mengen,  so  ist  ihr 
Durchschnitt  lim9f„  nicht  leer"). 

Sei  in  der  Tat  a^  Punkt  von  ?(„,  und  mithin  auch  von  %^, 
^a>  ■  • ->  3r„_^,  In  der  Folge  {a^}  gehören  also  zu  jeder  Menge  St^^  fast 
alle  Glieder.  Da  diese  Mengen  kompakt  sind,  hat  {a^}  einen  Häu- 
fungspunkt a;  da  die  ?r^  abgeschlossen  sind,  gehört  a  zu  allen  3(^, 
und  mithin  zu  deren  Durchschnitt,  der  also  in  der  Tat  nicht  leer 
ist.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

Satz  IX.  Sind  '$i,  SB  zwei  (nicht  leere)  fremde,  abge- 
gesehlossene  Mengen,  von  denen  wenigstens  eine  kompakt 

'"''■'•»'•'  r(II,9)>0. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre : 

r(9[,SÖ)  =  0, 

dann  gäbe  es  a^  in  %  ö„  in  S8,  so  daß : 

(t)  '(k,K)<\- 

Ist  etwa  %  kompakt,   so  gibt  es  in  {ti„}  eine  konvergente  Teilfolge 

(ff)  lima„  =!)[,    d.h.    r{a^,a)<i—     für  fast  alle  v. 

Aus  (t)  und  (ff)  folgt  vermöge  der  Dreiecksungleichung  für  jedes  w 
und  fast  alle  v: 

(ttt)  '•(»...«X-i-.     '!■''■     ,'™'^-"- 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  Jffi,: 
Die  Mengen.  ar„  =^  [n,-\-ad)  sind  abgeseiiloBaeii  und  monoton  abnehmend;  ihr 
Durchschnitt  aber  ist  leer. 

'')  Vgl.  Einleitung  §  5,  Satz  XI. 

')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  31,:  Bei  31 
die  3;,-Achee:  %=iO  und  S  die  Hyperbel  x^x^^  1.  Dann  ist  i-(9[,a)  =  0,  und 
%  SB  sind  abgeaehloasen,  aber  fremd. 
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)a  9t  und  S9  abgeschlossen,  lehren  (ft)  und  (ttt)i  ^^^  a  zu  9(  und 
t  gehört;   also  sind  81  und  S9  nicht  fremd.     Damit  ist  Satz  IX  be- 


Nach  Satz  VI  und  VII  ist  der  Durchschnitt  unendlich  vieler 
abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen,  die  Vereinigung  unendlich 
vieler  offener  Mengen  offen,  nach  Satz  IV  und  V  aber  ist  die  Ver- 
einigung endlich  vieler  abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen,  der 
Durchschnitt  endlich  vieler  offener  Mengen  offen.  Hingegen  wird 
im  allgemeinen  die  Vereinigung  unendlich  vieler  abgeschlossener 
Mengen  nicht  abgeschlossen,  der  Durchschnitt  unendhch  vieler  oSener 
Mengen  nicht  offen  sein.  Wir  werden  die  Vereinigung  abzählbar 
vieler  (in  ^)  abgeschlossener  Mengen  eine  «-Vereinigung  (in  SÖ), 
den  Durchschnitt  abzählbar  vieler  (in  S9)  offener  Mengen  einen 
o-Durchschnitt  (in  S9)  nennen^). 

Jede  (in  S8)  abgeschlossene  Menge  Sl  ist  gleichzeitig  eine  «-Ver- 
einigung (in  S9),  jede  (in  S8)  offene  Menge  81  ist  gleichzeitig  ein 
0- Durchschnitt  (in  S9).     In  der  Tat,  man  setze; 

M  =  §ti-fSti-f---4-^«-i--'-     h^«'-     St  =  3ti  ■  «la  ■ . . .  ■  9i„  •  - . ., 
wo  alle  SE„=-9t. 

Safa  X.  Ist  St  eine  a-Vereinlgung,  so  ist  9J  — SJ  ein  o-Durch- 
schnitt  und  umgekehrt.  Ist  3t  eine  «-Vereinigung  in  £9,  so 
ist  ^— 3t  ein  o-Durchschnitt  in  S9  und  umgekehrt. 

Da  man  in  der  zweiten  Hälfte  der  Behauptung  immer  fö  als 
neuen  metrischen  Raum  SR'  zugrunde  legen  kann,  genügt  es,  die 
erste  Hälfte  zu  beweisen.     Diese  aber  folgt  unmittelbar  aus: 

iR~(9t,  +  st,-l-...  +  9i„-i-...)=(m— «(j-(!fi  — at,)...(gt  — atj... 

und  der  Tatsache,  daß  das  Komplement  einer  abgeschlossenen  Menge 

offen  ist. 

Satz  XI.     Jede  a-Vereinigung  9t  (in  SB)   ist    Grenze   einer 
monoton  wachsenden  Folge  (in  S)  abgeschlossener  Mengen. 
Sei  in  der  Tat: 

3t  =  at, -j- at^ -j- ... -i- St„ -[-... , 

wo  die   3t„  abgeschlossen   (in  S5).     Nach  Einleitung  §  1,  Satz  I  ist: 

3t  =  lim  S[„ ;      9i„  =  3tj  4-  Slg  -{-...  -j-  9I„ . 

')  Diese  Mengen  wurden  zuerst  eingehender  betrachtet  von  W.  H.  Young, 
der  sie  als  ordinary  outer  und  inner  limiting  sets  bezeichnet.  Vgl.  W.  H. 
und  G.  Gh.  Yonng,  The  theory  of  sota  of  points  (1906),  63,  70,  235.  Man  ver- 
wechsle nioht  den  oben  definierten  Begriff  „a-Vereinigung  in  SS",  mit  dem  Be- 
griff; „«-Vereinigung,  die  Teil  von  i8  ist". 
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Nach  Satz  IV  ist  %^  abgeBchlossen  (in  S3),  und  Satz  Kl  ist  be- 
iviesen. 

Satz  XII.  Jeder  ö-Durclischnitt  W  (in  SB)  ist  Grenze 
einer  monoton   abnehmenden  Folge   {in  58)  offener  Mengen. 

Dies  ergibt  sich  aus  Satz  XI  durch  Bildung  der  Komplemente 
(in  bezug  auf  58). 

Satz  XIII.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  ((-Vereini- 
gungen (in  SB)  ist  eine  a-Vereinigung  (in  ^),  Der  Durch- 
schnitt abzählbar  vieler  o-Durchschnitte  (in  Sß)  ist  ein 
o-Durcheohnitt  (in  55). 

In  der  Tat,  ist: 

a[==a(i-i-si3  4----  +  3i„--r--- 

und 

31^  :=  SI,, .,  4.  ai„  3  4- . . .  -j-  §1,,  „  4- . . . , 

so  ist  Sl  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  ?t„_  y  [n,  v 
=  1.  2. .  . .).     Analog  für  den  Durchschnitt. 

Satz  XIV.  Der  Durchschnitt  endlich  vieler  ([-Vereini- 
gungen (in  S8)  iet  eine  a-Vereinigung  (in  SB).  Die  Vereini- 
gung endlich  vieler  o-Durchschnitte  (in  SB)  ist  ein  o-Durch- 
schnitt  (in  ^). 

Sei  in  der  Tat; 

%^%-%-...-%„ 

wo  5t„  ()i  =  l,2,, .  .,fc)  eine  «-Vereinigung.     Nach  Satz  XI  ist: 

.31,,  -=  lim  %„y,     «„,  v  ^  %,, ,  + 1 , 

wo  die  3t^^  abgeschlossene  Mengen  bedeuten. 

Ist  n  eine  gegebene  der  Zahlen  1,  2,  . .  .,  ft,  so  gehört  jeder 
Punkt  von  St  zu  fast  allen  %„,,.,   und  damit    zu  fast  allen  Mengen: 


und  da  umgekehrt  jedes  Sß„-<St,  so  ist: 

Nach  Satz  VI  aber  ist  jede  Menge  33,,  abgeschlossen,  womit  die 
eine  Hälfte  von  Satz  XIV  bewiesen  ist.  Analog  beweist  man  die 
andere  Hälfte. 

§  3.    Umgebimgen. 

Wir  nennen  jede  offene  l'unktmenge,  die  den  Punkt  a,  die 
(nicht  leere)  Menge  %  enthält,  eine  Umgebung  von  a  bzw.  von  % 
in  Zeichen  U(a),  II  (S()'.     Ist  ^  irgendeine  Menge,  so   nennen  wir  den 

HahD,  Theorie  der  icelleu  FuDktioaen.  I.  5 


y  Google 


66  Puaktmengen, 

Durchschnitt  von  93  und  emer  Umgebung  von  a  (bzw.  S)  eine  Um- 
gebung in  S9  von  a  bzw.  9(  und  verwenden  auch  für  diesen  Be- 
griff die  Symbole  U(a),  U(9l).  LasBen  wir  ausU(a)  den  Punkt  a  bzw. 
die  Menge  31  weg,  so  entstehen  die  reduzierten  Umgebungen 
{in  ^),  die  wir  mit  U'((i),  U'(at)  bezeichnen. 

Sa(£  I.     Die   Menge    aller  Punkte  h   des    Raumes,    deren 
Abstand  von  a  (von  §t)  der  Ungleichung 
r{a,h)<e     (r(W,fc)<e) 
genügt  (e>0),  ist   eine  Umgebung  von  a  (von  3t).     Wir   be- 
zeichnen sie  als  die  Umgebung  q  von  a  (von  31);  in  Zeichen: 
U(a;e)  bzw,   U(3t;ß). 

Es  genügt,  den  Beweis  für  U(3t;e)  zu  führen.  Wir  haben  zu 
beweisen:  das  Komplement  S  vonlt(W;e)  ist  abgeschlossen.  Wäre 
Ä  nicht  abgeschlossen,  so  gäbe  es  einen  Häufungspunkt  c  von  Sf  in 

u(^;e): 

{•)  r(Sl,c)<e. 

Da  c  Häufungspunkt  von  St,    gibt    es    eine  Punktfolge  {c„}    von  S, 

so  daJJ 

(•*)  limc^  =  c;     d.  h.  limj-(c„,c)=^0. 

Aue  (*)  und  (**)  folgt  vermöge  §  1,  Satz  IV; 

r{3r,  c„)<;0     für  fast  alle  n, 
was  unmöglich  ist,  da  c„  zu  ft  gehört,  und  mithin: 

ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.  Die  Menge  aller  Punkte  b  des  Raumes,  deren 
Abstand  von  a  (von  3£)   der  Ungleichung 

genügt  (e>0),  ist  eine  abgeschlossene  Menge,  Wir  be- 
zeichnen sie  als  die  abgeschlossene  Umgebung  g  von  a  (von  %)'• 
in   Zeichen: 

Ü(a;e)  bzw.  Ü{%;  q). 
Wäre    11(31;  ß)  nicht  abgeschlossen,    so  gäbe  es  einen  Häufungs- 
punkt c   von    Xii%;  Q)    im  Komplemente  Ä  von  U(3I;ß}: 

r(3t,c)>e;_ 
femer  gäbe   es  eine  Punktfolge  {c„}  in  U  (Sl;  q),  für  die  (**)  gilt,  und 
mithin : 
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r{9(,  cj>e     für  fast  alle  n, 
was  unmöglich,  da  alle  c,^  zu  U(S[;  g)    gehören.     Damit  ist   Satz  II 

Ist  S  irgendeine  Menge,  so  werden  die  Durchschnitte: 
U(fl;e)-S,  Ü(n;e).SS;  U(«[;e)-«,  Ü{%;g)-^ 
als  Umgebung  g  (abgeschlossene  Umgebung  q)  von  a  (von  91)  in  ©  be- 
zeichnet. Auch  für  diese  Umgebungen  in  Sg  venvenden  wir  gelegentlich  die 
einfachen  Symbole  U(a;  q)  usw.  Läßt  man  aus  einer  dieser  Um- 
gebungen (in  58)  den  Punkt  a  (die  Menge  ^)  weg,  so  entstehen  die 
entsprechenden,  reduzierten  Umgebungen,  die  mit  U'(a;  q)  usf.  be- 
zeichnet werden, 

SatzlII.   Ist  %  abgeschlossen  und  {q„}    eine  Folge  posi- 
tiver Zahlen  mit  lim5,j  =  0,  so  ist: 

(t)  at  =  K(9I;ej)-U(9T;e,)-...-    U(at;eJ  ■  ... 

Jede    abgeschlossene    Menge     ist    aiao    Durchschnitt    einer 

Folge  offener  Mengen  (ein  o-Durchsehnitt). 

Wir  setzen 

S  =  U(«;ej)-U('S;ßs)'...-U(9I;eJ-  ... 
Dann  ist  offenbar 
(tt)  ?t-<®- 

Sei  nun  a  irgendein  Punkt  von  ^;    da  a  dann  auch  Punkt  von 
\1{%;  qJ,  so  gibt  es  in  iä  einen  Punkt  «„,  so  daß: 

r{a,  «„)<e„- 

Wegen  lim  ß^  =  0  ist  also: 

und  da  iJT  abgeschlossen,  gehört  a  zu  ST.     Es  ist  also  auch 

(ttt)  ®<?t, 

und  (tt),  (ttt)  ergeben  (t),  womit  SatzlII  bewiesen  ist. 

Satz  IV.     Ist  a  offen,   und  ist  {q^}   eine  Folge  positiver 
Zahlen  mit  iime^  =  0,  so  ist,  wenn 

U(01  — St;p„)  =  S:„ 
gesetzt  wird: 
(t^t)  9t_(g{_3:j  +  (3{_s^)q...._j_(9E_3:j  +  ... 

Jede   offene   Menge    ist    also  Vereinigung    einer  Folge    ab- 
geschlossener Mengen  (eine  «-Vereinigung). 
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Punktmengen. 
In  der  Tat,    es  ist  Di  —  ?l  abgeschlossen,  mithin  nach  Satz  III; 

s  ist  aber  völlig  gleichbedeutend  mit  (''"f"''),  iind   Satz  IV   ist   be- 


Satz-V.  Ist  a  Punkt  der  offenen  Menge  Sf,  so  gibt  es 
ein  e>0,  derart,  daß  U{a;e)  Teil  von  9£. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  im  Komplemente  iR  —  9[  eine 
Punktfolge  {a„},  so  daß: 

.■K.»)<|. 

Es  wäre  also: 

Iimr{o;,,,  «)  =  0;     d.h.  lim  a^^=^a. 

Mithin  wäre  a  Häufungspunkt  von  3!  —  ?I,  ohne  zu  9i — M  zu  ge- 
hören, Das  ist  unmöglich,  weil  SR  —  9t  als  Komplement  der  offenen 
Menge  51  abgeschlossen  ist.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

SatK  VI.  Damit  ]ima,^,^^=a  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  _in  jeder  Umgebung  U(ß)  fast  alle  a„  liegen. 

Die  Bedingung  jst  notwendig;  in  der  Tat,  aus  lim  «^^  ^  «  folgt 
für  jedes  e>0:  """ 

r(a„,  «Xß,  d.h.  a,^  in  U(a;ß)  für  fast  alle  w. 
Naeh  Satz  V  aber  gibt  es  ein  ß>0,  so  daß  11  (et;  q)  Teil  von  U(a). 
Die    Bedingung   ist   hinreichend;   in   der  Tat,    ist   sie  erfüllt, 
so  liegen,  da  auch  U{a;'ß)  eine  Umgebung  U(a)  ist,  für  jedes  0>-O 
fast  alle  «,,  in  U(a;  g);  d.  h.  es  ist; 

rla^^,  a)<^Q     für  fast  ajle  n, 
d.h.  es  ist  lim«„  =  ffi,  wie  behauptet. 

In  Analogie  hierzu  definieren  wir :  Eine  Folge  {?I^}  von  Mengen, 
die  den  Punkt«  (die  Menge  2t)  enthalten,  zieht  sich  auf  a  (auf  91) 
zusammen,  wenn  in  jeder  Umgebung  U  von  a  (von  ?l)  fast  alle 
9t„  liegen. 

Satz  VII.  Damit  a  Häufungspunkt  der  Menge  §t  (der 
Folge  {«„})  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  in 
jeder  Umgebung  U (a)  unendlich  viele  Punkte  von  'ä  (un- 
endlich viele  Glieder  von  {«„})  liegen. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist  «Häufungspunkt  von 
2t ,  so  gibt  es  in  ?t  eine  Folge  verschiedener  Punkte  a„  mit  lim  a^^  =  ß . 
Nach  Satz  VI  liegen  sie  fast  alle  in  U((i).  "^" 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend^};  denn  ist  sie  erfüllt,  so 
liegt  gewiß  in  jeder  reduzierten  Umgebung  ll'(a)  ein  Punkt  von  SU. 
Wir  definieren  eine  Folge  {&„}  aus  91  durch  die  Festsetzung: 

1.  \^a  ein  beliebiger  Punkt  von  ffl. 

2.  Ist  !»„  +  «  gewählt,  und  ist: 

■■(6.,«)  =  >-.(>0), 
SO    bezeichne    man   mit   q^^    die    kleinere    der    beiden   Zahlen  r^^   und 
und  wähie  6,i  +  i  in  der  reduzierten  Umgebung  U'(ft;  (jJ.    Dann 
sind  je  zwei  b^  verschieden,  und  es  ist: 

r(b^^,  a)<^  — ,     daher     Umb,,=^  a, 

und   es    ist   somit   a    Häufungspunkt   von  S[.     Damit   ist    Satz  VII 
bewiesen. 

Wir  bezeichnen  mit  'ü'-  fhe  Menge  aller  Häufungspunkte  von  S[. 
Dann  gilt: 

SatzVin.  Für  jede  beliebige  Menge  %  ist  die  Menge  ai> 
abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Häufungspunkt  von  91^;  in  Jeder  Um- 
gebung U(a)  gibt  es  dann  (Satz  VII)  einen  Punkt  a'-  von  ^^.  Da 
nun  a'-  Häufungspunkt  von  91,  und  U(a)  auch  eine  Umgebung  U  (ä^) 
ist,  gibt  es  in  U{a)  (Satz  VII)  unendlich  viele  Punkte  von  St.  Es 
ist  also  ffl  Häufungspunkt  von  9t,  d.  h.  Punkt  von  9t'.  Also  ist  9£^ 
abgeschlossen,  wie  behauptet. 

Ein  dem  Begriffe  des  Häufungspunktes  ähnlicher  Begi-iif  ist  der 
folgende*):  Es  heißt  «  ein  Kondensationspunkt  von  ST,  wenn 
in  jeder  Umgebung  U((x)  ein  nicht  abzählbarer  Teil  von  9t  liegt. 

Satz  IX.  Die  Menge  aller  Kondensationspunkte  von  3( 
ist  abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  9t*  die  Menge  der  Kondensationspunkte  von  9t 
und  a  ein  Häufungspunkt  von  9t*.  In  jeder  Umgebung  U(a)  gibt 
es  dann  einen  Punkt  ä"  von  11",  und  da  U  (a)  auch  eine  Umgebung 
U(a*)  ist,  gibt  es  in  U(a)  einen  nicht  abzählbaren  Teil  von  9t;  also 
ist  a  Kondensationspunkt  von  9t,  d.  h.  Punkt  von  9t*.  Also  ist  91* 
abgeschlossen,  wie  behauptet. 


'^)  Es  ist,    wie  der  Beweis  aeigen  wird,    auch  hinreichend,   daß  in  jedtr 
reduzierten   Umgebang  U'(a)  mindestens  ein  Punkt  von  91  (ein  Glied  von 

{<..})  n.gt. 

^  Ev  stammt  im  wesenthclieii  von  G.  Cantor.    Der  Name  rührt  her  von 
E,  Lindelöf,  Acta  math.  29  (1905),   184. 
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Wir  betraflliten  nun  die  Vereinigung: 
(0)  at"  =^31 -(-«[' 

und  erkennen  unmittelbar,  daß  sie  abgeschlossen  ist.  Wir  nennen 
sie^);  die  abgeschlossene  Hülle  von  31-  Zufolge  (0)  gehört  ein 
Punkt  a  zu  91*  dann  und  nur  dann,  wenn  in  jeder  Umgebung  U(a) 
mindestens  ein  Punkt  von  3(  liegt, 

Ist  9t  abgeschlossen,  so  ist  9t  ^  51";  allgemein  ist  91"  die  kleinste 
91  enthaltende  abgeschlossene  Menge,  denn  es  gilt: 

SatzX.  Ist  SS  abgescUos'ien  i  nd  3K  8  ^o  ist  auch 
St"-<S. 

In  der  Tat,  sei  a"  ein  behebiger  Punkt  ^on  il"  wir  haben  zu 
zeigen,  daß  er  auch  zu  S  gehört  Zufolge  (0)  geholt  a"  sei  es  zu 
8t  (und  dann  wegen  2t-<B  geniß  auch  zu  58)  fei  es  zu  91^  Im 
letzteren  Falle  ist  a"  Häufungspunkt  i  on  it  m  jeder  Umgebung  U  (a") 
liegen  daher  unendlich  viele  Punkte  von  Jt  mithin  wegen  21  -<  S8 
auch  unendlich  viele  Punkte  \on  3)  1  h  a"  ist  Haufungspunkt 
von  95,  und  weil  SS  abgeschlossen  au  h  Punkt  ^on  33  Damit  ist 
Satz  X  bewiesen. 

Wir  bilden  das  Komplement  5i  —  "t  und  leine  abgeschlossene 
Hülle  (SR  — 91}«.  Das  Komplement  hienon  «Ti  —  (3i--ijl)**  ist  ein 
offener  Teil  von  9t,  den  wir  als  den  offenen  Kern  von  9t  be- 
zeichnen wollen.  Er  ist  dei  größte  ollene  Teil  %on  J[  denn  es  gilt: 
Satz  XL  Sei  fl  der  offene  Korn  von  9t.  Ist  ffl  offen 
und  ©-<9t,  so  ist  auch  93-<S. 

In  der  Tat,  es  ist  31  —  93  abgeschlossen  und 

8E— 9tOi  —  «, 
daher  auch  (Satz  X): 

(SR  — 9t)*'-<3{  — Sß, 

und  somit  durch  Übergang  zu  den  Komplementen; 

wie  behauptet. 

Es  ergibt  sich  nun  von  selbst  folgende  Charakterisierung  der 
in  S9  abgeschlossenen  und  offenen  Mengen: 

Satz  XII.  Damit  91  abgeschlossen  (offen)  sei  in  ^,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  9t  der  Durchschnitt  von 
93  und  einer  abgeschlossenen  (offenen)  Menge  ist. 

Wir  führen  den  Beweis  für  die  abgeschlossenen  Mengen.  Für 
die  offenen  ergibt  er  sich  dann  durch  Komplementbildung. 


')  Nach  C.  Carath^odory,  Vorl.  übor  reelle  Funktionen,  57, 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.    let  in  der  Tat  5t 
in  ©,  so  ist  offenbiir 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  sei: 

3!  =  G  ■  S     (S  Tibgeschlossen), 

und  sei  a  ein  zu  ^  gehöriger  Häufungspunkt  von  %.  Da  91 -<E, 
ist  fl  auch  Häufungapunkt  von  E,  und  da  S  abgeschlossen,  auch 
Punkt  von  IS.  Und  da  der  Punkt  a  zu  S  gehört,  gehört  er  auch 
zu  S8E=9(,  d.  h.  9[  ist  abgesehloseen  in  S9,  und  Satz  XII  ist  be- 
wiesen. 

Sind  2(,  S  irgendwelche  Mengen,  ist  9(-<©,  und  ist  31"  die 
abgeschlossene  Hülle  von  9(,  so  hezeiobnen  wir  den  Durchschnitt 
SC^-S,  als  abgeschlossene  HüUe  von  31  in  S.  Sie  ist  die  kleinste  % 
enthaltende,  in  58  abgeschlossene  Menge.  Bedeutet  S  den  offenen 
Kern  von  %  so  ist  wegen  3t-<59  auch  Ä^SÖ,  und  somit  S  ■  S5  =  S. 
Doch  ist  i?  keineswegs  der  größte  in  S  offene  Teil  von  9t^).  Diesen, 
d,  h.  die  Vereinigung  aller  in  S  offenen  Teile  von  31,  die  nach  §  2, 
Satz  VII  selbst  in  ^  offen  ist,  bezeichnen  wir  a!s  den  in  S9  offenen 
Kern  von  3[. 

Der  Durchschnitt  der  abgeschlossenen  Hülle  der  Menge  SI  mit 
der  abgeschlossenen  Hülle  des  Komplements  von  91: 

heißt  die  Begrenzung  von  9(.  Sie  ist  gleichzeitig  die  Begrenzung 
von  9{  — a. 

Satz  XIII.     Die  Begrenzung  von    9t  ist  abgeschlossen. 

In  der  Tat,  sie  ist  der  Durchschnitt  zweier  abgeschlossener 
Mengen,  daher  auch  selbst  abgeschlossen. 

Aus  der  Definition  der  Begrenzung  folgt  unmittelbar: 

Satz  XIV.  Ist  @  die  Begrenzung  von  9t,  so  sind  abge- 
schlossene Hülle   und   offener  Kern  von  9t   gegeben  durch: 

9lo=.9l-f  ®,     S  =  9t~9t-61, 

Wir  nennen  a  einen  inneren  Punkt  von  91,  wenn  es  eine  Um- 
gebung ll(a)  gibt,  so  daß: 
(•)  U(.)-<SI. 

')  Beispiel  im  ^^■.  Sei  58  eine  Qorade  im  Di,  und  9t  ein  offenes  Intervall 
dieser  Geraden;  dann  ist  S  leer,  obwohl  S  in  ®  offen  iet.  Vgl,  hierzu  P.  Haus- 
doiff,  Grandz.  d.  Mengenlehre,  242. 
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Auf  Grund  dieser  Definition  ist  jeder  Punkt  a  einer  offenen  Menge  91 
ein  innerer  Punkt  dieser  Menge:  man  hat  nur  in  (*)  U((t)^3(  zu 
se  tzen. 

Nach  Satz  V  gibt  es  zu  jedem  inneren  Punkt  a  einer  Menge  %X 
ein   p  >  0,  so  daß  r 

Im  euklidischen  8?^  gibt  ea  daher  zu  jedem  inneren  Punkt  a  von  % 
ein  a  enthaltendes  Intervall  (oj ,  «^ , , , . ,  a,^;  6j ,  6„ , . . .  -  &^)  derart,  daß : 

[(t,,a,,...,a^;  &j,  t^'- ■■' ^.K^l- 

Satz  XV.  Jeder  nicht  zur  Begrenzung®  von  31  gehörige 
Punkt  von  91  ist  ein  innerer  Punkt  von  9t;  d.  h.  {Satz,  XIV): 
der  offene  Kern  von  3t  ist  die  Menge  aller  inneren  Punkte 
von  91. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XIV  gehört  jeder  nicht  zu  ®  gehörige 
Punkt  a  von  'ü  zum  offenen  Kern  von  9t,  der  eine  in  %  enthaltene 
Umgebung  U  (a)  ist.    Also  ist  a  innerer  Punkt  von  %  wie  behauptet. 

Wir  definieren  für  jede  Ordinalzahl  a  die  ß-te  Ableitung^) 
SS."  von  9t  durch  die  Festsetzungen: 

1.  St"  ist  die  abgeschlossene  Hülle  von  31. 

2.  Ist  ß  >>  0  keine  Grenzzalil,  so  ist  31"  die  Menge  aller  Häu- 
fungspnnkte  von  St""^. 

3.  Ist  K  Grenzzahl,  so  ist  31"  der  Durchschnitt  aller  9t^  (j5  <; «). 
Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XVIII    ist    hierdurch  W   für  alle  a 

definiert;  denn  es  ist  definiert  für  a=^0,  und,  falls  für  alle  ß<ia, 
so  auch  für  a.  Die  0-te  Ableitung  von  St  ist  also  die  abgeschlossene 
Hülle  von  3t,  die  erste  Ableitung  31'  ist  die  Menge  aller  Häufungs- 
punkte von  St",  d.  h.  die  Menge  aller  Häufungspunkte  von  9t. 

Satz  XVI.     Jede  Ableitung  SC  ist  abgeschlossen 

In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  «  =  0.  Angenommen  es  bei 
richtig  für  alle  ß<^a.  Nach  Satz  VIII  ist  es  dann  auch  richtig  fui 
K,  falls  a  keine  Grenzzahl,  und  nach  §2  Satz  VI,  falls  <i  Gienzaahl 
Damit  ist  Satz  XVI  durch  Induktion  (Einleitung  §  4.  Satz  XVIII)  be- 
wiesen. 

Satz  XTII.     Ist  ß^ßo,  so  ist  3t''<3l"". 

In    der    Tat,     dies    ist    richtig    für  a^^a^;   angenommen    es   sei 
richtig   für   alle   der   Ungleichung  (io^ß<Ca    genügenden  ß.    Ist  ß 
keine   Grenzzahl,   so   ist  31°   die    Menge    aller   Häufungspunkte    von 
3i"~^,  und  somit  gilt,  da  W~'  abgeschlossen: 
9(''<9t''-^<9r"'>. 

')  Die  Ableitungen  einer  Punktmenge  wurden  eingeführt  von  G.  Cantür. 
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Ist  aber  «  Grenzzahl,  so  ist  %"  als  Durchschnitt  aller  'iSß  (/3<k) 
wieder  Teil  von  ^t"».  Der  Beweis,  daß  %''-<^'^,  ist  damit  durch 
Induktion  erbracht. 

Satz  XYIH.  Ist  ffl  kompakt,  so  sind  auch  alle  Ab- 
leitungen St"  kompakt, 

Da  nach  Satz  XVII: 

at"  -<  9t*', 

genügt  es  zu  zeigen,  daß  91"  kompakt  ist. 

Sei  83  irgendein  unendlicher  Teil  von  %°  und  bj,h^,  . .  .,b^^, . .. 
ein  abzahlbar-unendlicher  Teil  von  S9  (Einleitung  §  2,  Satz  III);  zu 
jedem  6^  gibt  es  in  9(  ein  a^^,  so  daß: 

(1)  >1«,.. '.)<;■ 

Da  3t  kompakt,  hat  die  Folge  {«„}  mindestens  einen  Häufungs- 
punkt  a,  d.  h.  es  gibt  in  ihr  eine  Teilfolge  {«,j„}i  so  daß: 

(2)  ]imffl„^  =  a,     d.  h.  lim  r  {a„^,  a)  ^  0 . 

Aus  (l),  (2)  und  der  Dreieoksungieichung  aber  folgt: 
limj'(&,^  ,a)  =  0,     d.  h,    IimJ),j=«. 

Es  ist  also  a  auch  Häufungspunkt  von  SS,  und  Satz  XVIII  ist  be- 
wiesen. 

Gibt  es  unter  den  Ableitungen  W  eine  leere,  so  gibt  es  nach 
Einleitung"§  4,  Satz  XI  unter  ihnen  auch  eine  von  kleinster  Ordnung 
a,  die  leer  ist.     Diesbezüglich  gilt: 

SatzXIX.  Ist  9i:  kompakt,  so  ist  die  Ordnung«  der 
ersten  leeren  Ableitung  SP  keine  Grenzzahl  aus  Q^. 

Sei  in  der  Tat  a  eine  Grenzzahl  aus  ^ .  Nach  Einleitung  §  4, 
Satz  XVII  gibt  es  dann  eine  Folge  von  Ordinalzahlen  {«,,},  so  daß: 

fi,<[«v+i      und     ümcfv^K- 
Nach  Satz  XVII  ist  dann : 

Da  ferner,  wenn  ß<^a: 

a^'^ß  für  fast  alle  v, 
so  ist  der  Durchschnitt  aller  at^  (ß  <  a)  identisch  mit  St"'  ■  31"'  ■ . . .  ■  31"''  ■ . . . , 
so  daß: 

3t"  =  3^1- 31°" -....St^--... 
Anwendung    von    Satz    XVI,  XVIII  und  §  2,    Satz  VIII  lehrt,    daß 
3[     nicht  leer  ist,  und  Satz  XIX  ist  bewiesen. 
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Ein  Punkt  a  heißt  ein  äußerer  Näherungepunkt  der  Mt-ngenfolgo 
{SIb},  wena  für  jede  Umgebung  U(a)  unendlich  viele  U(a)  SI«  nicht  leer  sinrl 
er  heißt  ein  innererNäherungspunkt')  von  {W„},  wennfur  jede  Urogebung 
U(<i)  fast  alio  U(a)--9(;,  nicht  leer  sind').  Die  Menge  aller  äußeren  Naherunpa 
punkte  von  9t„  heißt  die  obere  Näheruagagrenze  von  {&„}  die  aller 
inneren  Näherungapunkte  die  untere  NäherungBgrouze  tou  ■f^nj  Sind 
obere  und  untere  Näherungsgrenze  von  {an}  identisch,  so  heißen  sie  kur? 
die  Näherungsgrenze  von  {Stn}. 

Die  obere  Gemeinsohaftagrenze  (Einleitung  g  1,  S.  4)  ist  Teil  dei  uberen 
die  untere  Gemeinsohaftsgrenae  ist  Teil  der  unteren  Näherungagienze 

SatzXX.  Obere  und  untere  Näherungsgrenze  omer  Mengen- 
folge {9t„}  sind  stets  abgeschlossen. 

Sei  &  die  obere  (untere)  Nähcrungsgrenzo  von  {9t,}  und  o  ein  Häutunga- 
puokt  von  ®.  In  jeder  Umgebung  U(a)  gibt  es  einen  Punkt  g  von  &,  und 
da  U(o)  auch  eine  Umgebung  l\(i/)  ist,  sind  unendlich  viele  (fast  alle) 
U(fl)'%i  =  U(a)-9I„  nicht  leer,  also  gehört  auch  a  zu  ®,    und  Satz  XX  ist   be- 

B  a    Teile  derselben   kompakteuä)   Menge  % 
ingsgrenze  von  {at„}  nioht  leer, 
bei   m   der   Tat   a     em   Punkt   aus   91„;    dann   iat  {a,,}  eine  Punktfolge 
aus  Sl    die    da  9t  knmpakfc  ist    einen  Häafitngspunkt  a  hat;    dieser  gehört  zur 
oberen  Naherungagrenze  von  {X«}.     Damit  ist  Satz  XXI  bewiesen. 

batz  XXII.  Ist  a(  >M,  und  zieht  aioh  {81„}  auf  H  zusammen 
(S  68)    so  lat    t"  Naherungagrenze  von  {«„}. 

5ei  a  em  nuht  zu  i"  gehöriger  Punkt,  Wir  zeigen,  daß  er  auch  nioht 
zur  Ol  eren  Nxl  erungsgrenze  von  {9t„}-  gehört.  In  der  Tat,  dft  er  nioht  zu  M" 
gehört    ist 

r{a,ffl)>0. 
Wir  wählen  ein  e  gemäß: 

0<e<r(a,M). 
Da  fast  alle  91«  in  11(31;  e)  liegen,  kann  a  nioht  äußerer  Näherungspunkt  von 
{a„}  sein,  wie  behauptet. 

Sei  sodann  a  Punkt  von  ^t"  Wir  zeigen  daß  er  zur  unteren  Naherunga- 
grenze von  {at„}gehört.  In  der  Tat  es  gibt  m  91  eine  Punktfolge  {a„}  mit 
limo„  =  Q.    Da  aber  31<;M„,  ist  a„  auch  Punkt  von  9t„,  und  a  ist  innerer 

Näherangspunkt  von  {9t„),  wie  behauptet     Damit  iat  Satz  XSII  bewiesen. 

SatK  XXIII.    Sind  alle  S,  Teile  derselben  kompakten')  Menge  e. 


')  Diese  Begrifie  achoinen  zuerst  von  P.  Painlev6  betrachtet  worden 
lu  sein.    Vgl.  Encyclop^die  des   sciences   math^matiquea,   tome  II,  vol.  I,  145. 

°)  Besteht  jede  Menge  9I„  aus  nur  einem  Punkt  a„,  werden  äußerer  und 
innerer  Nahorungspunkt  von  {Sl,}  zu  Häufungapunkt  und  Grenzpunkt 
von  {a„}. 

ä)  Diese  Vorauasetzung  kann  nioht  entbehrt  werden.  Beiapiel  ira  SR,:  Sei 
9I„  das  Intervall  [»,  n  -f-  1]  ,  dann  ist  die  obere  Näherungsgrenze  von 
{9t„}  leer. 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  Sil,:  Sei 
ain^[0,  I]  +  {n,,  n-f  1).  Dann  ist  [0,1]  Näherungsgrenze  von  {3t„},  aber 
{3I„}  zieht  sich  nioht  auf  [0, 1]  z 
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iat  Sl„>Sr,  uttd  ist  a«  die  Näherungegrenze  von  {m„},  so  zieht  sieh 
{%„}  auf  a  Bueammen. 

In  der  Tat,  andernfaÜB  gäbe  es  ein  e  >  0  wnd  eine  stets  wachsende  In- 
dizerfolge {liy},  60  daß  sieh  in  Wjit  ein  nieht  zn  U(31;  q)  gehöriger  Pnnbt  aay 
findet.  Da  5ß  koiapaltt,  besitzt  {*«,}  einen  Haufungspunltt,  der  gewiß  nicht 
zu  9t",  wohl  aber  zur  oberen  Näberuugsgrenze  von  i9t„}  gehört,  entgegen  der 
Annahme,   es  sei  91"  Näherungegrenze   von  {9!«}-     Damit  ist  Satz  XXIII   be- 

§4.  InsicMichte,  dichte,  nirgends  fliehte  Mengen^). 

Jeden  Punkt  von  91,  der  nieht  zugleich  Häufungspunkfc  von  9f 
ist,  nennen  wir  einen  isolierten  Punkt  von  ST.  Sind  alle  Punkte 
von  Sff  isoliert  (d.  h,  ist  91  mit  91^  fremd),  so  heißt  St  eine  isolierte 
Menge^). 

Das  Gegenstück  zu  den  isolierten  Mengen  sind  diejenigen  Mengen 
9t,  deren  jeder  Punkt  ein  Häufungepunkt  von  9t  ist;  sie  heißen  in- 
siehdicht^).  Während  die  abgeschlossenen  Mengen  charakterisiert 
sind  durch; 

(1)  2t^-<91, 

sind  die  insiohdichten  Mengen  charakterisiert  durch: 

(2)  91-<9t\ 
Aus  der  Definition  folgt  unmittelbar; 

Satz  I.  Die  Vereinigung  endlich  oder  unendlich  vieler 
insichdichter  Mengen  ist  insiehdicht. 

Salz  II.  Der  Durchschnitt  einer  offenen  und  einer  in- 
siohdichten Menge  ist  insiehdicht*). 

In  der  Tat,  sei  9t  insiehdicht,  S9  offen,  und  a  ein  Punkt  von 
St -58-  Ist  dann  U  (a)  eine  Umgebung  von  a,  so  ist  auch  U(a)-8eine 
Umgehung  von  a,  enthält  mithin,  da  a  Punkt  und  mithin  Häufunga- 
punkt  von  9t  ist,  unendhch  viele  Punkte  von  %     Da  aber 

U(a)'S9-<58, 
gehören  alle  diese  Punkte  auch  zu  58  und  mithin  zu  9t -50,    also   ist 
a  auch  Häufungspunkt  von  9t'S9,  d.  h.  9t -SS  ist  insiehdicht,  wie  be- 
hauptet. 

'}  Alle  diese  Begriffe  stammen  von  G.  Oantor.- 

')  Beispiel  im  3),:  Die  Menge  der  Punkte  1, -^,  y,  ...,—,...;  oder  die 
Menge  der  Punkte  1,  2,...,  v, .  , . 

3)  Beispiel  im  SR;,;  Jedes  Intervall,  oder  die  Menge  alier  rationalen  Punkte 
dfiB  gii- 

einer  insiehdiehton  iMenge   offene  Menge 
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Eine  Menge,  die  zugleich  abgeschlossen  (in  ^)  und  insiehdicht 
iat,  heißt  perfekt^)  (in  33).  Perfekte  Mengen  sind  also  dadurch 
charakterisiert,-  daß  für  sie  (l)  und  (2)  gleichzeitig  gilt,  d,  h.  durch 
(3)  ^=-91'. 

Dies  ist  Spezialfall  des  Satzes: 

Satzlll.  Ist  die  Menge  St  perfekt,  so  gilt  für  alle  ihre 
Ableitungen: 

In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  ß  =  0,  weil  9(  abgeschlossen. 
Angenommen,  es  sei  richtig  für  alle  ß<^c!.  Ist  «  keine  Grenzzahl, 
so  ist  dann: 

und  da  at"  die  erste  Ableitung  von  91""*,  unter  Benutzung  von  (3): 

3f<  =  2t^  =  9(. 
Ist  hingegen  «  Grenzzahl,  so  iat 'ät"  Durchschnitt  aller  91''' (,3 -<«),  und 
da  nach  Annahme: 

■SP  =  11     für     ß<:a, 
so   ist    also    wieder    11"  =  ^Ü.     Damit    ist  Satz  111  durch  Induktion 
bewiesen. 

Salz  ly.  Die  abgeschlossene  Üülle  %"  (und  somit  jede 
Ableitung  M")  einer  insichdiehten  Menge  ?(  ist  perfekt. 

In  der  Tat,  es  ist  stets: 

9(0  =  314-«!'. 
also  wenn  ?l  insiehdicht,  wegen  (2): 

und  da  §('  auch  die  cr.stc  Ableitung  von  9(",  ist  51"  perfekt,  wie 
behauptet. 

Satz  V.  Die  Vereinigung  endlich  vieler  (in  So)  perfekter 
Mengen  ist  perfekt  (in  S5). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar,  aus  Satz  I  und  |  2,  Satz  IV. 

Naeh  Satz  I  ist  die  Vereinigung  aller  insichdiehten  Teile  einer 
Menge  %  wieder  insiehdicht;  wir  nennen  sie  den -insichdiehten 
Kern  von  9[.  Der  insichdichte  Kern  von  9t  kann  auch  leer  sein, 
dann  heißt  die  Menge  §1  separiert. 

Satz  VI.  Der  insichdichte  KJrn  §:  von  91  ist  perfekt  in 
Sr.  Insbesondere  ist  der  insichdichte  Korn  einer  abgeschlos- 
senen Menge  perfekt. 


')   B oi spiel  im  Ülj,;  Jedes  abgeschiosse-no  Intervall, 
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In  dei  Tat  «ir  wis'^en  '■chon  daß  ei  insichdicht  ist  bkibt  zu 
beweiaen  daß  ei  ibgeachlos''en  m  H  ist  Sei  ilio  a  ein  Haufunga- 
punkt  von  St  Dann  ist  luch  die  Vereinigung;  ^on  S  mit  a  msich- 
dicht  und  mithin  falls  a  zu  9£  gehoit  ein  in&ichdichter  Teil 
von  %  und  ils  solcher  Teil  von  ffi  Es  gebort  also  n  zu  S  d.  h, 
^  if.t  ab^eschlostoen  in  9(  wie  behauptet  Ist  msbeiondeie  91  abge- 
sehlofesen  ■äo  ist  also  (§2  Sitz  Uli)  auch  ^  abgeschlossen  und 
weil  insichdicht    ■vnch  peifekt     Damit  i'^b  Satz  VI  bewiesen 

Satz  VII.  Eine  Menge  %  kann  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  gespalten  werden  in  einen  separierten  und  einen  in 
g£  perfekten  Teil. 

In   der  Tat,   ist  Sl  der  inaichdiehte  Kern  von   %   sto  ist  durch 

(1)  §[  =  a-f-{W— S) 

eine  solche  Zerlegung  gegeben.  Bleibt  zu  beweisen,  daß  sie  die  ein- 
zige ist.     Angenommen,  es  gäbe  noch  eine  zweite: 

(2)  9[  =  r  +  (9r  — ff')- 

Da  B'  perfekt  in  %  also  inaichdioht,   so  ist  Tiach  Definition  von  ^: 

(3)  S'-<Sl. 

Sei  nun  a  irgendein  Punkt  von  9(  —  g'.  Da  S'  abgeschlossen 
in  1!r,  gibt  es  eine  zu  §:'  fremde  Umgebung  U(ffl),  und  nach  Satz  II 
ist  S-U(a)  insichdicht.     Da  aber: 

^■Il(a)-<S(  — t' 
und  ^^S'  separiert,  muß  ^'11(11)  leer  sein,   d.  h.   kein  Punkt  von 
at  —  Ä'  gehört  zu  3,  oder: 

(4)  ^<^'. 

Aus  (3)  und  (4)  aber  folgt  S  =  S!';  also  sind  die  Zerlegungen  (1) 
und  (2)  identisch,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Die  Menge  S  heißt  dicht  in  S,  wenn 

(*)  ^-<(at.a3)°, 

d.  h.  wenn  jeder  Punkt  von  58  Punkt  oder  Häufungspunkt  des 
Durchschnittes  St-Sß  ist.  Eine  Menge,  die  dicht  in  Si  ist,  heißt 
überall  dicht"). 

SatJiTin.     Ist9t-<*e,  so  ist,  damit?!  dicht  in  ä3  sei,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß: 
(0)  210  =  330. 

')  Beispiel  im  9i^:  Die  Menge  allei  rationalen  Punkte  des  9ijj  ist  überall 
dicht;  sie  ist  daher  auch  dicht  in  jedem  Intervalle  des  Sti. 
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Die  Bedingu 
seits : 

«g 

ist 

notwendig.     Denn  ai 

IS  a-<a  folgt  einer- 

(00) 

andererseits : 
und  daher: 
also  an»  (•); 

SISB  —  S», 

(!rs)«=!r«; 

und,  da  Ut*'  abgeschlossen,  nach  §  3,  SatzX: 
(000)  S<'-<W". 

Aus   (00)  und  (000)  aber  folgt  (0). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus  SI-<^  folgt: 

und  daher: 

Also  aus  (0): 

^o  =  (a[S)o, 

und  da  stets  5B-<S9'',  gilt  (*).     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

Insbesondere  folgt  aus  Satz  VIII; 

Satz  Vina.    Es  ist  stets  W  dicht  in  %". 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition  des  Begriffes 
„dicht  in  einer  Menge"  ist  der  Satz: 

Satz  IX.  Ist  3B  Vereinigung  irgendwelcher  (endlich 
oder  unendlich  vieler)  Mengen  58,  zu  deren  jeder  eine  in 
ihr  dichte  Menge  %  gegeben  ist,  so  ist  die  Vereinigung  58 
aller  Mengen  SI  dicht  in  32. 

Satz  X.  Ist  9t  dicht  in  S8  und  abgeschlossen  in  58,  so 
ist  at=Sß. 

In  der  Tat,  weil  SU  abgeschlossen  in.  58,  ist: 
(t)  5tt-<!ö;       WSSOt. 

Weil  9t  dicht  in  58,  ist: 
(tt)  58<«a«, 

also  bei  Beachtung  von  (|): 

58  =  9tosg^5(_ 

Zusammen  mit  (f)  ergibt  das:' 91^58,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Satz  XL  Ist  SI  dicht  in  S,  und  ist  S  offen,  so  ist  91  g 
dicht  in  5BE. 

Wir  haben  zu  beweieen: 

56e<(?t59S)". 
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Sei  h  ein  Punkt  von  58  E;  da  er  zu  SB  gehört,  und  31  dicht  in 
S8  ist,  so  gehört  er  auch  zu  (StSS)^.  In  jeder  Umgeisung  U(ö)  gibt 
ee  daher  mindestens  einen  Punkt  von  9135.  Da  aber  auch  U(&)-E 
eine  Umgebung  von  h  ist,  gibt  ea  auch  in  U(6)-E  einen  Punkt  von 
91S,  oder  was  dasselbe  heißt:  in  U(6)gibt  es  einen  Punkt  von  ^J158S. 
Also    gehört  6  zu  (81 SS)^  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

SatzXII.     Ist  at  dicht  in  B,  58  dicht  in  E,  und  ist: 

so  ist  auch  3t  dicht  in  g. 

In  der  Tat,  nach  Satz  VIII  ist: 

und  daher  auch: 

wieder  nach  Satz  VUI  ist  daher  %  dicht  in  S,  wie  behauptet. 

Satz  XIII.     Ist  t  dicht  in  33,  so  auch  in  S». 

In  der  Tat,  ist  St  dicht  in  %  so  ist  auch  %  93  dicht  in  58.  Da 
aber  (Satz  Villa)  S9  dicht  in  S"  und 

9ES8<«<58', 

so  lehrt  Satz  XII:  9t  S  ist  dicht  in  18".  Dann  aber  ist  erst  recht 
auch  9(  dicht  in  ©'',  und  Satz  XIII  ist  bewiesen. 

Ein  Punktmenge  9t  heißt  nirgends  dicht  in  ^,  wenn  es  keinen 
nicht  leeren,  in  ^  offenen  Teil  "&  von  35  gibt  derart,  daß  91  dicht 
in  ^  wäre.  Kine  Menge,  die  nirgends  dicht  in  [fi  ist,  heißt  kun:  nir- 
gends dicht'). 

8atz  XIV.  Damit  9t  nirgends  dicht  in  ffl  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  ea  in  jeder  offenen  Menge, 
die  mindestens  einen  Punkt  von  50  enthält,  einen  offenen 
Teil  gebe,  der  gleichfalls  einen  Punkt  von  33  enthält,  und 
zu  ata3  fremd  ist. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  %  nirgends 
dicht  in  Sß,  und  sei  E  eine  offene  Menge,  die  einen  Punkt  von  SQ 
enthäit.  Dann  ist  ßS8  eine  nicht  leere,  in  58  offene  Menge,  und  ea 
kann  daher  SS.  nicht  in  S58  dicht  sein,  d.  h.  es  gibt  einen  Punkt  c 
von  ®56,  der  nicht  zu  (9tSe)'*  gehört,  und  mithin  eine  Umgebung 
U(c),    die   keinen  Punkt   von   9t^S   enthält.     Dann   ist   E-U(c)  ein 

')  Beispiel  im  'Si^:  die  Menge  der  Punkte  1,  -j, ...,—,..  .,  ebenso  die 
Menge  der  Punkte  1,  2,  . .  ,,  v,  .  .  .  ist  nirgends  dicht;  sie  ist  auch  nirgends  dicht 
in  jedem  Intervalle  dea  95,. 
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offener  Teil  von  E,  der  einen  Punkt  von  SB,  aber  lieinen  Punkt  von 
?1 5ß  enthält,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreiclieiid.  Angenommen,  sie  sei  er- 
iüllt.  Sei  S'  eine  beliebige,  nicht  leere,  in  S9  offene  Menge;  dann 
iat  {§  3,  Satz  XII) : 

wo  E  offen.  Nach  Voraussetzung  gibt  es  also  einen  zu  3133  fremden, 
offenen  Teil  6'  von  6,  der  einen  Punkt  h  von  S  enthält,  ß'  ist 
eine  Umgebung  W{h),  die  keinen  Punkt  von  9t 58  und  mithin  auch 
keinen  Punkt  von  ^[83'  enthält.  Also  gehört  ö  nicht  zu  (2tS3')",  und 
mithin  ist  %  nicht  dicht  in  55'-  Also  iet  ?[  nirgends  dicht  in  S, 
und  Satz  XIV  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  XIV  folgt  unmittelbar; 

Satz  XlVa.  Ist  ?i  nirgends  dicht  in  S,  so  ist  58  — St» 
dirht  in  *8 

Sei  ui  der  Tat  b  ein  beliebiger  Punkt  von  S3.  Nach  Satz  XIV 
gibt  es  m  jedei  Umgebung  U{6)  einen  Punkt  von  » —  ?l»,  d.  h. 
h  geholt  zu  (S6  ~9(SB)**;  also  ist  56 < (83  — 9(58)°,  und  Satz  XlVa 
ist  bewiesen 

Satz  XV.  I^t  9£-<5Ö,  und  ist  2t  nirgends  dicht  in  S,  so  ist 
auch  die  abgeschlossene  Hülle  91"  niigends  dicht  in  ». 

In  der  Tat,  sei  S  eine  offene  zu  58  nicht  fremde  Menge.  Nach 
Satz  XIV  gibt  es  in  ihr  einen  offenen  nicht  zu  S,  wohl  aber  zu 
9t -SS  fremden  Teil  S'.  Weil  9t-<S9  ist,  ist  dann  <S.'  auch  fremd  zu 
9t  und  mithin  auch  zu  31".  Nach  Satz  XIV  ist  also  auch  91*^  nh'gends 
dicht  in  Sß,  und  Satz  XV  ist  bewiesen. 

Satz  XVI.  Ist  9t  nirgends  dicht  in  »,  so  auch  in  jeder 
in  55  offenen  Menge  ^S*. 

In  der  Tat.  wir  haben  zu  zeigen:  ist  S9"  eine  nicht  leere,  in  58' 
offene  Menge,  so  ist  9t  nicht  dicht  in  56".  Nun  ist  jede  in  5ß'  offene 
Menge  auch  eine  in  S  offene  Menge^),  also  ist  9t,  Weil  nirgends  dicht 
in  58,  wirklich  nicht  dicht  in  S8",  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 

Satz  XVn.  Jeder  Teil  einer  in  5S  nirgends  dichten  Menge 
ist  nirgends  dicht  in  S.  Insbesondere:  der  Durchschnitt 
endlich  oder  unendlich  vieler  in  »  nirgends  dichter  Mengen 
ist  nirgends  dicht  in  59. 

')  In  der  Tat  es  ist; 

Sß'^E58;    S9"  =  E'»', 
wo  S,  ©'  offene  Mengen.    Also 

wo  (§  2,  Satz  V)  auch  GG'  offen. 
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lu  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Be- 
griöes  „nirgends  dicht  in  S9". 

Satz  XViri.  Die  Vereinigung  endlich  vieler  in  ^  nirgends 
dichter  Mengen  SE^,  W.j,...,  \  ist  nirgends  dicht  in  S. 

Sei  in  der  Tat  S  irgendeine  offene  Menge,  die  mindestens 
einen  Punkt  von  S  enthält.  Weil  %^  nirgends  dicht  in  ^,  gibt  es 
(Satz  XIV)  einen  zu  31,8  fremden,  offenen  Teil  S^  von  E,  so  daß 
e,  S8  nicht  leer.  In  g,  gibt  ea  einen  zu  31,  S  fremden  offenen  Teil  S^, 
so  daß  Eg  58  nicht  leer  usf.  für  B  =  1 ,  2 , . . , ,  k.  Dann  ist  gj  ein  zu 
(\-^\'[-:..-\-\)S8  fremder  offener  Teü  von  S,  für  den  S^93 
nicht  leer  ist.  Also  ist  nach  Satz  XIV  %^ -\- %^ -\-  . . .  -)-  ^t^  nirgends 
dicht  in  55 ,  und  Satz  XVIII  ist  bewiesen. 

Die  Vereinigung  unendlich  vieler  in  S  nirgends  dichter  Mengen 
kann  sehr  wohl  in  58  dicht  sein^).  Wir  definieren:  Ist  {9t„}  eine 
Folge  von  Mengen,  deren  jede  in  5S  nirgends  dicht  ist,  so  heißt  die 
Vereinigung  ?tj  4~ ^ ~l~  ■  ■  ■  4~  5E„ -j- ■  ■■  von  erster  Kategorie  in 
S^).  Eine  Menge,  die  nicht  von  erster  Kategorie  in  S8  ist,  heißt 
von  zweiter  Kategorie  in  S9.  In  einer  abzählbaren  insichdichten 
Menge  ist  jede  Menge  von  erster  Kategorie. 

Aus  der  Definition  folgt  unmittelbar: 

Satz  XIX.  Ist  31  von  erster  Kategorie  in  S,  so  auch 
jeder  Teil  von  W. 

Satz  X-X.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen 
erster  Kategorie  in  S9  ist  von  erster  Kategorie  in  S, 

In  der  Tat,  sei 

31  =  31,  -j-  at^  4-  ■  ■  ■  +  K  4-  ■  •  -. 

worin : 

3I„  —  iK„,  1  +  3U,  ü  +  ■  ■  ■  H-  31-,  i  4-  ■  ■  ■  ' 
und  jedes  9t„i  sei  nirgends  dicht  in  ©,   Dann  ist  31  die  Vereinigung 
aller  3l„,i,  und  da  dies  abzählbar  viele  sind  (Einleitung  §  2,  Satz  VIII), 
so  ist  3t  von  erster  Kategorie  in  SS,  wie  behauptet. 

Salz  XXI.  Ist  31  von  erster  Kategorie  in  Sß,  so  ist  31 
Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Folge  in  S9  nirgends 
dichter  Mengen. 


•■]  Beispi«!  im  33^;  8oi 

die  Menge  aller  rationalen  Punkte  d^  SRi  (§  1,  Satz  II)  und  Wn  dio  Menge 
deren  emziges  Element  anist.  Dann  ist  Sin  nirgends  dicht,  %,-\-Wi2~\-  ■■■~\-%i-\~'' 
hingegen  überall  dicht. 

»)   Dieser    Begriff    wurde   eingeführt   von    R,  Baire,  Ann.  di  mat.  (3}  8 
(1899),  67. 
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In  der  Tat,  na«h  Voraussetzung  ist: 

Sl  =  Üti  +  91^  4- . . . -i- St„ -f . . . , 
wo    3I„   nirgends    dicht    in    S8.     Wir   ersetzen    nach    Einleitung  §  1, 
Satz  I  die  Folge  {3t„}  durch  die  monoton  wachsende  {S„},  wo: 

Nach  Satz  XVIU  ist  auch  ä„  nirgends  dicht  in  ^,  und  Satz  XXI  ist 
bewiesen, 

Satz  XXII.  Ein  abzählbarer  Teil  von  a(?P  ist  stete  von 
erster  Kategorie  in  ?t. 

In  der  Tat,  ein  abzahlbarer  Teil  von  St§t^  ist  Vereinigung  ab- 
zahlbar vieler  Mengen,  deren  jede  aus  einem  .einzigen,  nicht  isolierten 
Punkte  von  2t  besteht,  und  mithin  nirgends  dicht  in  91  ist. 

§  5.  ZusammeDhängeDde  Mengen. 

Eine  Menge  91  heißt  zusammenhängend*),  wenn  sie  nicht 
Summe  zweier  nicht  leerer,  in  9r  abgeschlossener  Teile  ist').  Jede 
nur  aus  einem  einzigen  Punkte  bestehende  Menge  ist  nach  dieser 
Definition  zusammenhängend. 

Satz  I.  Gehören  je  zwei  Punkte  von  9[  einem  zusammen- 
hüngenden  Teile  von  91  an,  so  ist  91  zusammenhängend. 

Angenommen  in  der  Tat,   9i  wäre  nicht  zusammenhängend: 
(0)  a(=-2t5Ö,  +  9ia3,, 

wo  Si ,  ©a  abgeschlossen,  91 58i ,  9t  Sj  nicht  leer.  Sei  a^  ein  Punkt 
von  9IS8i,  a^  ein  Punkt  von  %^^.  Ist  91'  ein  a^  und  a^  enthaltender 
Teil  von  9t,  so  ist: 

9t'  =  9t'£9iH-3t'®2' 
wo  9t'  S^ ,  91'  SBjj   nicht  leer   und   in  91'   abgeschlossen.     Also  kann  91' 
nicht    zusammenhängend    sein,    entgegen    der   Annahme,      Damit   ist 
Satz  I  bewiesen, 

Satz  II.  Die  Vereinigung  zweier  nicht  fremder  zusam- 
menhängender Mengen  9t',  9t"  ist  zusammenhängend. 


')  Die  folgende  DcSnition  findet  doh  bei  F.  Hawsdorff  {Grundzüge 
der  Mengenlehre,  244),  dessen  Darstellung  wir  nne  anBchließen.  Vgl.  auch 
N.  J.  Lennea    Am    Journ    3     (19111    303 

')  So  i6t  z  B  im  ST,  die  Menge  91  allei  rationalen  Punkte  nicht  eu- 
Batnmenhangend  denn  ist  9t  die  Menge  all  r  rationalen  Punkte  <  ^2,  Sj 
die  Menge  aller  rat  onalen  Punkte  >■  V  so  ist  Slj  und  \  in  3t  abgeschlosaen 
und  a  =  a,  +  % 
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Angenommen  in  der  Tat,  es  sei: 

3( = r  4-  3t" 

nicht  zusammenhängend,  so  daß  wieder  (0)  gilt.     Wir  setzen: 
(00)  a'=rSi  +  t'58,;     at"  =  tf%H-9!"S82. 

Sei  a  ein  Punkt  von  9('9[";  er  gehört  zu  S9^  oder  zu  S^,  etwa  zu 
S8i;  er  gehört  also  zu  a'SS,  und  zu  3l"S9i.  Da  9t S9b  =  ?t' SS^  +  ^t" SS^ 
nicht  leer  ist,  ist  auch  sei  es  St'SSa,  sei  es  ^f'SS^,  nicht  leer;  etwa 
Sl'^Bj.  In  der  ersten  Gleichung  (00)  sind  also  beide  Summanden 
nicht  leer,  und  es  wäre  somit  91'  nicht  zusammenhängend,  entgegen 
der  Voraussetzung.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen, 

Saia  m.  Die  Vereinigung  53  endlich  oder  unendlich 
vieler  zusammenhängender  Mengen  91,  die  zu  je  zweien 
nicht  fremd  sind,  ist  zusammenhängend. 

Seien  in  der  Tat  a  ,  a^  zwei  verschiedene  Punkte  von  58-  Jeder 
gehört  zu  mindestens  einer  Menge  Ü(,  etwa  a^^  zu  91^,  a^  zu  9(j. 
Nach  Satz  II  ist  Wj-f-Sla  ein  zusammenhängender  Teil  von  35,  der 
«j  und  fflg  enthält,  also  ist  nach  Satz  I  3?  zusammenhängend,  wie  be- 
hauptet. 

Wir  sagen,  zwei  Punkte  a,  o!  von  %  seien  in  9t  durch  eine 
ß-Kette  verbunden,  wenn  es  in  9f  eine  endliche  Punktfolge: 

gibt,  so  daß: 

r{ai-i,a;)<Q  (i=  1,  2,. .  .i). 

Satz  IV.  In  einer  zusammenhängenden  Menge  sind, 
wenn  e>0  beliebig  gegeben,  je  zwei  Punkte  «',  a"  durch 
eine  g-Kette  verbunden. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  in  9t  zwei  nicht  durch   eine 
ß- Kette   verbundene   Punkte    a',  a".     Sei    9t'   die  Menge    aller   mit 
a'  durch  eine  g- Kette  verbundenen  Punkte  von  9t.     Weder  St'  noch 
% — 9t'  sind  dann  leer,  und  es  ist: 
(*)  r(9t',  91  — Sf)^?; 

denn  sonst  gäbe  es  a  in  91',  'S  in  9t  —  91',  so  daß: 

r(5,  ffXft 
und  es  wäre,   ebenso  wie  ä,  auch  a   durch  eine  ß-Kette  mit  a!  ver- 
bunden, was  nicht  der  Fall  ist,  da  öT  in  9t  —  91'. 

Wegen  (*)  ist  nun  kein  Punkt  von  91'  Häufungspunkt  von 
9t — 9t'   und   umgekehrt,    es    sind   also   ?t'   und  9E  —  9t'  f 
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in  9t(  und  die  Zerlegimg 

9[  =  ?l'-f  (9t— 21') 
besagt,  daß  ?I  nicht  zusaminenhängend  ist.     Damit  ist  Satz  IV  be- 
wiesen. 

Satz  V.  Ißt  W  kompakt  und  abgeschlossen^),  und  sind 
für  jedes  ?>0  je  zwei  Punkte  von  91  verbunden  durch 
eine  ß-Kette  in  9t,  so  ist  9E|zu8amniDnhängend. 

Angenommen,  91  sei  nicht  zusammenhängend;  es  gäbe  dann  eine 
Zerlegung: 

2(  =  9tj  -j-  9(3 , 

wo  2t,,  STj  nicht  leer  und  in  St  abgeschlossen;  da  aber  2t  selbst  ab- 
geschlossen, sind  dann  auch  91^^,  91^  abgeschlossen  (§2,  Satz  Illa). 
Nach  §  2,  Satz  IX  ist  also: 

und  für  g  <  r  (2tj ,  9L,)  ist  kein  Punkt  von  2t3  mit  einem  Punkte 
von  'H^  durch  eine  g-Kette  in  91  verbunden,  entgegen  der  Annahme. 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Enthält  eine  zusammenhängende  Menge  9t 
einen  Punkt  von  58  und  einen  Punkt  von  9!  —  ®,  so  enthält 
sie  einen  Punkt  der  Begrenzung  von  S. 

In  der  Tat,  setzen  wir: 

9t .  S9"  ^  9Ii ,     9t-  (3i  —  S)**  =  Sr^ , 
so  sind  9t^    und  9Ig    nicht  leer   und  abgeschlossen  in  9t.     Da  91  zu- 
sammenhängend,   sind    also    9t;,    und  %^    nicht  fremd;    es  sind  daher 
9t-S<'  und  9l-(JR'— Sß)**  nicht  fremd,    d.h.  es  gibt  einen  Punkt  von 
2t,  der  zu  58'*-(9t  —  S9)'*  gehört,  das  aber  ist  die  Behauptung. 

Satz  VII.  Jedes  Intervall  S  <ies  SR,,  ist  zusammenhängend. 

Seien  in  der  Tat 

zwei  Punkte  von  %  Unter  der  Strecke  ab  verstehen  wir  die  Menge 
aller  Punkte,  deren  Koordinaten  gegeben  sind  durch: 

')  Keine  dieser  beiden  Voran sisotKungon  kann  entbehrt  werden.  Beispiel 
im  % 

3r,  =  (0,  1),     !K3  =  (1,2). 

Beiapiel  im  Stg:  %  die  Ki-Aohse,  %  die  Hyperbel  x^x^^l.  In  beiden 
Fallen  ist  9Ii  4-  SIg  ^  St  nicht  zusammenhängend,  obwohl  je  iwei  Punkte  durch 
eme  g  Kette  in  iS  verbunden  sind.  Im  ersten  Beispiel  ist  91  kompakt,  aber 
nicht  ibgesehloBsen,  im  zweiton  abgeacliloseen  abor  niclit  kompakt. 
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Diese  Strecke  ist  offenbar  kompakt,  abgeschlossen  imd  Teil  von  % 
Der  Abstand  der  beiden  Punkte  X'  und  X"  auf  ihr  ist  gegeben  durch: 


Betrachtet  man  auf    ihr  die  Punkte  ^  =  0,  — ,    — ,  ...,  ,  1,    so 

stellen  sie,  wenn  q'^0  beliebig  gegeben,  für  fast  alie  v  eine  a 
und  b  verbindende  gi-Kette  in  «6  dar.  Also  ist  (Satz  V)  ab  zu- 
sammenhängend.   Daher  (Satz  I)  auch  3,   womit  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  VIU.    Im  ^^  hat  jede  zusammenhängende  Menge  ST, 
die  mehr  als  einen  Punkt  enthält,  die  Mächtigkeit  c. 

Seien  in  der  Tat 

a=-(Ä,,  «,,... ,aj,      ö  =  (fc,,fc,,...,6^) 

zwei  verschiedene  Punkte  von  31.  Da  nicht  durchweg  »„=&„  sein 
kann,  können  wir  immer  annehmen  «,  <C  &i-  Ist  dann  aj<[c<;&„ 
und  ist  58  die  Menge  aller  Punkte  des  SRj.,  für  die  x^^c,  eo  folgt 
aus  Satz  VI,  daß  91  einen  Punkt  mit  Xj  =  c  enthält;  da  dies  für 
alle  c  aus  (a^,f}^)  gilt,  und  es  deren  c  gibt,  eo  ist  Satz  VIII  be- 
wies er». 

Satz  IX.    Ist  91  zusammenhängend,  und  ist 

so  ist  auch  ^  zusammenhängend. 
In  der  Tat,  sei: 

(@j^,®2  abgeschlossen)   eine  Zerlegung  von  $Ö  in  zwei  nicht  leere,  in 
hiossene  Teile.    Dann  ist: 


(0)  si=3tiSi  +  a:is, 

eine  Zerlegung  von  9t  in  zwei  in  9t  abgeschlossene  Teile;  weder  Stß^ 
noch  91  Sg  ist  leer;  denn  wäre  5t  E^  leer,  so  wäre  9t-<S2,  und  nach 
§  3,  SatzX  auch  gi'^^e^,  mithin  auch  58-<Sä  und  SBd^  leer,  gegen 
Annahme.  Die  Formel  (0)  würde  also  besagen:  9t  ist  nicht  zu- 
sammenhängend, gegen  die  Voraussetzung.     Damit   ist  Satz  IX  be- 


Eine  abgeschlossene,  zusammenhängende  Menge,  die  nicht  aus 
nur  einem  Punkt  besteht,  heißt  ein  Kontinuum;  eine  offene,  zu- 
sammenhängende Menge  heißt  ein  Gebiet^). 

Satz  X.     Im  9ij   ist  Jedes   abgeschlossene   Intervall   ein 

')  Nach  C.  Carath^odory,  Vorlesungen  über  reelle  Punktionen,  208,  222. 
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Kontinuum,  jedes   offene   Intervall   ein  Gebiet.     Im  9ij  ist 
auch  umgekehrt  jedes  Gebiet  ein  offenes  Intervall. 

In  der  Tat ,  die  erste  Hälfte  der  Behauptung  folgt  unmittelbar 
aus  Satz  VII.  Was  die  zweite  anlangt,  so  sei  M  ein  Gebiet  im  5R^; 
seien  a  und  &  obere  und  untere  Schranke  (Einleitung,  §  5,  8.  30) 
voll  W;  dann  ist,  da  9t  als  offene  Menge  nicht  aus  einem  einzigen 
Punkte  bestehen  kann:  b^a.     Wir  behaupten,  es  ist: 

9r  =  (a,  6). 

Sei  in  der  Tat  e  ein  Punkt  aus  («,  h).  Ist  ^  die  Menge  aller 
x-<c,  so  hat  9C  sowohl  mit  S9  als  mit  91^  —  SS  einen  Punkt  geraein, 
und  aus  Satz  VI  folgt,  daß  §t  den  einzigen  Begrenz ungepunkb  c  von 
ffi  enthalten  muß.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Satz  XI.  Besteht  die  zusammenhängende  Menge  3t  nicht 
aus  nur  einem  Punkte,  so  ist  sie  insichdicht.  Jedes  Konti- 
nuum  ist  daher  perfekt. 

Angenommen   in    der  Tat,  a  sei   ein  isolierter  Punkt  von  W, 
und  ?t|   sei  die  nur  aus  a  bestehende  Menge,     Dann   sind  3[^    und 
9[  —  3tj  nicht  leer  und  abgeschlossen  in  %  und  wegen 
ffl=3(^4-(2t  — 2tJ 

wäre    ?l   nicht   zusammenhängend.     Also  ist    9[   insichdicht.     Ist   % 
obendrein   abgeschlossen,  so  ist  es  daher  auch  perfekt.     Damit  ist 

Satz  XI  bewiesen. 

Ein  Teil  §['  einer  beliebigen  Menge  3[  heißt  eine  Komponente 
von  iJt,  wenn 

1.  3t'  zusammenhängend  ist  und 

2.  jeder  zu  3t'  nicht  fremde,  zusammenhängende  Teil  von  91 
auch  Teil  von  91'  ist. 

Satz  XII.  Jeder  Punkt  von  St  gehört  einer  und  nur  einer 
Komponente  von  9t  an. 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  9t.  Wir  bilden  die  Vereinigung  9t' 
aller  a  enthaltenden  zusammenhängenden  Teile  von  9[.  Nach  Satz  III 
ist  9t'  zusammenhängend.  Offenbar  ist  9t'  eine  Komponente  von  9t. 
Denn  sei  S9  ein  zu  St' nicht  fremder  zusammenhängender  Teil  von  9[ . 
Nach  Satz  II  ist  dann  51'  -j-  ^  ein  a  enthaltender  zusammenhängender 
Teil  von  9t,  und  mithin  nach  Definition  von  9t': 

9l'-h^-<3l''     daher     S8-<9t'. 
Also  ist  9t'  Komponente  von  %.    Dieselbe  Argumentation  zeigt,  daß 
jede  Komponente  58  von  9t,  die  zu  9t'  nicht  fremd  ist,  mit  91'  iden- 
tisch ist.     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 
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Es  folgt  aus  ihm  unmittelbar: 

Satz  XIII,  Jede  Menge  31  ist,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise^),  Summe  von  Komponenten. 

Satz  XIV.  Jede  Komponente  von  9[  ist  abge.sohlossen 
in  a. 

In  der  Tat,  sei  St'  eine  Komponente  von  St  und  a  ein  zu  9t  ge- 
höriger Häufungspunkt  von  5J'.  Würde  er  nicht  zu  21'  gehören,  so 
würde,  indem  man  ihn  zu  31'  hinzufügt,  nach  Sat«  IX  ein  zu  31'  nicht 
fremder,  zusammenhängender  Teil  S  von  31  entstehen,  und  es  wäre 
nicht  5ß-<;9t',  entgegen  der  Definition  der  Komponenten.  Damit  ist 
Satz  XIV  bewiesen. 

Daiin  wt  als  Spezialfall  enthalten: 

Satz  XV.  Jede  Komponente  einer  abgeschlossenen  Menge 
besteht  aus  nur  einem  Punkte  oder  ist  ein  Kontinuum. 

Satz  XVI,  Im  SB,^  ist  jede  Komponente  einer  offenen 
Menge  ein  Gebiet^). 

Es  ist  nur  zu  zeigen,  daß  jede  Komponente  9!'  der  offenen 
Menge  31  selbst  offen  ist.  Sei  a  ein  Punkt  der  Begrenzung  von  M' 
und  3  ein  a  enthaltendes  offenes  Intervall.  Dann  muß  ^  auch 
Pwikte  von  8t^  —  3t  enthalten;  denn  nach  Satz  II  und  VII  ist 
2t' -["S  zusammenhängend;  wäre  also  3"<3I,  so  wäre  nach  Defini- 
tion der  Komponenten  9l'-j-S-<;  31',  mithin  auch  S^St',  entgegen 
der  Annahme,  a  gehöre  zur  Begrenzimg  von  3t'.  Da  also  ^  Punkte 
von  SR^  —  3t  enthält,  ist  a  Punkt  der  Begrenzung  von  3t,  und  da  ^ 
offen,  gehört  a  nicht  zu  2t,  daher  auch  nicht  zu  3E',  d.h. .3t'  ist 
offen.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

SatzXVII^).  Iat{31„}  eine  Folge  zusammenhängender  Mengen, 
die    alle    Teile   derselben    kompakten    Menge   ?(   sind''),    und   deren 

^)  D.  h.  ist  ä[  sowohl  Summe  der  Komponenten  81'  als  auch  Summe  dei 
Komponenten  SB',  so  ist  jedes  31'  ein  59',  jedes  S9'  ein  W. 

'')  Dies  giltnioht  in  jedem  metrischen  Räume.  Wir  wählen  etwa  für  SU  die  Ver- 
einigung folgender  Intervalle  des  SRi:  (~CO  0]  ^  ,  ^J  (»=^1,  2,  ...). 
Der   metrische  Raum  91  seibat  ist  immer  ofi  E  n  r  Komponenten  isl 

{—CO,  0],  und  diese  Komponente  ist  nicht    ft  n   also  k   n  Gebiet. 

™)  Vgl.  L.  Zoretti,  Bncyol.  des  seien  e    math    T  m    II,  vol.  1,  I«. 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  tb  h  t  w  In.  Beispiel  im  %: 
Seien  a,  b,  c„  die  Punkte; 

a="(~l,0),    6^(1,0),    c„^(0,n). 
und  sei  %,  die  Vereinigung  der  Strecken; 


yGoosle 


Punkt  mengen, 

ere  Näherungsgrenze  niott.  leer  iat'),  bo  ist  ihre  obere  Näio- 
LgBgrenze  zusamm;enhB,ngend=). 

Öei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  der  unteren  NäherungegrenKe,  und  sei  öl  die 
?e  Näherungsgrense.  Nach  §  3,  Satz  XX  ist  ®  abgeschloBSon,  und,  weil 
I",  nach  §  3,  Satz  XVllI  auch  kompakt.    Wäre  ®  nicht  EUBammen hängend, 

W  =  Q^  4- (Sa    (lüj,  ®9  abgesclilosaoa,  nicht  leer). 
®,,<.i\  fremd,  ist  (g  2,  Satz  IX;: 


dann  ist: 

(t) 

•■[tl  («,;«) 

,«(®.!e)lis. 

Denn  andeinfallH  gäbe  « 

is  3,  in  UCä. 

ie),  S.in  n(®,;f), 

(tt) 

'^,. 

5,)<  5. 

Es  gäbe  ferner  g^  in  ®, 

„j/in®,,  , 

w  daß: 

(ttt) 

•■&',jj<8 

';    r(W,9^<i>- 

Aus  (ff)  und  (ttf)  iiber  würde  vermöge  der  Dreieckaungleiehuiig  folgen: 

was  unmöglich  ist. 

Liegt  der  Punkt  a  der  unteren  Näherungsgrenie  etwa  in  ®„  so  sind  fast 
aJIe  U(®i;  q)-M^  nicht  leer;  a.ndrer8eitB  sind  unendlich,  viele  U{®a;  e)'^,,  nicht 
leer.  Es  gibt  also  unendlich  viele  SI„,  die  sowohl  in  U(®i;  s)  als  in  U((Sj;  p) 
Punkte  haben;  sie  mögen  die  Teilfolge  |9(n„}  bilden.  Sei  a'„^  in  S!„,, -11(1511;  q) 
wnd  a^  in  a  -UC^a;  e).  Nach  Satz  IV  gibt  ee  in  31  eine  a'  und  a'^  vot- 
bindendeo-K6tto(o<e).  Wegen  (tjmußes  in  ihr  einenPunkta„^  außerhalb  U(®i;  g) 
+  ll(®a;  e)  geben.  Dann  ist  {a„„}  eine  Punktfolge  der  kompakten  Menge  % 
besitzt  also  einen  Häufungspunkt  &.  Da  alle  o„^  in  der  abgeschlossenen  Menge 
31  —  [U((Sii;  e)-l-U(Öla;  &)]  hegen,  gilt  dies  auch  für  6.  Das  aber  ist  unmöglich, 
da  b  als  Häufungspunkt  von  {o„^r  zu  ®  gehört,  und  zufolge  (*); 

Öl<U(®i;  e)  +  U(üla;e). 
Damit  ist  Satz  XVII  bewiesen 


Die  ol  ere  Naherunj.6gicn/e  loii  {  i  }  besteht  aus  dfiii  Halbgeradet 

j;  =  — 1      y-^Q    und    x=^l,    y>0, 
und  ist  n    tt  zusammenhingend 

')  Auch  diese  Voraussptzung  kajin  nicht  entbehrt  werden.    Beis 

Die  obeie  Näherungsgrenze  von  {Sb}  'st  [0,  IJ-j-  [2,  3],  also  nicht 
hangend 

°)   Da  sie   nac  I   (5  S    8at?  XX   a«ch    abgMchlosaen    ist,    ist   si 
Kontinuum    ]der  I  e^teht  aus     mem  einzigen  Punkta. 
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§  6.  Das  Borelsehe  Theorem. 

Wir  beweisen  nun  einige  Sätze,  die  man  kurz  als  Überdeckungs- 
sätze  bezeichnen  kann,  und  deren  erster  bekannt  ist  alsdasBorel- 
8che  Theorem^): 

Satzl.  Ist  jedem  Punkte  a  der  kompakten,  abgeschlos- 
senen Menge  2t  eine  Menge  S8„  zugeordnet,  von  der  a  innerer 
Punkt  ist,  so  gibt  es  unter  den  Mengen  ^^  endlich  viele: 
(*)  S'"«,  0ä>,  ...,SBl'", 

so  daß  jeder  Punkt  von  91  innerer  Punkt  mindestens  einer 
der  Mengen  (*)  ist. 

Zum  Beweise  bilden  wir  zu  jedem  Punkte  ä  von  3t  die  obere 
Schranke  q  (a)  alier  jener  Werte  von  q,  für  die  U  (ä;  q)  Teil  mindestens 
einer  Menge  Sß^  ist.     Nach  Voraussetzung  ist: 

e(«)>o. 

Wir  behaupten:  es  gibt  ein  Pu^O,  so  daß  für  aüe  a  von  9i: 

(••)  eW>&>0. 

Andernfalls  gäbe  es  in  31  eine  Folge  {«„},  so  daß: 

(— )  itoe(«.)-o. 

Weil  St  kompakt  ist,  hat  {«„}  einen  Häufungspunkt  «„;  weil  31  abge- 
schlossen ist,  gehört  a^  zu  at.     Also  ist: 

<?("«)  >o, 

und  somit  ist  für  jedes  a  von  Vi(ag;^Q{aJ): 

<>W2leW. 

im  Widerspruch  mit  (***).     Damit  ist  (**)  bewiesen. 

Ausgehend  von  einem  beliebigen  Punkte  «^  von  2t  bilden  wir 
^("i'  Qo)-  I^^gt  St  nicht  ganz  in  ]X(a^;  q^),  ho  gibt  es  einen  Punkt  a^ 
von  3t  außerhalb  U{aj^;  fff,);  wir  bilden  0(0^;^,,).  Liegt  3t  nicht  ganz 
m}l(ai;t>g)'j-\l(a^;Q^),  so  gibt  es  einen  Punkt  a^  von  af  außerhalb 
dieser  Vereinigung;  wir  bilden  11(03;  q^  usf. 

Nach  endlich  vielen  Schritten  müssen  wir  zu  einei'  Punktfolge 
«j ,  «a , . . . ,  «^  aus  9t  gelangen,  so  daß : 

(ä) «<u(«,; eo)  +  ii(«„- &)  +  ■■■  +  iiK; e,). 

^)  Es  wurde,  freilich  in  vierspeaiellerer  Form,  zuerst  ausgesprochen  von 
S.  Borel,  Ann.  ^c.  norm.  (3)  12  (1895),  51,  und  wurde  Beither,  mehr  oder  minder 
allgemein,  wiederholt  bewiesen.  In  der  Allgemeinlieit  von  Satz  I  wurde  es  be- 
wiesen von  W,  Groß,  Wien.  Boi:  123  (1914),  810. 
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es  andernfalls  in  3(  eine   Punktfoige  {((„}  gäbe,  so  daß   für  je 
i  Punkte  aus  {«„}; 

r{a„',H„")^ßo, 
L  der  Annahme,  daß  M  kompakt  ist. 
Nach  Definition  von  p,,  gibt  es  nun  unter  den  Mengen  58^^  eine, 
sie  heiße  ®W   so  daß: 

Aua  (*)  folgt  aber  dann,  daß  jeder  Punkt  von  9(  innerer  Punkt 
mindestens  einer  der  Mengen  S'^',  ^i^',  ...,  ^W  ist,  und  Satz  I  ist  be- 
wiesen. —  Eine  andere  Formulierung  von  Satz  I  lautet: 

Satz  11.  Ist  ?t  kompakt  und  abgeschlossen,  so  gibt  es 
unter  unendlich  vielen  in  3t  offenen  Mengen,  deren  Ver- 
einigung 21  ist,  auch  endlich  viele,  deren  Vereinigung  %  ist. 

Wir  bemerken  noch,  daß  weder  die  Voraussetzung,  9(  sei  kompakt, 
noch  die  Voraussetzung,  5(  sei  abgeschlossen,  zum  Beweise  von  Satz  1 
entbohrt  werden  kann.  Sei  in  der  Tat  91  nicht  kompakt.  Dann 
gibt  es  in  91  einen  abzählbar  unendlichen  Teil 

(0) 

ohjie  Häuf migsp unkt.  Zu  jedem  Punkte  a  von  9t  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U  («},  die  ■ —  außer  etwa  a  selbst  —  keinen  der  Punkte  (0) 
enthält.  Jeder  der  Punkte  (0)  kommt  dann  nur  in  einem  einzigen 
1!  (a)  vor.  Unter  diesen  tl  («)  gibt  es  daher  gewiß  nicht  endlich  viele, 
deren  Vereinigung  alle  Punkte  (O)  enthält;  also  auch  nicht  endlich 
viele,  deren  Vereinigung  9t  enthält. 

Sei  sodann  9[  nicht  abgeschlossen.  Ea  gibt  dann  in  a  eine 
Folge  {«„}  mit  . 

'  "'  lima„  =  C[, 

wo  a  nicht  zu  9t  gehört.  Jeder  Punkt  von  9t  ist  dann  innerer  Punkt 
einer  der  Mengen  SR  —  wia;  —  );  aber  es  können  nicht  alle  a^  und 
mithin  auch  nicht  ganz  W  in  der  Vereinigung  endlich  vieler  Mengen 
SR  —  üia;—]  enthalten  sein. 

Wir  sehen  also,  daß  für  nicht  kompakte,  sowie  für  nicht  abge- 
schlossene Mengen  das  Boreische  Theorem  nicht  gilt.  Um  auch  für 
solche  Mengen  ein  ähnhches  Theorem  abzuleiten,  müssen  wir  eine 
Voraussetzung  hinzufügen: 

Wir  nennen  eine  Menge  separabel,  wenn  es  eine  in  ihr  dichte, 
abzählbare  Menge  gibt^). 

')  Dieser  Begriff  rührt  hör  von  M.  Fröohefc,  Rond.  Pal.  22  (1906),  23, 
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Dann  können  wir  folgenden  Satz  beweisen,  den  wir  als  das 
verallgemeinerte  Borelache  Theorem  bezeichnen^): 

Satz  in.  Ist  jedem  Punkte  a  der  separablen  Menge  91 
eine  Menge  SS^  zugeordnet,  von  der  a  innerer  Punkt  ist,  so 
gibt  es  unter  den  Mengen  ^^  abzahlbar  viele: 

(t)  Sß'»,S8'^l,.,,,S3'"i,..., 

80  daß  jeder  Punkt  von  9[  innerer  Punkt  mindestens  einer 
der  Mengen  (t)  ist. 
Sei  in  der  Tat 

(tt)  ».,«„...,«,„.., 

ein  in  ?[  dichter  abzahlbarer  Teil  von  51.  Ist  nun  u  irgendein  Punkt 
von  SU,  so  gibt  es,  da  a  einerseits  innerer  Punkt  von  S8o  ist,  andrer- 
seits in  jeder  Umgebung  von  a  Punkte  et,,  aus  (ff)  liegen,  ein  n  und 
ein  V,  so  daß  a  zu  U  (a„;  — j  gehört  und: 

Nach  Einleitung  §  2,  Satz  VIII  ist  aber  die  Menge  aller  U  {a„;—) 
(n,  v=l,  2,  . . .)  abzählbar;  es  gibt  also  auch  unter  den  S9„  abzahl- 
bar viele: 

(ttt)  ^"*'  5S''',...,58*'",..., 

so  daß  jeder  Punkt  von  9t  innerer  Pimkt  mindestens  einer  der 
Mengen  (ttt)-  Dftmit  ist  Satz  HI  bewiesen.  —  Eine  andere  Formu- 
lierung von  Sata  III  lautet: 

Satz  IV.  Ist  %  separabel,  so  gibt  es  unter  unendlich 
vielen  in  %  offenen  Mengen,  deren  Vereinigung  9t  ist,  auch 
abzählbar  viele,  deren  Vereinigung  2t  ist. 

Die  Voraussetzung,  S(  sei  sepai'abei,  kann  in  Satz  III  nicht  ent- 
behrt werden,    Wir  gehen,  um  dies  zu  zeigen,  aus  von: 

SatzV^).  Hat  jeder  nicht  abzählbare  Teil  von  St  min- 
destens einen  Häufungspunkt,  so  ist  9(  separabel^). 

Um  dies  einzusehen,  beweisen  wir  zunächst:  hat  jeder  nicht  ab- 
zählbare Teil  von  91  einen  Häufungspunkt,  so  gibt  es  zu  jedem  p  ^  0 
einen  abzählbaren  Teil  9t'  von  9t  mit  folgenden  Eigenschaften: 

')  Er  wurde  (für  Punktmengeu  des  SßJ  wohl  zuerst  von  E.  Lindelöf 
(C.  R.  137  (1903),  697)  und  W.  H.  Young  (Lond.  Proo.  35  (1903),  384;  Bend. 
Pal.  21  (1906),  125)  bewiesen.  In  der  Allgemeinheit  von  Satz  III  zuerst  von 
W.  Groß,  Wien.  Ber.  133  (19U),  809. 

«)  W.  Groß,  a,  a.  0.,  805. 

')  Insbeeondere  ist  also  jede  kompakte  Menge  separabel. 
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1.  Sind  «' =1=  ii"  zwei  Punkte  von  31',  so  ist: 

r(.',  <■")>(,. 

2.  Zu  jedem  Punkte  a  von  9£  gibt  es  mindestens  einen  Punkt  a*" 
von  91',  so  daß: 

r(a,a')<e. 
In  der  Tab,   wir  konstruieren  diese  Menge  St'  durch  transfinite 
Induktion  (Einleitung  §4,  Satz  XIX): 

Sei  «u  ein  beliebiger  Punkt  von  9t;  sei  sodann  a  eine  Ordinal- 
zahl von  Si'i'Sa'   ^""ä   ^^^   jedes   ß <itt    sei    aß   so   gewählt,    daß: 

r{aß.,aß-)^S         (ß'<a,ß"<a). 
Dann  sind  zwei  Fälle  möglich;  1.  Fall:  Es  gibt  in  %  keinen  Punkt  a, 
so  daß: 
(*)  ria,aß)^Q  für  alle  ^<«. 

Dann  ist  die  Menge  aller  a/i(ß  "  a)  der  gewünschte  Teil  91'  von  ?t. 
2  Fall  Es  gibt  m  91  mindesten')  emen  Punkt  a,  für  den  (*)  gilt, 
einen  solchen  Punkt  wählen  wir  dann  für  üa 

Wenn  man  nun,  bei  «  =  0  begmnend,  foitgesetzt  obigen  Schluß 
AHM  endet,  ^o  muß  für  ein  a  aus  ^,  -\-  3.  der  1  Fall  eintreten 
da  man  andernfalls  7U  jedem  f  von  3i  4  32  ^'nen  Punkt  a,  in  W 
erhielte,  so  daß 

I"J  r{u.,a„)^e  (</,<-"  m  3,+  , ;j,), 

das  aber  ist  unmöglich,  denn  diese  a^  würden  in  9t  einen  niehtab- 
zählbaren  Teil  bilden  {Einleitung  §  4,  Satz  XIV),  der  wegen  {**) 
keinen  Häufungapunkt  hatte,  entgegen  der  Aimahme.  Die  Existenz 
des  behaupteten  Teiles  9t'  von  9t  ist  damit  bewiesen. 

Wir  setzen  nun  der  Reihe  nach  ß  =  1,  „-,...,  —  ,  ...  und  erhalten 
so  eine  Folge  abzählbai'er  TeUe  9tj,  9tg,  ....  9t„,  ...  von  9t  mit  fol- 
gender Eigenschaft:  zu  jedem  a  von  9t  gibt  es  in  91^  ein  «',  so  daß: 

K»,«')<i. 

Infolgedessen  bildet  die  Vereinigung 

^1 4-  3is  -i-  -  ■  ■  4-  «„  4-  ■  ■  ■ 

einen  abzählbaren,   in  9E  dichten  Teil  von  9t ,  d.  h.  9t 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Wir  können  nun  feststellen,  daß  in  Satz  III  die  '. 
91  sei  aeparabel,  nicht  entbehrt  werden  kann.  Angenommen  in  der 
Tat,  9(  sei  nicht  separabel.  Nach  Satz  V  gibt  es  dann  in  9t  einen 
nicht  abzahlbaren  Teil  SB  ohne  Häufungspunkt.     Zu  jedem  a  von  9t 
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gibt  es  dann  eine  Umgebung  U  (n),  die  —  außer  etwa  a  selbst  — 
keinen  Punkt  von  S3  enthält.  Jeder  Punkt  von  33  kommt  dann  nuc 
in  einem  einzigen  U  (a)  vor.  Es  kann  daher  nicht  unter  diesen  U  (a) 
abzählbar  viele  geben,  deren  Vereinigung  59  enthält,  und  um  so  mehr 
.gut  dies  von  S. 

Wir  können  noch  Satz  V  umkehren: 

Satz  VI.  Ist  9J  separabel,  so  hat  jeder  nicht  abzählbare 
Teil  von  9£  mindestens  einen  Häufungspunkt. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gebe  in  31  einen  nicht  abzählbaren 
Teil  58  ohne  Häufungspunkt.  Zu  jedem  a  von  SI  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U(a),  die  —  außer  etwa  a  selbst  —  keinen  Punkt  von 
Sd  enthält.  Weil  St  separabel,  müßte  es  nach  Satz  III  unter  diesen 
lt(o)  abzählbar  viele  geben,  in  deren  Vereinigung  S  enthalten  ist. 
Wie  wir  eben  vorhin  sahen,  ist  das  aber  nicht  der  Fall.  Unsere 
Annahme  führt  also  auf  einen  Widerspruch,  und  Satz  VI  ist  be- 
wiesen, 

§  ?.  Separable  Mengen. 

Wir  müssen  nun  zunächst  die  separablen  Mengen  (S.  90)  näher 
untersuchen. 

Satzl.    Die  Mächtigkeit  einer  separablen  Menge  ist^c. 

In  der  Tat,  ist: 
(0)  ff^,  a^,  .. .,  a„, . . , 

ein    in    %    dichter    abzählbarer    Teil    von    91,    so    gibt    es    zu    jedem 
Punkte  a  von  9t  in  (0)  eine  Folge  {«a^},  so  daß: 
lim  n„^  =  n , 

Da  nun  die  Menge  aller  Teilfolgen  {o»^}  von  {«„}  die  Mächtigkeit  c 
hat  (Einleitung  §  7,  Satz  V,  Fußn.  ^),  so  hat  die  Menge  aller  a 
höchstens  die  Mächtigkeit  c,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Jeder  Teil  S5  einer  separablen  Menge  9t  ist 
separabel. 

Angenommen  in  der  Tat,  S9  wäre  nicht  separabel.  Dann  gibt 
es  nach  §  6,  Satz  V  in  So  einen,- abzählbaten  Teil  S8'  ohne  HEufungs- 
punkt.  Da  auch  ^S*  -<  9t,  kann  dann  nach  §  6,  Satz  VI  auch  91  nicht 
separabel.  sein.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  III.  Jede  Punktmenge  des  euklidischen  ffl^  ist  se- 
parabeP). 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  Jß^  ist  ab- 
zählbar (§  1,  Satz  II)  und  dicht   im  91^;    also   ist    der  SR^  separabel. 


'■')  Auch  jode  Msnge  reeller  Zatlen  ist  domnach  separabel. 
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also  (Satz  II)  jede  seiner  Punktmengen.  Damit  ist  Satz  III  be- 
wiesen.    Er  ist  Spezialfall  von^): 

Satz  IV.  Ist  jede  Menge  der  Folge  {^„}  kompakt,  so 
ist  ihre  Vereinigung  eeparabel. 

In  der  Tat,  na«li  §  6,  Satz  V  isb  jede  Menge  9t„  separabel;  es 
gibt  daher  einen  in  at„  dichten  abzahlbaren  Teil  33,,  von  ST^.  Dann 
ist  auch  «1  +  ^2  + .  -  -  +  a3„  -}-  . . .  abzählbar  und  (§  4,  Satz  IX)  dicht 
in  91i  -j-  ^2  +  ■  ■  ■  -f-  S^n  +  ■  ■  -     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.  Ist  3t  8 
fremder  Teile  S8  v 
besitzt,  abzählbar. 

Sei  in  der  Tat  die  abzahlbare  Menge: 

(•) 

dicht  in  31,  und  sei  S  ein  Teil  von  91,  der  einen  inneren  Punkt  !> 
besitzt.     Es  gibt  dann  (§  3,  S.  72)  eüi  e>0,  so  daß: 

U(6;  e)-<58. 
Da   aber  h  Punkt   von  31  und  die  Menge  ( ')  dicht    m   51   ist,   gibt 
es  in  U(6;  g)  und  mithin  in  59  einen  Punkt  aue  (*).     Es  kann  also, 
da  (*)  abzählbar  ist,  auch  nur  abzählbar  viele  solcher  93  geben,    wie 
behauptet. 

Satz  VI.  Ist  9t  separabel,  so  ist  jede  Menge  zu  je  zweien 
fremder,  in  M  offener  Mengen  33  abzahlbar. 

In  der  Tat,  man  betrachte  die  Menge  9t  selbst  als  den  zugrunde 
gelegten  metrischen  Raum.  Jede  m  9t  offene  Menge  95  wird  dann 
eine  offene  Menge,  jeder  Punkt  von  93  daher  ein  innerer  Punkt  von  SS 
(§  3,  S.  72),  und  Satz  VI  folgt  aus  Satz  V. 

Ein  Spezialfall  von  Satz  VI  sei  noch  eigens  formuliert; 

Satz  Via.  Ist  9t  separabel,  so  ist  die  Menge  aller  iso- 
lierten Punkte  von  91  abzählbar. 

In  der  Tat,  ist  5  ein  isolierter  Punkt  von  9E,  so  ist  die  aus 
dem  einzigen  Punkte  h  bestehende  Menge  SQ  offen  in  9t,  also  ist 
tatsächlich  Satz  Via  Spezialfall  von  Satz  VI. 

Ein  anderer  Spezialfall  von  Satz  VI  besagt: 

Satz  VII.  Im  euklidischen  9}^  ist  jede  Menge  zu  je  zweien 
fremder  Intervalle  abzahlbar^). 

'^)  Denn  der  ffl^  ist  Vereinigung  abzählbar  vieler  kompakter  Mengen,  z.  B. 
abzahlbar  vieler  abgeachloBseiier  Intervalle. 

')  Ein  Spezialfall  hiervon  ist  Satz  II  von  Einleitung,  g  5. 
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Ferner  ergibt  Satz  VI,  zusammen  mit  den  Sätzen  SIII  und  XVI 
von  §  5: 

SatzVm.  Eine  offene  Menge  des  3ij  ist  Summe  abzähl- 
bar vieler  Gebiete. 

Benutzt  man  noch  §  5,  Satz  X,  so  hat  man: 

Satz  IX.  Eine  offene  Menge  des  3!^  ist  Summe  abzähl- 
bar  vieler  offener  Intervalle. 

Im  9S^  tritt  an  Stelle  dieses  Satzes: 

Satz  X.  Eine  offene  Menge  91  des  %  ist  Vereinigung 
abzählbar  vieler  offener  Intervalle^). 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  einer  offenen  Menge  9(  des  SR^ 
gibt  ea  ein  a  enthaltendes  offenes  Intervall  ^{a),  das  Teil  von  8f  ist 
(§  3,  S.  72).  Da  dann  5(  die  Vereinigung  aller  dieser  ^  (a)  ist,  lehrt 
das  verallgemeinerte  Boreische  Theorem  §  6,  Satz  IV,  daß  91  auch 
Vereinigung  abzählbar  vieler  dieser  ^  (a)  ist,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Allgemein  gilt; 

Satz  XI.  Ist  W  eine  separable,  offene  Menge,  so  gibt 
es  in  9t  abzählbar  viele  Punkte 


und  zu  jedem  a^^  ein  e„>0,  so  daß: 

9t=viKie,)  +  ii(«,;e,)+--- +  «(«„;&)  +  ■■■ 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  einer  offenen  Menge  gibt  es 
(§3,  SatzV)  ein  e>0,  so  daß 

U(a;e)-<91. 
Dann  ist  91  die  Vereinigung  aller  dieser  U(a;  q),  und  §  6,  Satz  IV  ergibt 
die  Behauptung. 

Wir  beweisen  nun  zwei  Sätze  über  monotone,  wohlgeordnete 
Mengen  abgeschlossener  oder  offener  Teile  einer  separablen  Menge"). 

Satz  XII.  Sei  %  separabel;  dann  ist  jede  wohlgeordnete 
Menge  M  in  9t  abgeschlossener  Mengen,  deren  jede  echter 
Teil  aller  folgenden  (vorhergehenden)  ist,  abzählbar. 

Seien  in  der  Tat  §!„  (((^=  1,  2, ., .)  die  Mengen  von  M.  Indem 
wir  91  für  den  metrischen  Raum  91  wählen,  können  wir  annehmen, 
die  a(„  seien  abgeschlossen.     Sei  ferner 


')  Die  aber  im  allgemeinen  nicht  zu  je  zweien  frei 
können. 

')  P.  Hausdorff,   Gruiidz.  d.  Mengenlehre,  275. 
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eine   in    3(    dichte    abzählbare    Punlitmenge. 
gebtingeni 


ifit  dann  ebenfalls  abzählbar. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall: 

2t„-<  2t„'      wenn      a  <  a'. 
Es  gibt  dann  in  5I„+i  einen   nicht  in  Sta   enthaltenen  Punkt  a.     Da 
9Io  abgeschlossen,  gibt  es  eine  zu  9to  fremde  Umgebung  U(a)  und  mit- 
hin unter  den  Mengen  (*)  eine,    die  a  enthält  und  zu  8Ia  fremd    ist, 
etwa  \l\a„^;—j.    Dann  ist  notwendig 

(-)  "u (..,i)  +  U  (»..,;  A)     „„„    „->„, 

denn  es  ist  U  \a„^,;  —^\  fremd  zu  9ta+i,  während  U  (a„^;  — j  den 
Punkt  o  von  S[„+i  enthält.  Da  es  aber  nur  abzahlbar  viele  Mengen 
(*)  gibt,  kann  'es  auch  nur  abzählbar  viele  Mengen  %„  geben,  wie 
behauptet. 

Betrachten  wir  sodann  den  Fall: 

SI„>W„'  wenn  «<«'. 
Es  gibt  dann  in  "&„  einen  nicht  in  9t„+i  enthaltenen  Punist  a,  und 
daher  in  f*)  eine  Menge  U  (a„^;  — ],  die  a  enthält  und  zu  Wo+i  fremd 
ist.  Wieder  gilt  (**),  da  U  («b„; — )  zu  9ta+i  fremd  ist,  während 
U  \a„^, ;  ^j  einen  Punkt  von  Sic'  und  mithin  von  %,+i  enthält.  Im 
übrigen  sehließt  man,  wie  vorhin.     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen, 

Satz  XIII.  Sei  Staeparabel;  dann  ist  jede  wohlgeordnete 
Menge  M  in  at  offener  Mengen,  deren  jede  echter  Teil  aller 
folgenden  (vorhergehenden)  ist,  abzählbar. 

In  der  Tat,  sind  wieder  ?!„  die  Mengen  von  M,  und  setzt  man: 

*8„=sr— ar^, 

so  bilden  die  SB«  eine  wohlgeordnete  Menge  N  in  91  abgeschlossener 
Mengen,  deren  jede  echter  Teil  aller  vorhergehenden  (folgenden) 
ist.  Wegen  Satz  XII  muß  N  abzahlbar  sein,  daher  auch  M,  wie 
behauptet. 

In  separablen  Mengen  gelten  einige  wichtige  Sätze  über  Kon- 
denaationspunkte  (§3,  S.  69). 
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Satz  XIV.  Eine  nicht  abzahlbare,  separable  Menge  St 
enthält  mindestens  einen  ihrer  Kondensationspunkte. 

Angenommen  in  der  Tat,  kein  Punkt  von  at  wäre  Kondenaations- 
punkt  von  21 .  Zu  jedem  Punkte  von  a  gibt  es  dann  eine  Umgebung 
U(a),  so  daß  U(a)-?t  abzählbar.  Nach  dem  verallgemeinerten  Borel- 
schen  Theorem  (§6,  Satz  IV)  gibt  es  unter  den  Mengen  ll(a)-9t  ab- 
zählbar viele,  deren  Vereinigung  ?!  ist.  Also  wäre  91  abzablbar, 
gegen  die  Annahme.     Damit  ist  Satz  XIV  bewiesen. 

Aus  diesem  Satze  fließen  viele  wichtige  Folgerungen.  Vor  allem 
können  wir  nun  Satz  V  und  VI  von  §  6  in  folgender  Weise  er- 
gänzen : 

Sats!  XV.  Damit  eine  nicht  abzählbare  Menge  9t  sepa- 
rabel  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  jeder  nicht 
abzählbare  Teil   von  9(  einen  Kondensationapunkt   besitze. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  enthalten  in  der  Be- 
hauptung von  Satz  XIV, 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  dies  ist  enthalten  in  der  Be- 
hauptung von  Satz  V,  §  6. 

Satz  XVI.  Ist  9t*  die  Menge  aller  Kondeusationspunkte 
der  separablen  Menge  9t,  so  ist  jeder  Punkt  von  3t*  auch 
Kondensationspunkt  von  9l-ä*, 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  2t*,  d,  h.  ein  Kondensations- 
punkt von  9[.  Wäre  er  nicht  Kondensationspunkt  von  9t  9(*,  so  gäbe 
es  eine  Umgebung  U(«),  so  daß  ]X{a)-%%*  abzählbar.  Nach  Satz  XIV 
ist  die  Menge: 

U(ffl)-9r  — U(«)-9t9i* 

abzahlbar,  weil  sie  keinen  ihrer  Kondensationspunkte  enthält.  Also 
wäre  auch: 

U(fl)-St  =  U(a).9I9t*  +  (U(a)-9t  — U(a)-2t9t*) 

abzahlbar,  entgegen  der  Annahme,  daß  a  Kondensationapunkt  von  9£. 
Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Daraus  folgt  sofort: 

Satz  XVII.  Ist  91*  die  Menge  alter  Kondensationspunkte 
der  separablen  Menge  9t,  so  ist  sowohl  9t*  als  9t3t*  ineich- 
dieht. 

Und  da  9t*  abgeschlossen  ist  (§  3,  Satz  IX): 

Satz  XVin.  Die  Menge  aller  Kondensationspunkte  einer 
separablen  Menge  ist  perfekt. 

Wir    knüpfen    an    den    in    §  4,    S.   76    eingeführten 
inaichdichten  Kernes  und  der  separierten  Mengen  an, 

Hshn,  Theoria  aet  reellen  Funktionen.  I. 
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Sa(2  XIX.  Der  insichdiohte  Kern  einer  nicht  abzähl- 
baren separablen  Menge  ist  nicht  leer. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XIV  und  XVII  ist  gt?l*  ein  nicht  leerer, 
insichdiehter  Teil  von  ?t.     Daher  weiter: 

Satz  XX.  Eine  separable  und  separierte  Menge  ist  ab- 
zählbar. 

Hieraus  zusammen  mit  §  4,  Satz  VII  folgt: 

Sata  XXI.  Jede  separable  Menge  St  ist  Summe  einer  in  % 
perfekten  und  einer  abzälilbaren  Menge. 

Ist  insbesondere  21  abgeschlossen,  so  ist  (§  2,  Satz  Illa)  jede  in 
31  perfekte  Menge  perfekt,  und  Satz  XXI  ergibt: 

Satz  XXII.  Jede  separable  abgeschlossene  Menge  ist 
Summe  einer  perfekten  und  einer  abzählbaren  Menge. 

Dies  kann  noch  wesentlich  präzisiert  werden,  wenn  wir  die  Ab- 
leitungen von  ST  heranziehen.  Da  9£''+^  die  Menge  aller  Häufungs- 
punkte von  2t"  ist,  so  ist  dann  und  nur  dann  at"'"^^^  St",  wenn  St" 
perfekt;  dann  aber  ist  auch  ?["'==  91"  für  a' '^  a.  Wir  folgern 
daraus : 

Satz  XXm.  Unter  den  Ableitungen  2t"  einer  separablen 
Menge  3t  gibt 'es  eine  perfekte,  deren  Index  a  zu  3i4~Si 
gehört.     Insbesondere  ist  also  St""  perfekt*). 

In  der  Tat,  andernfalls  wäre  für  jedes  a  aus  ^i+Sa  "^i«  ^^■ 
leitung  Sp+i  echter  Teil  von  31°,  und  da  3i4~3a  nicht  abzählbar 
(Einleitung  §4,  Satz  XIV),   steht  dies  in  Widerspruch  zu  Satz  XII. 

Satz  XXIV.  Der  insichdichte  Kern  einer  separablen 
abgeschlossenen  Menge  3t  ist  identisch  mit  jeder  der  per- 
fekten Ableitungen  von  at,  insbesondere  also  mit  St""',  und 
die  Zerlegung  von  Satz  XXII  kann  geschrieben  werden: 

In    der  Tat,    jeder   insichdichte  Teil  von  9t   ist   Teil   jeder  Ab- 
leitung von  9t;  insbesondere  gilt  also,  wenn  W  eine  perfekte  Ableitung 
von  3t  ist,  für  den  insichdichten  Kern  Sl  von  St: 
(*)  ff-<91''. 

Da  2t  abgeschlossen,  ist 


Da  femer  91",  weil  perfekt,  auch  in  sich  dicht  ist,  folgt  aus  der  De- 
finition von  S: 


(*•) 


')  Darin  bedeutet  <a^  die  Anfangszahl  von  3j  (Einleitung  §  4,  S 
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also  wegen  (*)  und  (**): 

Nach  Satz  XXIII  abec  kann  a<im^  angenommen  werden;    also  ist 


und  Satz  XXIV  ist  bewiesen. 

M^r  erhalten  nun  noch  folgende  Verschärfung  von  Satz  XXII. 

Satz  XXV.  Jede  separable  abgeschlossene  Menge  ist 
Summe  einer  perfekten  und  abzählbar  vieler  isolierter 
Mengen. 

In  der  Tat,  da  es  unter  jeder  Menge  von  Ordinalzahlen  eine 
kleinste  gibt  (Einleitung  §  i,  Satz  XI},  so  gibt  es  unter  den  per- 
fekten Ableitungen  von  13  eine  erste,  d.  h.  eine  von  kleinstem  Index; 
es  sei  dies  St"».    Dann  ist,  da  Sf^-^St; 

01=  JE" +  01—11'-«) 
Zu  jedem  Punkte  \on  S(  dei  nicht  zu  H  "  gehoit  gibt  e',  eine  erste 
Ableitung  Sl"  (0  <C  o  (  ^  der  er  mcht  angehört  und  zw  ai  ist  dann  « 
keine  Grenzzahl^}  und  ee  ist  dahei  a  ein  Punkt  \on  §["-i  —  gf. 
Es  ist  also  9[  —  ^"o  die  bumme  allei  "^  —  %  wo  c  alle  Ordinal- 
zahlen 0-<fi^«o  durchlauft  mit  Ausnahnie  dei  Gienzzahlen,  oder 
was  dasselbe  heißt   die  Summe  aller  sij"^  n^+i     (O^f  '^  dg). 

Da  Sf"*"*  die  Menge  aller  Haufung-ipunkte  \on  ?t"  ist,  so  ist 
^t"  —  §1"+^  isoliert;  und  da  nach  Satz  XXIII  die  Ordinalzahl  a^  zu 
Bi^"  Sa  gehört,  also  die  Menge  der  Ordinalzahlen  0^«<;(Iq  ab- 
zählbar ist,  ist  Satz  XXV  bewiesen. 

§  8.   Vollständige  Mengen. 

In  Anlehnung  an  Einleitung  §  6,  Satz  IX  wollen  wir  die  Punkt- 
folge {»„}  eine  Cauchyscbe  Folge  nennen,  wenn  ee  zu  jedem 
e|>0  ein  n  gibt,  so  daß: 

(0)  r(a„.,ß„")<e     für     n'>n,n,"^n. 

Damit    völlig    gleichbedeutend    (vgl.  Einleitung  §  6,  Satz  X)    ist    die 
Bedingung:  zu  jedem  e>.0  gibt  es  ein  n,  so  daß: 

r(an,aw)<e     für     n'^n. 

Satz  I.    Jede  gegen  einen  Punkt  a  konvergierende  Folge 

ist  eine  Cauchysche  Folge. 

Sei  in  der  Tat: 

lim  a„^=a. 


^)  Denn  ist  a  Grenzzahl,  eo  ist  91"  der  Durchschnitt  aller  W  (ß  -<  a). 
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Ist  e  >  0  beliebig  gegeben,  eo  ist 

r(«,„«)<C—     für  fast  alle  n, 
also,  wegen  der  Dreiecksüngleichung: 

für  fast  alle  n'  und  fast  al!e  n".  Das  aber  ist  gleichbedeutend  mit  (0), 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Die  Umkehrung  von  Satz  I  gilt  nicht  allgemein.  Sei  z,  B,  SR 
die  Menge  aller  Punkte  iK>-0  des  gt^.  Dann  ist  die  Folge  l-  i 
eine  Cauclivche  Foi^e     ohne  einen  Grenzpunkt  in  9! 

Eine  Punktmengp  91  heißt  lolletändig^),  wenn  jede  Gauch 
Folge   («„}  aus  *t   einen  zu   Sl  gehörigen  Grenzpunkt  besitzt.     Aus 
dieser  Definition  folgt  sofort 

Satz  II      Jede  \  oüstnndige  Menge  ist  abgeschlossen. 

In  der  Tat,  ist  91  nicht  abgeschlossen,  so  gibt  es  in  9t  eine 
Folge  («„},  so  daß 

lim  «„  =^ « 

nicht  zu  %  gehört.  Nach  Satz  I  ist  [a^}  eine  Cäuchysche  Folge; 
sie  besitzt  zwar  einen  Grenzpunkt,  aber  er  gehört  nicht  zu  3f.  Also 
ist   §t  nicht  voUatändig. 

Satz  in.  Jeder  abgeschlossene  Teil  einer  voüständigen 
Menge  ist  vollständig. 

Satz  IV.  Jede  abgeschlossene  und  kompakte  Menge  9t 
ist  vollständig. 

Sei  in  der  Tat  {«„}   eine   Cäuchysche  Folge  aus  91.     Weil   % 
kompakt,  gibt  es  eine  Teilfolge  {««,,}  mit  Grenzpunkt: 
f*)  limcrH^  =  fl. 

Weil  9t  abgeschlossen,  gehört  a  zu  9t,  Weil  {((„}  eine  Cäuchysche 
Folge,  gibt  es,  wenn  s^O  beliebig  gegeben,  ein  n,  so  daß: 

(••)  >■(...  ».-Xl     ffir     «ai,     ,'2*. 

Wegen    {*)   gibt  es    ein   w,>.n,    so   daß: 

f;^) rK..«)<f 

')  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  M.  If'r^ohet,  Bend.  Pal.  22  (1906), 
'.;8;'dor  Na-me  Btammt  von  F.  Hausdorff,  Grandz.  d.  Mengenlehre,  315. 
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und  wegen  (**)  ist  auch 

(V)  >■(».. «..)<|    f"   «äü. 

Aus  (***j,  ^*^*J  folgt  vermöge  der  Dreieekaungleichang; 

r(»,„»)<.     für     »>i.. 
Das  aber  heißt: 

lim  a^j^^a. 

Und  da  a  zu  91  gehört,  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.  Jeder  abgeschlossene  Teil  eines  euklidischen 
SR^  ist  vollständig. 

Nach  Satz  III  genügt  es  zu  zeigen,  daß  9ij^  selbst  vollständig 
ist.     Sei  (a,,}  die  Folge  der  Punkte: 

Wegen: 

\xi,„-  —  Xi^^'-\<r{a„',a„")  (i— 1,  2,...,k) 

genügt,  wenn  {ä,,}  eine  Cauohyache  Folge  ist,  die  Zahlenfolge  {xj,„} 
der  Cauchysehen  Bedingung  (Einleitung,  §  6,  Satz  IX),  und  ist  also 
eigentlich  konvergent: 

hmxi,„=^Xi         (i  =  l,2,  ...,k). 

Setzen  wir: 

60  ist  nach  §  l,  Satz  VI: 

und  da  a  ein  Punkt  des  S,,,  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Jeder  o-Durchsehnitt  ^  in  einer  voüständigen 
Menge  91,  dessen  insichdichter  Kern  nicht  leer  ist,  hat 
einen  perfekten  Teil  E  der  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  es  gibt  (§  2,  Satz  Xll)  eine  Folge  offener  Mengen 
{58„),  so  daß; 

Sei  S*  der  insichdichte  Kern  von  %  und  seien  <>,,;  a^  Punkte  von  ^. 
Dann  gibt  es  ein  q^: 

so  daß  die  abgeschlo.^senen  Umgebungen  l\{%',(>i),  U(«,;yj)  folgende 
Eigenschaften  haben: 

1.  sie  sind  fremd; 

2.  sie  liegen  in  ®^. 
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In  der  offenen  Umgebung  U(ai,;  gj  {i^^=0,  l)  gibt  es,  da  S  iosieli- 
dicht,  also  jeder  Punkt  von  §:  auch  Häufungspunkt  von  SJ  ist,  zwei 
Punkte  Oi,,o,  flt,,i  von  ^,  und  es  gibt  ein  g^: 

SO  daß  U{a-i^,ol  ei)}  Ö(aj,,i;Po)  folgende  Eigenschaften  haben; 

1.  sie  sind  fremd; 

2.  sie  liegen  in  SS.ji 

3.  sie  liegen  in  U(«i,;ei)- 

Nun  gibt  es  wieder  in  U(a,-,,ij:  ^j)  (ii,iä=0,  1)  zwei  Punkte  «(,,,-„0, 
«ii,  fa,  1  '^'on  Ä  und  ein  p^: 

SO  da,ß  U(ai,.i^,ol  8g)<  ^{^„u.i'Qs)  drei  Eigenschaften  haben,  wie  sie 
eben  für  Ö(((,-,,  f^;  ß^)  formuliert  wurden. 

In  dieser  Weise  kann  man  weiter  schließen,  und  erhält  zu  jeder 
endlichen  Zifferafolge  i^^,i^,...,i^,   die  nur  aus  Ziffern  0,1   besteht, 

einen  Punkt  ai,.i^ ,„  von  S  mit  einer  abgeschlossenen  Umgebung 

»K... ..-.eJ.'^önn: 

von  folgenden  Eigenschaften: 

1.     Zu  verschiedenen  ji  -  gliedrigen  Zifiernfolgen  i^,ij,...,  t„  ge- 
hörige U(a;j,  ij,  .,,,(„;  ß„)  sind  fremd. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  11^  die  Vereinigung  aller  U  {a/^,  (^ , . . . ,  i„ ;  Q„) 
und  setzen: 

Nach  Satz  II  ist  9i  abgeschlossen,  also  ist  auch  S  als  Durch- 
schnitt abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen  (§  2,  Satz  VI),  und 
da  nach  Eigenschaft  2.  der  U: 

so  ist  auch 

ISO- 

Jeder  Punkt  von  S  gehört  zu  einer  und  nur  einer  der  Mengen 

U(ai,;5j,   zu  einer  und  nur  einer  der  Mengen  U(a,-,.  ^Ißj)  usf.,  wo- 

.    durch  jedem  Punkte  von  ß  in  eindeutiger  Weise  eine  Ziffemfolge, 
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bestehend  aus  den  Ziffern  0,  1: 
(0)  i,,i„....,i„,...  (i„  =  0,l) 

zugeordnet  ist.     Umgekehrt  entspricht  jeder  aolchen  Zifferafolge  ein 
und   nur   ein   Punkt   von   S.     Denn   zunächst   liefert   uns   (0)   eine 
Punktfolge  aus  5E: 
(00}  «i,,ßj„f,,...,a<t,i, .•„,  ... 

Sie    ist   eine  Cauchysche   Folge;    denn  wegen  Eigenschaft  3.  der  U 

liegen  für  n'^m   alle  Punkte  der  Folge  (00)   in    \l{<ii^,i i~)Q„)' 

es  ist  also: 

'"(«.■i,i,,..-,<«.«.i.'..-..,v)<e>,^2,;     *»'■     n'ä«- 

Weil  31  vollständig,  hat  also  die  Folge  (00)  einen  zu  3t  gehörigen 
Grenzpunkt,  der  —  weil  zu  allen  Ö„  gehörig  —  auch  zu  ß  gehört. 
Wie  ans  Eigenschaft  1.  der  Ü  folgt,  liefern  verschiedene  Folgen  (O) 
auch  verschiedene  Punkte  von  15 .  Die  Punkte  von  ß  können  also  in 
eineindeutiger  Weise  den  Ziffernfolgen  (0)  zugeordnet,  und  daher  durch 

(000)  «.•,,<■„.,.,.■„.,..         («„  =  0,1} 

bezeichnet  werden. 

Sei  U  irgendeine  Umgebung  des  Punktes  (000).  Für  fast  alle  n 
(z,  B.  für  II  ^  ng)  ist: 

u(«^.,i.,...,i.;e,.Xw. 

Also  enthält  U  alle  Punkte  von  S,  deren  «„  erste  Indizes  mit  denen 
von  (000)  übereinstimmen;  also  ist  K  insichdicht  und  mithin,  weil 
abgeschlossen,  auch  perfekt. 

Da  femer  zwischen  den  Folgen  (0)  und  den  Punkten  von  S 
eine  eineindeutige  Zuordnung  besteht,  die  Menge  der  Folgen  (O)  aber 
(d.  h.  die  Menge  aller  Belegungen  der  natürlichen  Zahlen  mit  ,den 
Ziffern  0,  l)  die  Mächtigkeit  2''»=^c  hat  (Einleitung  §7,  Satz  V),  so 
hat  auch  (S  die  Mächtigkeit  c.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  wollen,  um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  die  Menge 
aller  derjenigen  Punkte  (000)  von  E,  in  denen  nicht  fast  alle  t„ 
den  Wert  0  oder  fast  alle  i„  den  Wert  1  haben,  als  den  Hauptteil 
von  S  bezeichnen.     Dann  gilt: 

Satz  Vn.      Wird  jedem   Punkte   ai„i ,i,,..,    des  Haupt- 

teiies  %  der  Menge  S  von  Satz  VI  die  Zahl 

3  +  "^  +  ---+#  +  --- 
zugeordnet,  so  ist  dies  eine  eineindeutige  Abbildung  von  ® 


y  Google 


104  Punkt  mengen. 

auf  die  Menge  5ffi  allec  Zahlen  aus  (0,  1),  die  nicht  endliche 
Systembrüche  der  Grundzahl  2  sind,  und  diese  Abbildung 
ist  samt  ihrer  Umkehrung  stetig^). 

In  der  Tat,  daß  dies  eine  eineindeutige  Abbildung  von  %  a«f  9S 
ist,  ist  evident;  es  ist  nur  die  behauptete  Stetigkeit  zu  beweisen. 
Sei  zu  dem  Zwecke  a  ein  Punkt  aus  3)  und  {a^)  eine  Punktfolge 
aus  ®,  und  es  sei: 

(•)  '•=,'™'"' 

Sei  a  der  Punkt    ff,-,,,-, {,i,...  und  a^  der  Punkt  o^M, /^),  ,..,/'■),.. . 

Da  a  in  Ü(tii,^(j,...,,-„^^;  g,,^,)  und  mithin  in  U(t(i,,,-s i,,' Q,^  bogt, 

müssen  wegen  (*)   auch  fast  alle  a„  in  U(öii,,-j ü',  ßj  liegen,  und 

infolgedessen  ist  bei  beliebig  gegebenem  n: 

(**)  iM  =  i^ ,  ijr)  ^  j-^  ^  . , . ,  iM  =  i^     für  fast  alle  r . 

Die  den  Punkten  a  und  a^  zugeordneten  Zahlen  sind  gegeben 
durch : 

Wegen  (**)  ist  also  bei  beliebig  gegebenem  n: 

\x^^  x\<^_     y  — ;  =  —     für  fast  alle  v, 

d.  h.  es  ist 

(*^*)  lima:v  =  ic, 

und  die  Abbildung  von  %  auf  9)i  ist  stetig. 

Sei  umgekehrt  x  ein  Punkt  aus  10t,  {x^}  eine  Punktfolge  aus  W, 
für  die  (*^*)  gilt,  und  seien  (***)  die  Darstellungen  von  x  und  x^ 
als  Systembrüche  der  Grundzahl  2.  Da  in  der  Darstellung  von  x 
nicht  fast  alle  i^  =  0  oder  fast  alle  i;.  =  1  sind,  so  ist : 

und  infolgedessen  gilt  wegen  (*^*)  auch  für  fast  alle  v; 


')  Eine  Abbildung  der  Menge  91  auf  die  Menge  ^  heißt  stetig,  wenn 
sie  folgende  Eigenschaft  hat:  Ist  {a„}  eine  Punktfolge,  a  ein  Punkt  aus  91, 
nnd  ist  b„  dae  Bild  von  a„,  h  das  Bild  von  a,   so  folgt  aus  lima„^a  auch 

lirQ&,i  =  6,    Wir  kommen  auf  den  Begriff  der  Stetigkeit  einer  Abbildung  auß- 

führlicti  zurück  in  Kap,  II,  §  6, 
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2j  2>:  <  '^-  <  ^  2''"  "^  2^  ' 

und   mithin   gilt   auch  (**).     Für  fast  alle .  v   liegt  also  der  x^   zu- 

geordnete  Punkt  Ov'^aiM,  jM jW,..,   in  ü(ffli,, ia, ...,*»;  pj^  worin 

auch  der  x  zugeordnete  Punkt  ffi=^a;^_j i„, . . .  liegt.    Es  ist  also, 

r(a,  a^)^2p„<— — j     für  fast  alle  v, 

und  da  dies  für  jedes  n  gilt,  ist: 

Iimr(«,  ffl„)  =  0,     d.h.     lima^  =  a. 

Es  ist  also  auch  die  Abbildung  von  9)f  auf  S  stetig,  und  Satz  VII 
ist  bewiesen. 

Satz  VIII.  Die  perfekte  Menge  g  von  Satz  VI  kann  als 
nirgends  dicht  in  Sß  angenommen  werden. 

Um  dies  einzusehen,  ändern  wir  den  Beweis  von  Satz  VI  in 
folgender  Weise  ab :  Wir  gehen  statt  von  zwei  nun  von  drei  Punkten 
«(,,  a^,  a,  von  S  aus  und  bilden,  ganz  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI; 
zu  jedem  von  ihnen  eine  Umgebung  U(ai,;ßi)  (%  =  0,  1,  2);  All- 
gemein werden   beün   «-ten  Schritte   in   U(([i,,  ij .,..  („„j;  Q„^i)    drei 

Punkte   «i,,i,,...,w-,,oi    "ti.i, *»-j,i'   '^i,*a.--.<>i-i,  2  gewählt  und 

zu  ihnen  Umgebungen  U(oi,,i, i,,\8n)  gebildet,  die  dieselben  Eigen- 
schaften haben,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI,  nur  daß  nun  i^,  i.^,  .'..,  i„ 
die  drei  Werte  0, 1,  2  haben  können. 

Mit  Ü„  bezeichnen  wir  nun  die  Vereinigung  derjenigen 
^("ii.ts. •-■i'»'  ön)'  ^^  deren  Ziffomfolge  (j,  ij, . . .,  i„  keine  1  vorkommt. 
Setzen  wir  wieder 

S  =  3t-Ui-Ü,-...-Ü„-..., 

80  erkennen  wir  wie  früher^),  daß  S  ein  perfekter  Teil  von  S  ist. 
Wir  haben  nur  noch  zu  zeigen,  daß  S  nirgends  dicht  in  S  ist. 

Sei    zu   dem  Zwecke  a^ai,^i,....,i, irgendein  Punkt  von  S 

und  U  eine  Umgebung  von  a.     Es  gibt  dann  ein  n^,  so  daß: 

ii(«<„.. ,■..';?..)-<  u. 

und  infolgedessen  auch 

_____^  u  («*„(, .„,,i;e„..J<u. 

')  Nnr  haben  jetzt  in  (0)  und  ebenso  in  (000)  die  i„  die  Werte  0  und  2. 
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Und  dain  U(a,-,,,-j_.,^j„  ,i;^„  ^j)  zwar  der  Punkt  ffli,,,-j ;„  ,],o,...,  o,... 

von  S,  aber  kein  Punkt  von  S  Hegt,  ist  g  nirgends  dicht  in  S, 
und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Sata  rS^),  Ein  o-Durchaehnitt  58  in  einer  separablen 
vollständigen  Menge  9£  ist  abzählbar  oder  von  der  Mächtig- 
keit c,  je  nachdem  sein  insiehdichter  Kern  leer  iat  oder 
nicht. 

In  der  Tat,  ist  der  insiehdiohte  Kern  St  von  S8  leer,  so  ist  SB 
abzählbar  nach  §  7,  Satz  XIX.  Ist  S  nicht  leer,  so  hat  i8  nach 
Satz  VI  eine  Mächtigkeit  ^  c ,  und  mithin  nach  §  7,  Satz  I  genau  die 
Mächtigkeit  c. 

Satz  X.  Eine  separable,  vollständige  Menge  ®  ist  ab- 
zählbar oder  von  der  Mächtigkeit  c,  je  nachdem  Sl™'  leer 
iat  oder  nicht, 

In  der  Tat,  naeh  Satz  II  ist  St  abgeschlossen.  Nach  §  7,  Satz 
XXIV  ist  W'  der  insichdichte  Kern  von  %.  Durch  Anwendung 
von  Satz  IX  folgt  also  Satz  X. 

Satz  XL  Ist  die  separable,  vollständige  Menge  St  ab- 
zählbar, ao  sind  ihre  Ableitungen  von  einer  beatimmten  an 
leer;  ist  il  auch  kompakt,  so  ist  der  Index  der  ersten 
leeren  Ableitung  eine  isolierte  Zahl  aus  3i4~33- 

In  der  Tat,  nach  §  7,  Satz  XXIII  gibt  es  unter  den  Ableitungen 
von  91  eine  perfekte  9t",  deren  Index  «  zu  3iH~3ä  gehört.  Da  91" 
perfekt,  ist: 

91«' =  91"     für     a'->r!., 

insbesondere  ist  also  auch 

9[-=.9£"'i. 

Nach  Satz  X  aber  ist  %"'!  leer.  Es  ist  also  auch  91"  und  mit- 
hin für  a'~^ü  auch  91"'  leer.  Ist  insbesondere  a  der  kleinste  Index, 
für  den  9t"  leer  ist,  und  ist  9t  kompakt,  so  iat  nach  §  3,  Satz  XIX 
ft  keine  Grenzzahl,  womit  Satz  XI  bewiesen  ist. 

Satz  XII.  Jede  nicht  leere,  in  einer  separablen,  voll- 
ständigen u'nd  perfekten  Menge  offene  Menge  S  hat  die 
Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  als  Durchschnitt  einer  offenen  und  einer  insich- 
dichten  Menge  (§  3,  Satz  XII)  ist  ^  insichdicht  (§  4,  Satz  II),  also 
is;  der  insichdichte  Kern  von  SB  nicht  leer,  und  Satz  XII  folgt 
aus  Satz  IX, 

Satz  XUI.      Eine    separable,     vollständige    und    perfekte 

')  Dieser  Satz  rührt  hör  von  W.  H.  Young,  Leipz.  Ber,  55  (1903),  287. 
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Menge   9t    ist    identisch  mit    der  Menge   ^l*    ihrer  Koiiden- 
sationspunkte. 

In  der  Tat,    da  91  abgeschlossen,   und  da  jeder  Kondensations- 
punkt  auch  Häufungspunkt,  so  iatr 
(t)  9(*<?t, 

Sei  sodann  a  ein  Funkt  von  9{  und  U(«)  eine  beliebige  Um- 
gebung von  a.  Nach  §4,  Satz  II  ist  ebenso  wie  91  auch  ^-Ula)  in- 
sichdicht.  Es  ist  also  9t-U(a)  ein  o- Durchschnitt  in  9t,  dessen  in- 
aichdichter  "Kern  nicht  leer  ist.  Nach  Satz  IX  hat  also  9t  ■  II  (a)  die 
Mächtigkeit  c,  d,  h.  n  ist  Kondensationspunkt  von  9(.  Und  da  a 
ein  beliebiger  Punkt  von  91  war,  ist: 

(tt)  9K9(*. 

Aus  ("i-)  und  (It)  aber  folgt  9t=^9t*    und  Satz  XIII  ist  bewiesen. 

Satz  XIV>}.  Ist  9i  von  erster  Kategorie  (§  4,  S.  81)  in  der 
vollständigen  Menge  S,  so  hat  59  —  9195  einen  o-Durchschnitt 
in  S9  zum  Teil,  der  in  ^  dicht  ist. 

In  der  Tat,  indem  wir  nötigenfalls  9(  durch  9t©  ersetzen, 
können  wir  annehmen,  es  sei  91-<SÖ.  Da  9t  von  erster  Kategorie 
in  5ß,  so  ist: 

9t  =  9ti  +  ?^ä  +  ■  ■  ■  +  ^'« -f- ■  ■ - 
■wo  jedes  9t„  nirgends  dicht  in  ffl.     Nach  §  4,  Satz  XXI  können  wir 
annehmen : 

Dann  ist  auch: 

und    nach    §  4,    Satz  XV    ist    auch    91,°  nirgends    dicht   in  SB.     Wir 

'""'''  SS-Sl,;-l£.; 

dann  ist  (ä,_  offen;   wegen  (*}  ist: 

&>(£„,. 

'»'•»■»'^  9-«l>.8lS.6,...(5 

WO  die  rechts  stehende  Menge: 

a3'=sö6je,...e^... 

ein  o-Durchschnitt    in   50    ist.     Bleibt   zu    zeigen,    daß    er   dicht   in 


'■)  Dieser  und  die  folgenden  Sät «o  atammor 
Ann.  di  niat.  (3)  3  (1899),  65. 
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Sei  zu  dem  Zwecke  ß  irgendeine  offene  Punktmenge,  derai-t 
daß  SS9  nicht  leer  ist.  Es  genügt  zu  zeigen,  daß  es  in  E  SS  einen 
Punkt  von  33'  gibt. 

Da  9t?  nirgends  dicht  in  S,  gibt  es  in  gSÖ  einen  nicht  zu  StJ 
gehörigen  Punkt  von  5ß,  d.  h.  einen  Punkt  b^  von  SS^.  Sodann 
gibt  es  ein  q^: 

so  daß  U(i'i;  ßj)  sowohl  in  g  als  in  Sj  liegt.  Ebenso  gibt  es  in 
U(6i;e^)  einen  Punkt  h^  von  SE^,  und  ein  g^: 

SO  daß  Ü{b^;Q^)  sowohl  in  ^  als  in  Uife,;  ß^)  liegt  usw.  Wir 
erhalten  so  eine  Punktfolge  {b^^}  aus  iß,  die  offenbar  eine  Cauchysche 
Folge  ist.  Ihr  zu  S9  gehöriger  Grenzpunkt  gehört  allen  U(5„;  e„)  an, 
liegt  mithin  sowohl  in  ®,  als  in  jedem  58  E„,  er  ist  also  ein  zu  i8' 
gehöriger  Punkt  von  58  S,  wie  behauptet.  Damit  ist  Satz  XIV  be- 
wiesen. 

Wir  wollen  nun  eine  Menge  relativ-vollständig  nennen,  wenn 
sie  ein  o- Durchschnitt  in  einer  vollständigen  Menge  ist.  Da  jede 
Menge  58  in  58  offen,  und  mithin  auch  ein  o- Durchschnitt  in  S9  ist, 
so  ist  jede  vollständige  Menge  auch  relativ-vollständig. 

SaU  XV^).  Die  Aussage  von  Satz  XIV  bleibt  bestehen, 
wenn  58  nur  relativ-vollständig  ist. 

Wie  beim  Beweise  von  Satz  XIV  können  wir  annehmen  9[  -<  i&. 
Sei  95  ein  o -Durchschnitt  in  der  vollständigen  Menge  ^.  Dann  ist 
58"-<S3,  und  mithin  ist  na*3h  Sata  III  auch  ^°  vollständig.  Nach 
§  2,  Satz  X  ist  58"  —  58  eine  i; -Vereinigung,  etwa; 

B"  —  SS  =  9ti  +  Sta  -f-  .  ■ .  +  5t„  4-  ■  ■  ■  iK  abgeschlossen). 
Es  ist  9l„  nirgends  dicht  in  58".  Denn  andernfalls  gäbe  es  eine 
offene  Menge  E,  so  daß  58"g  nicht  leer  und  9(„  dicht  in  S^E. 
Nach  §  4,  Satz  X  wäre  dann  ^B^S-OT,,,  und  mithin  fremd  zu  S9, 
entgegen  der  Definition  von  58".  Da  St^^  nirgends  dicht  in  ^'^,  ist 
also  S8° — -58  von  erster  Kategorie  in  58".  Da  auch  3t  von  erster 
Kategorie  in  58  und  mithin  in  59**,  so  ist  nach  §  4,  Satz  XX  auch 
9I  +  (®*'  — ^)  von  erster  Kategorie  in  58";  also  hat  nach  Satz  XIV 
ajo_g(„^jgo_iß^^gg„gj  gj^ef^  o-Dui'chschnitt  in  58"  zum  Teil, 
der  dicht  in  58"  ist,  d.h.  einen  o -Durchschnitt  in  Sß,  der  dicht  in 
SS  ist,  und  Satz  XV  ist  bewiesen. 

')  F.  Hausdorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  S27. 
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Satz  XVI.  Jedeiiicht  leere,  in  einer  relativ-voüebändigen 
Menge  58  offene  Menge  E  (inabesondere  also  S8  selbst)  ist 
von  zweiter  Kategorie  in  S5. 

Sei  in  der  Tat  ?[  ein  Teil  erster  Kategorie  in  £9.  Naeh  Satz  XV 
ist  SS  —  31  dicht  in  S8 ,  Es  gibt  also  in  der  in  S9  ofienen  Menge  S 
gewiß  einen  Punkt  von  33  —  W;  daher  kann  nicht  2  =  ^  sein,  und 
Satz  XVI  ist  bewiesen. 

SatJiXYII.  Ist  die  (nicht  leere)  Menge  59  relativ-voll- 
ständig, und  ist  a  von  erster  Kategorie  in  33,  so  ist  S  — 9133 
von  zweiter  Kategorie  in  58. 

In  der  Tat,  wäre  ^  —  2[58  von  erster  Kategorie  in  58,  so  wäre 
nach  §  4,  Satz  XX  auch: 


von  erster  Kategorie  in  SB,  entgegen  Satz  XVI. 

§  9.     Lineare  abgeschlossene  Mengen. 

Wir  woUen  uns  noch  speziell  mit  den.  abgeschlossenen  Pimkt- 
m engen  des  Sfii  beschäftigen. 

Satz  I.  Jede  abgeschlossene  Menge  9t  des  9!^  ist  Kom- 
plement einer  Summe  abzählbar  vieler  offener  Intervalle. 

In  der  Tat,  jede  abgeschlossene  Menge  ist  Komplement  einer 
offenen  Menge,  so  daß  die  Behauptung  aus  §  7,  Säte  IX  folgt. 

Wir  nennen  die  abzählbar  vielen  offenen  Intervalle,  deren  Summe 
das  Komplement  von  91  ist,  die  zu  9t  gehörigen  punktfreien  In- 
tervalle, oder  die  zu  9t  komplementären  Intervalle;  ihren 
Durchschnitt  mit  einem  behebigen  Intervalle  ^  nennen  wir  die  punkt- 
freien Intervalle  von  9t  in  Q,  oder  die  bezüglich  ^  zu  9t  komple- 
mentären Intervalle. 

Sagen  wir  noch  von  einer  Menge  zu  je  zweien  fremder  Inter- 
valle des  SR^ ,  sie  seien  in  natürlicher  Reihenfolge,  wenn  ihre  An- 
fangspunkte in  natürhcher  Reihenfolge  sind: 

(([',&')     vor     (a",  ö")     wenn     a'<^a", 
so  gilt: 

Satz  IL  Damit  eine  abgeschlossene,  nirgends  dichte 
Menge  9f  des  fR^^  perfekt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Menge  der  endlichen  unter  den  punktfreien  Inter- 
vallen von  91  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  den  Ordnungs- 
typus tj  (Einleitung  §  3,  S.  14)  habe. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  91  perfekt,  und 
5R  die  Menge  der  endlichen  punktfreien  Intervalle  von  9t   in   der 
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natürlichen  Reihenfolge.  Nach  Satz  I  ist  3fi  abzahlbar.  In  SR  kann 
es  kein  erstes  und  kein  letztes  Intervall  geben.  Denn  angenommen 
(a,  h)  wäre  erstes  Intervall  von  3H,  so  müßte  ( — oo,  a)  auch  punkt- 
freies Intervall  von  Z  sein  (da  andernfalls  %  nicht  nirgends  dicht 
wäre);  dann  aber  ist  a  isolierter  Punkt  von  91,  und  mithin  wäi'e  3E 
nicht  perfekt.  Ferner  gibt  es  in  501  zwischen  je  zwei  Intervallen 
(a',h')  und  (a",b")  ein  drittes;  denn  würden  (a',b')  und  [a",b")  un- 
mittelbar aufeinanderfolgen,  so  müßte  &'==  a"  sein  (da  91  sonst  das 
Intervall  [b',  «"]  enthielte,  und  somit  nicht  nirgends  dicht  wäre); 
dann  aber  ist  ö'  =  n"  ein  isolierter  Punkt  von  ?E,  und  91  wäre 
nicht  perfekt.  Also  hat  nach  Einleitung  §  3,  Satz  I  SOJ  den  Ordnungs- 
typus rj. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  91  nicht  perfekt, 
so  gibt  es  in  91  einen  isolierten  Punkt,  in  dem  notwendig  zwei 
punktfreie  Intervalle  von  9[  zusammenstoßen;  sind  sie  beide  endlich, 
so  sind  sie,'  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Intervalle  von  SOI.  Ist 
eines  unendlich,  so  ist  das  andei'e  erstes  oder  letztes  Intervall  von 
ffl.  Keinesfalls  also  kann  W  den  Ordnungstypus  rj  haben.  Damit 
ist  Satz  II  bewiesen. 

Dieser  Satz  liefert  ein  Verfahren  zur  Konstruktion  nirgends 
dichter  perfekter  Punktmengen  des  SR,,  das  mit  dem  beim  Beweis 
von  §  8,  Satz  VIII  benutzten-  Verfahren  nahe  verwandt  ist.  Wir 
geben  dafür  folgendes  Beispiel'): 

Wir  betrachten  Systembrüohe  der  Grundzahl  3  (Einleitung  §  7, 
8. 44).  Sei  OT  die  abzählbare  Menge  der  (zu  je  zweien  fremden) 
Intervalle : 

{e,;,,,...e,l,.„-e,e,.;.e,2)      (4-0,1,2,...), 

in  denen  keine  der  Stellen  e, ,  e^,...,e^  den  Wert  1  hat.  In  natür- 
licher Reihenfolge  gibt  es  unter  ihnen  kein  erstes,  und  zwischen  je 
zweien  von  ihnen  liegt  stets  ein  drittes,  also  haben  sie  (Einleitung 
§3,  Satz  I)  den  Ordnungstypus  ij.  Ihre  Vereinigung  ist  offen,  ihr 
Komplement  9t  zum  SU,  daher  abgeschlossen.  91  ist  aber  auch  nirgends 
dicht.  Denn  andernfalls  gäbe  es  ein  Intervall  3,  in  dem  9t  dicht, 
und  weil  9E  abgeschlossen,  müßte  91  (§  4,  Satz  X)  alle  Punkte  von 
3  enthalten,  was  unmöglich,  da  9t  keinen  Punkt  ^q-c^  e„ .  ..(;^e^.|.j^ 
enthält,  in  dem  eine  der  Stellen  e^,  e^,...,e^  den  Wert  1  hat,  und 
H+i  +  0  ist.  Also  ist  nach  Satz  H  9t  eine  nirgends  dichte  perfekte 
Menge.    Sie  besteht  aus  allen  Punkten,  die  durch  einen  unendlichen 


')  Es  rührt  her  von  G.  Cantor.  Durch  ähnliche  Abbüdung  kann  man 
daraus  sofort  perfekte  Mengen  bilden,  die  in  einem  gegebenen  Intervalle  [a,  Ö] 
nirgencis  dicht  sind. 
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der  Grundzahl  3  darstellbar  sind: 


in  dem  keine  Stelle  I   vorkommt. 

Wir  unterscheiden  die  Punkte  einer  abgeBchlossenen  Menge  % 
des  5Hj  in  solche  erster  und  zweiter  Art,  je  nachdem  sie  End- 
punkte eines  zu  91  komplementären  Intervalles  sind,  oder  nicht. 

Satz  III.  In  jeder  abgeschlossenen  Menge  des  9!j  ist  die 
Menge  aller  Punkte  erster  Art  abzählbar.  In  jeder  (nicht 
leeren)  perfekten  Menge  des  SR^  hat  die  Menge  aller  Punkte 
zweiter  Art  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  da  es  (Satz  I)  nur  abzählbar  viele,  zu  §t  komple- 
mentäre Intervalle  gibt,  gibt  es  auch  nur  abzahlbar  viele  Endpunkte 
solcher  Intervalle,  also  nur  abzählbar  viele  Punkte  erster  Art  von  f[. 
Ist  die  Menge  91  perfekt,  so  hat  sie  (§  8,  Satz  XII)  die  Mächtigkeit  c, 
und  da  die  Menge  der  Punkte  erster  Art  abzählbar  ist,  muß  (Ein- 
leitung §  2,  Sata  S.)  die  Menge  der  Punkte  zweiter  Art  die  Mächtig- 
keit c  haben,  wie  behauptet, 

Sa(«  IV,  Jeder  Punkt  einer  nirgends  dichten  perfekten 
Menge  %  des  3!^  ist  Häufungspunkt  sowohl  von  Punkten 
erster,  als  von  Punkten  zweiter  Art  von  9(. 

Sei  a  ein  Punkt  von  91;  in  jedem  a  enthaltenden  Intervalle 
(fe,c)  liegen,  da  a  auch  Häufungspunkt  von  31  ist,  unendlich  viele 
Punkte  von  9(,  mithin  unendlich  viele  punktfreie  Intervalle  von  21, 
mithin  unendlich  viele  Punkte  erster  Art.  Also  ist  a  Häufungspunkfc 
von  Punkten  erster  Art, 

Nach  §  8,  Satz  XIII  ist  a  aber  auch  Kondensationspunkt  von  3(, 
in  jedem  a  enthaltenden  Intervall  (6 ,  c)  liegt  also  ein  nicht  abzähl- 
barer Teil  von  9t,  und  da  die_  Menge  aller  Punkte  erster  Art  ab- 
zählbar ist,  liegen  in  (b,  e)  unendlich  viele  Punkte  zweiter  Art,  also 
ist  a  auch  Häufungspunkt  von  Punkten  zweiter  Art,  und  Satz  IV 
ist  bewiesen. 

Satz  T.  Die  Menge  aller  Punkte  zweiter  Art  einer 
nirgends  dichten  perfekten  Menge  91  des  9fj  hat  in  ihrer 
natürlichen  Eeihenfolge  den  Ordnungstypus  *  (Einleitung 
§  8,  S.  48). 

Sei  in  der  Tat  9('  die  Menge  aller  Punkte  zweiter  Art  von  91 
in  ihrer  natürlichen  Eeihenfolge,  und  sei  9)1  die  Menge  aller  end- 
lichen punktfreien  Intervalle  von  91  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge. 
Zwischen  den  Elementen  von  91'  und  denen  von  SK  setzen  wir 
folgende 
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Ist  a  ein  Punkt   von  §1'   und  {:'^,x")    ein  Intervall    von  3)1,    so 
wird  geordnet: 

{x',af')  vor  a  wenn  i"<  a,       a  \oi  (t'  3  ')  wenn  a<ix' . 

Nun  hat  ^  den  Oidnongstypua  j;  (Satz  II)  al^o  gibt  es  eine  ähn- 
liche Abbildung  ^  \on  3K  auf  die  Menge  5R  aller  rationalen  Zahlen. 
Jeder  Punkt  a  von  9['  zerlegt  5Sl  m  zwei  Tede  die  Menge  5Ö1'  aller 
Intervalle  vor  a,  und  die  Menge  f?"  dei  ubiigen  Inteiville  In  9K' 
gibt  es  kein  letzte«  m  SK"  kein  erstes  Element  da  son'it  n  nicht 
Punkt  zweiter  Art  waie.  Vermöge  dei  Abbüdung^  entspiicht  der 
Zerlegung  gS'-|-3K"  von  TO  eine  Zerlegung  9i'-f-5E '  von  9i  Da  es 
in  50J'  kein  letztes,  in  5)1"  kein  erstes  Intervall  gibt  gibt  e=!  in  SJ' 
keine  größte,  in  31"  keine  kleinste  rationale  Zahl  Es  gibt  daher 
einf"  und  nur  eine  irrationale  Zahl,  die  zwischen  lUen  Zahlen  von 
9i'  und  allen  Zahlen  von  9i"  liegt,  Indem  wir  sie  dem  Punkte  a 
zuordnen,  haben  wir  eine  ahnliche  Abbildmig  von  Jl  auf  die  Menge 
aller  irrationalen  Zahlen  definiert,  womit  ^atz  \    bewiesen  ist 
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Zweites   Kapitel. 

Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verall- 
gemeinerungen. 

§  1.  Der  Funktionsbegritf. 

Sei  3t  eine  Menge  irgendwelcher  Elemente.  Ist  jedem  Elemente  a 
von  %  eine  i«elle  Zahl  zugeordnet,  die  mit  f[a)  bezeichnet  werde, 
90  sagen  wir,  es  sei  durch  diese  Zuordnung  eine  (einwertige)  reelle 
Funktion /■(«}  auf  91  definiert^).  Eine  reelle  Funktion  auf  91  ist  also 
(Einleitung  §  1,  S.  1)  nichts  anderes  als  eine  Abbildung  der  Menge  9( 
in  die  Menge  aliör  reellen  Zahlen  (eine  Belegung  von  %  mit  reellen 
Zahlen).     Ist  insbesondere  SV  eine  Punktmenge  des  euklidischen  SR^.: 

a^^(x^,  x^,  ...,  X,), 
HO  schreibt  man: 

und  nennt  f(a)  eine  auf  %  definierte  Funktion  der  reellen  Veränder- 
lichen Xj,X^,  .  .  . ,  Xf^. 

Wird  jedem  Elemente  a  von  21  nicht  eine  reelle  Zahl,  sondern  eine 
(nicht  leere)  Menge  fia)  reeller  Zahlen  zugeordnet,  so  sagen  wir,  durch. 
diese  Zuordnung  sei  eine  mehrwertige  reelle  Funktion  auf  91  definiert. 
Eine  mehrwertige  reelle  Funktion  auf  %  ist  also  nichts  anderes-  als 
eine  Belegung  von  3t  mit  Mengen  reeller  Zahlen.  Wo  wir  nicht  aus- 
drücklich das  Gegenteil  sagen,  verstehen  wir  unter  dem  Worte 
„Funktion"  stets  einwertige  reelle  Funktionen. 

Eine  Punktion  f(a}  heißt  endlich,  wenn  unter  den  Funktions- 
H'erten  f[a)  keine  unendlichen  vorkommen: 

—  co<C.  f{a)  <C~\-os     für  alle  a  von  5[. 
Eine    mehrwertige    Funktion    heißt    endlich,    wenn    in    keiner    der 
Mengen  f[a)  eine  der  Zahlen  -j-co,  —  co  vorkommt. 

')  Versteht  man  unter  91  ein  Intervall  des  Sfi,,  so  ist  dies  der  Funktiona- 
begrifi,  wio  er  von  G,  Lejeuno-Diriohlet  formuliert  wurde:  Eepert.  d.  Phys.  1 
(1837),  158;  Werke  1,  135;  Oetwalds  Klaasikec  Nr.  116,  3. 

Hahn,  Theorie  der  resüen  FuiiMloneo.  I.  8 
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Sei  93!  die  Menge  aller  Werte,  die  die  Funlction  f[a)  auf  31  an- 
nimmt [bei  einer  mehrwertigen  Funktion  tritt  an  ihre  Stelle  die  Ver- 
einigung aller  Mengen  /(«)].  Jede  Oberzahl  von  JO!  (Einleitung  §5, 
S.  30)  heißt  dann  eine  Oberzahl  (majorante  Zahl,  Majorante)  von 
f{d)  auf  9(,  jede  ünterzahl  von  9K  heißt  eine  Unterzahl  (minorant« 
Zahl,  Minorante)  von  f{a)  auf  S[.  Die  obere  (untere)  Schranke  von 
ilR  (Einleitung  §  ö,  Satz  IV)  heißt  die  obere  (untere)  Schranke  von  f 
auf  %  in  Zeichen; 

G(/-,2l)     bzw.    'g{f,%). 

Diese  beiden  Zahlen  sind  alao  charakterisiert  durch  folgende  Eigen- 
schaften; 

1.  Es  ist 

gif,  91) ^/"(ö)^ <?(/■>  ^)      für  alle  a  von  5i. 

2.  Ist  z<(?(f,9t),  so  ist; 

f(a)'^z      für  mindestens  ein  a  von  9t;  ■ 
ist  e>s(/',  Sr),  so  ist: 

f{n)<C.z      für  mindestens  ein  a  von  2t. 
Aus  der  Definition  von  oberer  und  unterer  Schranke  folgt  sofort: 
e  (f,  99)  <  G  (f,  91);     g  (f,  SS)  ä  9  (A  9t),  ^venn  S  Ot. 
Ist  G{f„%)  endlich,  so  heißt  f  nach  oben  beschränkt  auf  3t, 
ist  ^(f,  9t)  endlich,   so   heißt   f  nach   unten  beschränkt  auf  % 
3  t   die  Funktion  f  sowohl  nach  oben  als  nach  unten  beschränkt  auf  % 
so  heißt  sie  beschränkt  auf  9t. 

Eine  Funktion  kann  endlich  sein,  ohne  beschränkt  zu  sein. 
Beispiel:  Sei  f(x)  die  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen  x,  die 
gleich  —  ist  für  x  =^  0,  und  gleich  0  für  a;  =^  0,  Sie  ist  endlich,  aber 
weder  nach  oben  noch  nach  unten  beschränkt  im  SKj. 

Es  sei  noch  ein  einfacher  Kunstgriff  '■)  erwähnt,  der  es  uns  häufig 
gestatten  wird,  Untersuchungen  beliebiger  Funktionen  auf  die  be- 
schränkter Funktionen  zurückzuführen;  Wir  ordnen  jeder  reellen  Zahl  s 
eine  Zahl  z*  zu  durch: 


wenn  i 
,  Acta  math.  30  (1906),  6. 
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Dann  ist  stets: 

(t)  — 1<2*^1> 

Die  Transformation  (0)  ist  eindeutig  umkehrbar: 
—  OD     wenn  s*  =  —  1 

T-^  z*  1  ^^""  —  1  <  2*  <  1 
+  00     wenn  z*  =  1 . 

Zufolge  (I)  führt  die  Tranaformation  (0)  jede  Menge  reeller  Zahlen 
in  eine  beschränkte  Menge  über;  wir  nennen  sie  deshalb  die  Sciirän- 
kungatransformation  und  die  Transformation  (00)  die  inverse 
Schränkt!  ngstransfor'raation^). 

Wenden  wir  auf  die  Werte  der  Funktion  f{a)  die  Schränkungs- 
transformation   an,  so  geht  f(a)  wegen  (f)  in  eine  der  Ungleichung 

genügende  und  mithin  beschränkte  Funktion  f*(a)  über.  Es  gilt 
der  Satz: 

Satzl.  Wird  die  Funktion  f  (die  Zahlenmenge  $ß)  durch 
die  Schränkungstransformation  in  f*  (in  9K*)  übergeführt, 
so  werden  obere  und  untere  Schranke  von  f  (von  9H)  durch 
die  Schränkungstransformation  übergeführt  in  obere  und 
untere  Schranke  von  f*  (von  SR*). 

In  der  Tat,  sowohl  die  Schränkungstransformation  als  ihre  Inverse 
aind  monoton  wachsend,  d.h.  ist  e^<C_z^,  so  ist  für  die  vermöge  (0) 
entsprechenden  Werte:  z^""  <C  2^*  und  umgekehrt.  Es  geht  also  durch  (0) 
jede  Majorante  von  f  über  in  eine  Majorante  von  f*;  und  da  auch 
umgekehrt  durch  (00)  jede  Majorante  von  f  *  (die  <  1  ist)  in  eine 
Majorante  von  f  übergeht,  so  führt  (0)  notwendig  die  kleinste 
Majorante  von  /'(d.h.  die  obere  Schranke  von /)  über  in  die  kleinste 
Majorante  von  f*,  d.  h.  in  die  obere  Schranke  von  f*.  Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Neben  oberer  und  unterer  Schranke  von  f  auf  ?t  betrachten 
wir  noch  Limes  superior  und  inferior  von  f  auf  9!,  in  Zeichen: 

iliü(/-,9t);     lim(/-,91). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  beiden  Zahlen  zu  definieren:  Wir 

^)  An  Stelle  von  (0}  könnten  ebensogut  unzählig  viele  andere  Transfor- 
mationen verwendet  werden;  als  Beispio!  Hei  nnr  eine  erwäiint; 
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nehmen  einen  Schnitt  (Einleitung  §  5,  Satz  III)  in  der  Menge  S  aller 
reellen  Zahlen  vor: 

indem   wir  in  die   zweite   Komponente   X"   alle    jene  Zahlen  x  auf- 
nehmen, weiche  der  Bedingung  genügen: 

f(a)<Cx     für  fast  alle  a  von  91, 
Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl    ist  der  Limes  superior  von  f 
auf    9t.     Es    sind    demnach    lim  {f,  2t)   und   lim  (f,  ^)    charakterisiert 
durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist  j)<iim(/',  2t)  und  g >  hm (f,  2t) ,  so  ist^): 

p  <  f{a)  •<  q      für  fast  alle  a  von  21. 

2.  Ist  g<CÜm{f,  2t),  so  ist: 

/■(«)>  3      für  unendlich  viele  a  von  at; 
ist  3>-lim(/',  at),  so  ist: 

f(a)<iü  i^^  unendlich  viele  a  von  St. 
Es  sei  noch  bemerkt,  daß  lim  (f,  2t),  hm(/',  2t)  nicht  notwendig 
übereinstimmen  mit  Limes  superior  und  inferior  (Einleitung,  |  6, 
S.  38)  der  Menge  SOi  aller  Werte,  die  f  auf  St  annimmt.  Sei  z.  B.  f{x) 
folgende  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen:  f[x)=\  in  [0,1], 
f(x)^^- — x^  für  alle  andern  x.  Dann  besteht  die  Menge  9)i  aller 
Funktionswerte  von  f{x)  aus  dem  Intervalle  ( —  oo,  0)  und  der  Zahl  1 ; 

also  ist:  

iiS  SR  ==  0 ;     hingegen ;      lim  (f,  U^j^^l. 
Satz  IL  Wird  die  Funktion  f  (die  Zahlenfolge  {2„})  durch 
die  Schränkungatransformation  übergeführt  in  f  (in  {«„*}), 
so   wird   llm(/',  2t)   und  Iim(/',  21)   (Öma,^  und  limzj   durch   die 

Sehränkungstransformation    übergeführt   in  iim(f*,  ?t)    und 
lim(/'*,M)  (iim?/  und  Uma/). 

In  der  Tat,  dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß 
durch  die  Sehränkungstransformation  jede  der  Ungleichung 

(1)  f{ct)<^x     für  fast  alle  a  von  9t 
genügende  Zahl  x  übergeführt  wird  in.  eine  der  Ungleichung 

(2)  ^*(a)<a;*     für  fast  alle  a  von  2( 

1)  Ist  eine  der  Zahlen  lim  [/,  21),  lim^a)  unendlich,  ho  Uommt  nur  die 
eine  Hälfte  der  folgenden  Ungleichung  in  Betracht. 
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genügende  Zahl  x*,  während  durch  die  inverse  Schränkungstrans- 
fonnation  jede  der  Ungleichung  (2)  genügende  Zahl  x*  ^1  in  eine 
der  Ungleichung  (l)  genügende  Zahl  x  verwandelt  wird. 

Insbesondere  folgt  aus  Satz  II : 

Sata  in,  Ist  {2^}  eine  konvergente  Folge  reeller  Zahlen, 
und  führt  die  Schränkungstransformation  z^  in  z,*  über, 
so  ist  auch  {s,,*}  konvergent,  und  umgekehrt;  und  es 
wird  Iims_,  übergeführt  in  lims,*. 

§  %.  Obere  und  untere  Schrankenfuiiktion. 

Sei  nun  %  eine  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes,  Sf"  ihre 
abgeBohlossene  Hülle  (Kap.  I,  §  3,  S.  70).  Sei  auf  %  eine  Funktion  f 
gegeben,  und  sei  a  ein  Punkt  von  31".  Zu  jeder  gegen  a  konver- 
gierenden Punkfcfolge  {<i„}  aus  St: 

lim  a^  =  d 

■sei  der  Limes  supeiüor  der  zugehörigen  Funktion s werte: 

IH  ««.)  =  « 

gebildet.  Denken  wir  uns  dies  für  jede  gegen  a  konvergierende 
Punkfcfolge  gemacht,  so  bilden  alle  so  erhaltenen  Werte  «  eine  Zahlen- 
menge, deren  obere  Schranke  bezeichnet  wird  als  die  obere  Sehranke 
von  f  auf  9t  im  Punkte  a;  wir  schreiben  dafür  Q{a\f,%),  wobei 
in  diesem  Symbol  auch  die  Zeichen  f  und  ?!  weggelassen  werden 
können,  wenn  kein  Zweifel  beateht,  um  welche  Funktion  bzw.  um 
welche  Menge  es  sich  handelt.  Ganz  analog  ist  die  Definition  der 
unteren  Schranke  g(a;f)'H)  von  f  in  a  auf  9i.  Da  diese  Defi- 
nition weder  vom  Äbstands-  noch  vom  Umgebungsbegrifie  expliziten 
Gebrauch  macht,  also  angewendet  werden  kann,  wie  Immer  der  Grenz- 
begriff in  9t  definiert  sein  mag,  nennen  wir  sie  die  allgemeine 
Definition  (vgl.  Kap.  I,  §  1,  S.  58)  von  oberer  (unterer  Schranke) 
in  einem  Punkte.     Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar: 

Satz  I.  Ist  58  Teil  von  9[  und  gehört  a  zur  abgeechlossenen 
Hülle  58"  von  S8,  so  ist: 

Gia;  f,  S9}<e(«;  f,  91);     g(a;  f,  S9)ä,y(«;  A  5!)- 

Satz  II.  In  jedem  Punkte  von  9t"  besteht-die  Ungleichung 
i^)  g{f,^)^g{a;  f,'^)£G{a;  f,^)<G{f,%i), 

n  jedem  Punkte  von  9(  besteht  die  Ungleichung: 
(00)  //(«;/■,  91)</Ta)<G(a;  f,^\). 
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In  der  Tat,  sei  {a,J  irgendeine  Punkfefolge  aus  3(  mit  lim  a,^=  a; 
wegen:  "'" 

9{m)^f{<)^G{fM) 

ist  auch: 

!*!?}  /■{«.)  ^  9  im) ;    j^^/'C««)  ^  <^  if'  ^)  ■■ 

also  wogen  der  Definition  von  9{a;f,^)  und  G{a;f,^)  auch: 

Ferner  folgt  aus  der  Definition  von  g{a;f,%)  und  G(a;/;9l): 
(000)  g  (a;  f ,  81)  ^  lim  /"(«„)  <iü^  /■(«„)  £  <?  («;  /",  9t); 

durch  (OqO)  und  (000)  aber  ist  (0)  bewiesen. 

Ist  insbesondere  a  Punkt  von  Sl,  so  kann  man  setzen:  a^^^a. 
Dann  wird  in  (000): 

Hm /■(«„)  =  lim /■(«.„)  =  /■(«), 

womit  (00)  bewiesen  ist. 

In  einem  isolierten  Punkte  von  ?I  ist  offenbar: 
C(a;f,8[)  =  ,(.,f,  »)-.(■(»). 

Aus  §  1,  Satz  I  und  II  folgt  nun  sofort: 

Satalll.  Wird  die  Funktion  /'durch  die  Schränkungs- 
transformation  übergeführt  in  /■*,  so  werden  G(tt;f,  St)  und 
g{a;f,'il)  durch  die  Schränkungstransformation  übergeführt 
in  G(a;f*,%)  und  ?(«;/■*,  3t). 

Gebrauch  machend  vom  Begriffe  der  Umgebung  in  %  eines  Punktes 
(Kap.  I,  §  3,  S.  6G)  wollen  wir  nun  die  beiden  Sätze  beweisen^): 

Satz  IV.  Die  obere  Schranke  G(a,f,  %)  ist  nichts  anderes 
als  die  untere  Schranke  der  Menge  der  Zahlen  G{f,  II)  für 
alle  möglichen  Umgebungen  U  von  a  in  §1. 

SatzV.    Für  jede  Folge  {U„}  von  Umgebungen  von  a  in  ?1. 
die  sieh  auf  u  zusammenzieht  (Kap.  I,  §  3,  S.  68),  gilt: 
lim(?f/-,U„)  =  Cf(a;A  9t). 

Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  f  sei  be- 
schränkt, da  wir  andernfalls  unter  Berufung  auf  Satz  I  und  III 
von  §  1  und  auf  Satz  HI  zunächst  auf  f  die  Schränkungstrans- 
formation ausüben  können, 

')  Analoge  Sätze  gtiltyn  für  g{a,f,W). 
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Sei  y  die  untere  Schranke  der  Menge  aller  Q  (f,  U)  (für  alle  Um- 
gebungen It  von  a,  in  31).     Wir  zeigen  zunächst: 

(1)  limG{/',  UJ  =  ^ 

In  der  Tat,  zunächst  ist  wegen  der  Definition  von  y\ 

(2)  Cf(/',  1I„)>3'      für  alle  n, 

und  andrerseits  gibt  es  zu  jedem  e  >■  0  eine  Umgebung  U  von  a  in  %, 
HO  daß; 

(3)  «(/■,U)<r  +  e. 

Da  nun   {U^^}   sich  auf  a  zusammenzieht,    müssen  fast  alle  U„  in  U 
liegen,  und  somit  ist: 

(4)  G{f,  U„)£G[f,  U)      für  fast  aUe  n. 
Aus  (3)  und  (4)  zusammen  mit  (2)  folgt: 

}■<(?(/■,  U„)< !■  +  E     für  fast  alle  «, 
und  da  hierin  « >  0  beliebig  war,  ist  (l)  bewiesen. 

Kun  gibt  es  zufolge  der  Definition  von  G  (a;  f,  9()  zu  jedem  e  ]>  0 
eine  Punktfolge  {«^}  in  9(  mit  limii^  =  a,  für  die: 

^J{a„)>G{a;f,S&)-i. 

Ist  U  eine  Umgebung  von  a  in  %,    so   liegen   fast  alle  «„  in  U,    so 
daß  also  für  jede  Umgebung  U  von  a  in  SU: 

Gif,Vi)>G{a;f,%y—e. 
Infolgedessen  gilt  auch  für  die  untere  Schranke  y  aller  (?(/■,  U): 

7>G(a;/',  91)  — e, 
und  da  e>-0  beliebig  war: 

(5)  3'äö(a;/,9t). 

Sei  nun  wieder  (U,,)  eine  Folge  von  Umgebungen  von  a  in  SÜ, 
die  sich  auf  a  zusammenzieht.  Ea  gibt  in  U„  einen  Punkt  a'„  von  % 
so  daß: 

Da  {U„}  sich  auf  a  zusammenzieht,  ist: 
(7)  lim«;  =  a, 

und  wegen  (6)  und  (l)  ist: 

lim  f{a'„)  =  lim  G  (f,  U„)  =  y. 
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Nach  Definition  von  G(a;  /■,  91)  ist  also: 

(9)  e(.;f,«)g?. 

Aue  (5)  und  (9)  aber  folgt: 

(10)  G(«;A9t)  =  ^ 

Durch  (10)  und  (l)  aber  sind  Satz  IV  und  V  bewiese». 

Wir    merken    noch   an,    daß    aus   dem   geführten  Beweise   folgt: 
Satz  VI.    Es  gibt  in  9(  Punktfolgen  {a'„}  und  {a^},  so  daß: 

(t)  lima;,  =  a;     \im  f{a'„) ^ G (a;  f,  91). 

(tt)  lim  »;'=«;     Hm  f{C}  —  <J  («;  A  S()- 

In  der  Tat,  sei  {U„}  eine  Folge  \on  Umgebrrngen  von  a  in  9[, 
die 'sich  auf  a  zusammenzieht  (z  B  die  Umgebungen  U  U; --) 
von  a  in  81).  In  U„  gibt  es  einen  Punkt  a'„  für  den  (6)  gilt.  Die 
Beziehungen  (7)  und  (8)  aber  sind  nichts  ändere'S  al8(t),  und  analog 
beweist  man  (tt)- 

Man  kann  auch  die  in  Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  von  G  [a;  f,  91)  verwenden.  Da  dabei  der  Umgebungsbegriff 
(nicht  aber  der  ÄbstandsbegrifE)  zur  Verwendung  kommt,  können  wir 
diese  Definition  als  die  topologische  bezeichnen.  Es  ergeben  sich 
aus  ihr  folgende  charakteristische  Eigenschaften  der  Zahlen  G{a;  f,  91) 
und  g{a;f,%): 

Satz  VII.  Die  Zahlen  g{a;  f,  91)  und  G{a;  f,  91)  sind  charak- 
terisiert durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist 

p<g{a;f,^);     q>G(a;f,^), 
so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  W,  so  daß^): 

(*)  P<9(f,n)£Gif,n)<g. 

2.  Ist 

z<G{a;f,%)      [bzw.  B>g(a;f,%)], 

so   gibt  es  in  jeder  Umgebung  U(«)  einen   Punkt  a'  von  %l, 

so  daß; 

(**)  fia'}>z     [bzw. /■(«')<.]- 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es,  da  nach  Satz  IV  (?(«;/',  9t)  die 
untere  Schranke  aller  G {f,  U)  und  ebenso  g(a;  f,  %)  die  obere  Schranke 
aller  g(f,  U),  zwei  Umgebungen  U'  und  U"  von  a  in  W,  so  daß: 


')   Ist  eine   der  Zahlen  ^ («;/,«),   »(«;/,»)   uneiidlicli,   so   kommt  r 
e  eine  Hälfte  der  folgenden  Ungleichung  in  Betracht. 
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r*)  9{f,\ir>p;    G{f,n")<q. 

Wir  setzen: 

U  =  U'-lV'. 
Da  dann  !I-<11'  und  n-<U",  ist  offenbar: 

g  if,  u)  ä  g  if,  n-) ;    ß  (f ,  u)  ^  G  {f,  u") . 

Also  folgt  (*)  aus  (***). 

Ist  sodann  z<^Q(a;f,^),  so  ist,  da  Q{a;f,'ü)  untere  Schranke 
aller  G{f,  U),  füi'  jede  Umgebung  U  von  a  in  3[: 

z<G(f,n)- 

Nach  Definition  von  G  (f.'U)  gibt  es  also  in  U  einen  Punkt  a',  für 
den  (**)  gilt. 

Da  es  andrerseits  nur  eine  einzige  Zahl  G(a;  f,  §t)  [ebenso  nur 
eine  einzige  Zahl  g{a;  f,  §1)]  geben  kann,  der  die  beiden  Eigenschaften 
von  Satz  VII   zukommen,   so   ist  Satz  VII  vollständig  bewiesen. 

Sei  f  eine  auf  der  Punktmenge  %  definierte  Funktion,  W  die 
abgeschlossene  Hülle  von  91.  In  Jedem  Punkte  a  von  %"  sind  nun 
obere  und  untere  Sehranke  (?(«;/■,  91),  j((t; /",  9[}  von /"definiert;  diese 
Äusdriieke  sind  also  Funktionen,  die  auf  91"  definiert  sind.  Sie 
heißen:  obere  und  untere  Schrankenfunktion  von  f  auf  9t, 

In  Analogie  zu  Einleitung  §  6,  Satz  VIT  gilt : 

Satz  Till.  Sind  f^,  f^,  A  +  ^a  definiert  auf  91,  so  gelten 
in  allen  Punkten  von  %'*  die  Ungleichungen  (vorausgesetzt, 
daß  die  darin  auftretenden  Ausdrücke  einen  Sinn  haben): 

(1)  j(«;f,,90  +  (3(a;/3.9t)<G{a;/i  +  4,9I) 

(2)  s(a;/,,90  +  s(a;/;,  9[)äs(a;A  +  ^„  9t) 

^s{a;/-.,9!)  +  G(a;/;,9l). 
Es  wird  genügen,  die  Ungleichung  (1)  zu  beweisen.    Habe{](^,} 
die  Bedeutung  von  Satz  V,  so  daß : 

Gia;  t\,  ffl)  =  limG(/;,  Uj;     G(a;  /;,,  91) -=limG(/;,  UJ; 

(4)  G(«;/i+/;,9()-limö(/-,+/;,U,). 
Nun  ist  oiTenbar: 

(5)  g{f.' ttJ  +  öC/,, nj<G(f,-^f,; njs<^(f„ uJ  +  g(/„, u„), 

vorausgesetzt,  daß  die  hierin  auftretenden  SummeTi  einen  Sinn  haben; 
dies  aber  ist  (für  fast  aUe  ji)  sieher  dann  der  Fall,  ii'enn  die  in  (l) 
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auftretenden  Summen  einen  Sinn  haben.  Aus  (3),  (4),  (5)  folgt 
aber  (1). 

SatzIX^).  Ist  %  kompakt,  so  gibt  es  in  SC' einen  Punkt  a' 
und  einen  Punkt  a",  in  denen: 
(•)  (?(«';  AM)  =  (?{/■,  3t);     9ia";f,^)=^g(f,^). 

Wir  beweisen  die  erste  Hälfte  der  Behauptung,  wobei  wir 
vermöge  der  Schränkungstransformation  wieder  ohne  weiteres  an- 
nehmen können,  f  sei  beschränkt.  Dann  gibt  es  in  31  einen  Punkt 
ö„  derart,  daß: 

(•*)  «•.)>e{/',«)-f 

Da  §1  kompakt  ist,  gibt  es  in  {«„}  eine  Teilfolge  {a«^},    die    einen 
Grenzpunkt  a'  besitzt,  und  wegen  (•*)  ist: 
lim/'(a„J  =  e:(/-,9£). 

Also  ist,  nach  der  allgemeinen  Definition  von  Cr  (a';  f,  St) : 

G(a';A9t)>G(A9J). 
Dies  in  Verbindung  mit  (0)  von  Satz  II  aber  ergibt  die  erste  Hälfte 
von  (*),  und  analog  beweist  man  die  zweite, 

Die  Voraussetzung  9(  sei  kompakt',  kann  in  Satz  IX  nicht 
entbehrt  werden.  Denn  sei  ^  irgendeuie  nicht  kompakte  Menge, 
Dann  gibt  es  in  9t  einen  abzihlb\ren  Teil  Oj.Og,...,  «„,...  ohne 
Häufungspunkt,  Wu;  definieren  f(aj^n]  /'(a)  =  0  in  den  nicht 
zu  {ffl„}  gehörenden  Punkten  von  3t  Dann  ist  G(f,%)^ -j-co, 
während  G{a;  f,  9[)  m  jedem  Punkte  von  a  endlieh  ist, 

§  S     Stetigkeit  in  einem  Punkte. 

Die  auf  der  Punktmenge  3(  defimeite  Punktion  f  heißt  stetig 
auf  %  im  Punkte  )  \cn  '(  wenn  tui  jede  Punktfolge  {«„}  aus 
9t  mit  lima^  =  a  auth. 

(•)     """  I'5/<"-'-''(°) 

ist,  Ist  die  Funktion  f  nicht  stetig  in  a  auf  §t,  so  heißt  sie  un- 
stetig in  a  auf  9(.  Jeder  Punkt,  in  dem  f  stetig  (unstetig)  auf  % 
ist,    heißt  ein  Stetigkeits-(ünstetigkeits-)punkt   von  f  auf  % 

')  Dieser  Satz  dürfte  (für  Funktionen  einer  reellen  Verändetliciieii)  auf 
WeierBtraß  zurückgehen.  Er  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz  (Kap.  I,  gl, 
S.  58);  M.  Frfechet,  Rena.  Pal.  22  (1906),  8. 
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Da  diese  Definition  der  Stetigkeit  weder  vom  Äbstands-  noch  vom 
Umgebungsbegrifie  expliziten  Gebrauch  macht,  nennen  wir  sie  (vgl. 
Kap.  I,  §  1,  8.  58)  die  allgemeine  Stetigkeitsdefinifeion ^).  Ist  f 
stetig  in  a  auf  91,  und  ist  S3  ein  a  enthaltender  Teil  von  31,  so  ist  f 
in  a  auch  stetig  auf  58. 

Aus  §1,  Satz  III  folgt  unmittelbar: 

Satz  I.  Geht  f  durch  die  Sohränkungstransformation 
über  in  f*,  so  sind  f  und  f*  in  jedem  Punkte  von  M  gleich- 
zeitig stetig,  bzw.  unstetig  auf  %. 

Satz  II.*)   Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  %,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß; 
(t)  G(a;f,^\)^g{a;f,%), 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  aus  der  Stetig- 
keitsdefinition (*)  folgt  auf  Grund  der  allgemeinen  Definition  von 
a{a;  f,  9()  und  g{a\  f,  at)  sofort  (t). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  ist  (f)  erfüllt,  so  ist 
nach  §  2,  Satz  II  auch 

(tt)  ff(a;f,W)  =  ff(«;A  «)  =  /■(«). 

Nach  Definition  von  (?(a;/',  W)  und  r?  (a;  f,  9t)  ist  für  jede  Folge 
{ffl^j}  mit  Umn,^  =  «: 

S(«;  A  ?[)<  lim /■((»„}  <i™/-(a„)^Ö  [a;  f,  91), 

woraus  wegen  (tt)  die  Stetigkeitsdeflnition  (*)  folgt.  Damit  ist 
Satz  II  bewiesen. 

Ebenso  beweist  man: 

Satz  III.'')  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  %,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  (tt)  S''*- 

Satz  IV.  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  §1,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  jj  <f(a),  und  ebenso  zu 
jedem  q>f{a),    eine  Umgebung  U    von  a  in  91  gebe,    so  daß: 

f(a')>p     für  alle  «'  von  U, 

(0  ^  '     -^ 

bzw.     /■(«')<  2    für  alle  «'  von  U. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  etwa,  es  gäbe 
zu  einem  p<if{a)  keine  solche  Umgebung  U.    In  jeder  Umgebung 

')  Sie  dürfte  in  der  Literatur  zuerst  bei  E.  Heine  zu  finden  sein  (Journ. 
f.  Math.  74  (1872),  182),  der  sich  dabei  auf  G.  Gautor  beruft. 
*)  Satz  II  und  III  sind  allgemeine  Grenzaätae. 
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U{a),  insbesondere  in  11  fet;  — ]  gäbe  es  dann  ein  a,^  von  9[,  so  daß: 

Dann  aber  ist  limK^^^^a,  und  es  könnte  nicht  lim  f(aj^^f{a)  sein, 

entgegen  der  Annahme,  f  sei  stetig  in  a  auf  9(. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Ist  dann  {a,,}  eine  Punktfolge  aus  3[  mit  lima,,  =  a,  so  liegen  fast 

alle  fl.j^  in  U;  es  ist  also  [für  jedes  p<Cf{a)  und  jedes  3]> /■(«)]: 

f{a^>p;     /■(«„)< 3     für  fast  alle  a„, 
d,  h.  es  ist 

und  f  ist  stetig  in  a  auf  91.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Man  kann  auch  die  in  Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  der  Stetigkeife  verwenden.  Da  dabei  der  Umgebuiigs- 
begrifE  (nicht  aber  der  AbstandsbegrifE)  zur  Verwendung  kommt,  be- 
zeichnen wir  sie  als  die  topologische  Stetigkeitsdefinition.  Ist  f{a) 
endlich,  nimmt  sie  die  bekannte  Form  an: 

Die  Funktion  f  heißt  stetig  in  a  auf  W,  wenn  zu  jedem  e^O 
eine  Umgebung  U  von  a  in  9[  gehört,  derart  daß: 

\f{a')  —  fia)\<:e     für  alle  rt'  von  11. 

Satz  V.  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  91,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  es  zu  jedem  j)<;/"(ä.),  sowie  zu  jedem  g^/"(a) 
ein  e>0  gebe,  so  daß,  wenn  ll((i;g}  die  Umgebung  q  von  a 
in  9t  bedeutet: 

(00)       f{a')>p     bzw.     f{a')<q     für  alle  a'  von  U(a;ö). 

.Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  /  stetig  in  a 
auf  3t,  so  gibt  es  nach  Satz  IV  ein  U,  so  daß  (0)  gilt.  Nach  Kap.  T, 
§  3,  Satz  V  gibt  es  dann  ein  ß^O,  so  daß: 

u(«;!?)<ii. 

lind  (00)  folgt  aus  (0). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Dies  ist  ein  Spexialfall  von 
Satz  IV. 

Man  kann  auch  die  in  Satz  V  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  der  Stetigkeit  verwenden.  Da  dabei  der  Äbstandsbegriff 
verwendet  wird ,  bezeichnen  wir  sie  als  die  metrische  Steiig- 
keitsdefinition.     Ist    /'(«)   endlich,   nimmt  sie   die  bekannte   Form 
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an,  in  der  zuerst  der  Stetigkeifcsbegriff  in  die  Analysia  eingeführt 
wurde^): 

Die   Funktion  f  heißt   stetig   in  a    auf  %,   wenn  es  zu   jedem 
e  ^  0  ein  g  ^  0  gibt  derart,  daß  für  jeden  Punkt  a'  von  91  für  den 

r{a,a')<Q 
ist,  die  Ungteichung  besteht: 

\m~m\<.. 

Aus  jeder  der  drei  Stetigkeitedeflnitionen  folgt  unmittelbar:    in 
einem  isolierten  Punkte  von  9£  ist  jede  Funktion  f  stetig  auf  %. 

Aus  Einleitung  §  5,  Satz  VII  folgt  ohne  weiteres : 
Satz  VI.     Ist  /■stetig  in  a  auf  %,  so  auch  —  fund  \f\. 
Satz  VII.     Sind  f^  und  f^  stetig  in  a  auf  31,   und  ist  eine 
der  Verknüpfungen 

fM  +  fM-    fM-U").    AW-/,W.  11^' 

ausführbar,  so  gibt  ea  eine  Umgebung  U  von  a  in  %,  für 
deren  sämtliche  Punkte  die  entsprechende  der  Ver- 
knüpfungen 

ausführbar  ist  und  eine  in  a  auf  U  stetige  Funktion  liefert. 
Ea  wird   genügen,   dies   (ür  /!,  -\-  f^    nachzuweisen,     Wir   unter- 
scheiden die  drei  Fälle: 

1.  f^{d)  endlich;     2.  f^{a)-=-\-oo,     3.  /,(«)  =  — oo. 

Im  1.  Falle  folgt  aus  Satz  IV  die  Existenz  einer  Umgebung  11  von 
a  in  9{,  in  der  f^  gleichfalls  endlich  ist,  und  mithin  gewiß  /i-|-/'a 
ausführbar  ist.  Im  2.  Falle  ist,  wegen  der  Existenz  von  f,  (a)  -f-  ft  («)> 
gewiß  fa  (a)  =t= — oo;  es  gibt  also  nach  Satz  IV  eine  Umgebung  U 
von  a  in  W,  in  der: 

/■^  +  -cx>;    /•,  +  -co, 

und  in  der  somit  f^  -\-  f^  ausführbar  ist.    Völlig  analog  schließt  man 
im  Falle  3.    Damit  ist  die  Existenz  einer  Umgebung  U  von  a  in  31 
,  auf  der  /^  -j-  f^  existiert. 
{a,j}    irgendeine    Punktfolge    aus    U   mit    lima„=a. 


')  B.  Bolzano,  Rein  aoalytiBoher  Beweis  usw.  Prag  1818,  11  = 
Klassiker  Nr,  153,  7.     A.  Cauohy,   Coura  d'analyae  1  (1821),  34  =  (Euvres 
(2)  3,  45. 
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Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  fj  und  f^  ist: 

W.  (•,)=/;  W ;   W,  («J  -  A  {«)  • 

Nach   Einleitung  §  5,  Satz  VIII  ist  daher  auch 

lim  {/■,  (aj  +  f,  (a,))  ==  f,  (a)  -f-  /,  (a); 

d.h.  es  ist  fi  +  fa  stetig  in  a  auf  U.    Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  Vm.  Seien  f^,f^,...,f„  endlieh  viele^)  Funktionen, 
die  auf  91  definiert  und  in  a  stetig  auf  91  sind.  Ist  f  der 
größte  (oder  kleinste)  unter  den  /cPunktionswerten  fiif^,--  -if^ 
so  ist  auch  f  stetig  in  a  auf  2f, 

Es  genügt,  den  Beweis  für  /c  =^  2  zu  führen,  da  er  dann  für 
beliebige  k  sofort  durch  vollständige  Induktion  erbracht  wird. 

Seien  also  f^  und  f^  stetig  in  a  auf  %,   und  sei  f  der 
der  beiden  Funktionswerte  f^  und  f.^.     Sei  etwa: 

Für  jede  Folge  {a„i}  aus  %  mit  lim(j„  =  a  ist: 
(t)  ta  f.  (<..)_(■.(«);     !mi/;(«,)-AW- 

Ist:  P>f{<i}{-fAa)>f,(a)), 

ao  ist  also  wegen  (t): 

/iW<P'     /2W<P     *"r  f^*  *^1^  ": 
mithin  auch: 
(tt)  /'K)<P     f»^'  fast. alle  w. 

Ist  q<f{a){=fA'A), 

so  ist  wegen  (f): 

/j(aj>((     für  fast  alle  n, 

')  Für  unendlich  viele  Funktionen  gilt  Satz  VIII  nicht,  eelbst  wenn  es 

unter  ihren  Werten  einen  größten  gibt     Beispiel  (Fig  1):  Sei  f^{x){n=^  1,  2, . ..) 

definiert   im  SR,  dnroh  folgende  Voreohrift: 

f„{xi  =  ti   in  (-00,0], 
A(«)  =  l  in  [i-.+oo), 


0    ^^ 

°    3Z 

Fig.  1.  fJx)  linear  in  ]^,  ~J  . 

Dann  gil)t  es  unter  den  Punktionswerten  f„{x)  für  jedes  a;  einen  größten  f{x): 

/■(^)  =  Oän(-oo.O],      /-{!()  =  1  in  (0,+oo). 
Ee  ist  aber  f(x)  imetetig  für  a;  =  0,  während  aJle  f„{x)  dort  Btetig  sind. 
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mithin  auch: 

(ttt)  /■('»„)>  9     für  fast  alle  n. 

Die  Ungleichungen  (|f)  und  (-j-ft)  aber  besagen: 
limf{aj  =  f{a), 

d.h.  f  ist  stetig  in  a  auf  9[.    Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen^). 

§  4.     Stetigkeit  auf  einer  Funktmenge. 

Ist  die  auf  der  Punktmenge  %  des  metrischen  Raumes  iß  de- 
finiei-be  Funktion  f  in  jedem  Punkte  a  von  %  stetig  auf  ?[,  so  heißt 
sie  kurz:  stetig  auf  %.  Beispiele  stetiger  Funktionen^)  liefert  uns 
der  Satz: 

Satz  I.  Der  Abstand  »-(a,  ö)  des  Punktes  a  von  einem 
festen  Punkte  a,  ebenso  der  Abstand  r(a,  §1}  des  Punktes  a 
von  einer  festen  Menge  St  ist  eine  in  ganz  9J  {und  mithin 
auf  jeder  Punktmenge  91)  stetige  Funktion   von  a. 

In  der  Tat,  wegen  der  Dreiecksungleichung,  bzw.  nach  Kap.  I, 
§  1,  Satz  IV  ist: 

\r[a^,a)-r{a,a)\<r{a^,a), 
lr(a„,i)-r(a,a)|<rK,a). 
Aus  lim a,j  =  a  folgt  also: 

\imr{a„,a)  =  r{a,a)\     limr(a„,  %)^r{a,,%), 
das    aber   ist   die   in  Satz  I   behauptete   Stetigkeit  von  r[a,a)  und 

Satz  IP).     Ist    at   kompakt   und   abgeschlossen,   und   ist 
f  stetig  auf  %,  so  gibt  es  in  51  Punkte  a'  und  a" ,  so  daß 
(*)  f{a-)^G(f,SX);     f{a")  =  g{f,%). 

In  der  Tat,   nach  §  2,   Satz  IX   gibt   es    in  ^^  einen  Punkt  a', 


')  Wie  der  Beweis  zeigt,  ist  Satz  VIII  ein  allgemeiner  GreiizBatz. 

»)  Vgl.  hierzu  H.  Hahn,  Monatsh.  f.  Math.  19  (1908),  247. 

")  Satz  II  JBt  ein  allgemeiner  Grenzsatz.  Er  dürfte  (für  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen)  zuerst  Ton  Weierstraß  in  seinen  Vorieeungen  bewiesen 
worden  sein.  Man  überzeugt  sieh  leicht,  daß  die  Bedingungen,  fS.  sei  kom- 
pakt und  ahgeaoblossen,  nicht  entbehrt  werden  käcnen.  NBiereB  hierüber: 
M.  Fröchet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  31  und  H.  Hahn,  Monatsh.  f,  Math.  19 
(1908),  255. 


y  Google 


128  Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verallgemeinerungen 

(**)  G{a';f,%)  =  Gif,^), 

und  weil  31  abgeschlossen,  gehört  a'  auch  zu  91.  Wegen  der  Stetig- 
keit von  f  ist  (§  3,  Satz  III); 

Aus  (**)  und  (***)  folgt  die  erste  Gleichung  (*),  und  ebenso  beweist 
man  die  zweite. 

Wir  ziehen  aus  Satz  II  einfache  Folgerungen: 

Satz  in.  Ist  91  kompakt  und  abgeschlossen,  so  ist  Jede 
auf  9£  endliche  und  stetige  Funktion  beschränkt. 

Satz  IV.  Ist  ?t  kompakt^)  und  abgeschlossen,  so  gibt  es 
zu  jedem  Punkte  b  von  fü  einen  Punkt  a  in  9t,  so  daß: 

(0)  y{b.%)  =  r(b,a). 

In  der  Tat,  nach  Satz  I  ist  rib,  a)  als  Funktion  von  «  stetig 
auf  %.  Nun  ist  nach  Definition  r(6,  2t)  die  untere  Schranke  von 
r(b,a)  auf  9t,  also  gibt  es  nach  Satz  II  in  9t  einen  Punkt,  für  den 
(0)  gilt. 

Satz  V.  Sind  9(  und  S8  kompakt^)  und  abgeschlossen,  so 
gibt  es  a  in  91  und  b  in  ^,  so  daß: 

(t)  r{%^)^r{a,b). 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  1 ,  Satz  HI  ist  r  {9t,  SB)  die  untere 
Schranke  von  r(a,  S]  auf  9t.  Nach  Satz  I  ist  r{a,  S3)  stetig  auf  9t, 
nach  Satz  II  gibt  es  also  in  9t  einen  Punkt  a,  so  daß 

(tt)  ,•(.,»)=.■(»,«). 

Nach  Satz  IV  gibt  es  sodann  in  S  einen  Punkt  h,  so  daß: 

(ttt)  r(a,S9)  =  r(a,6). 

Aus  (tt)  und  (tfl)  aber  folgt  (t),  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

)  Im  9n  kann  di  Beding  ing  31  ei  kompakt,  weggelassen  worden. 
Denn  wählt  man  e  so  groß  diß  in  die  abgeachlosBOUe  Umgebung  U(6;  g) 
Punkte  1 0      n  fallen    und  eetzt 

Ä  =  't  U  |6    o) 

,  (6  ai  =  »-(6,91'), 
und  man  kann  '.tatt  an  3t  an  9t  argumentieren.  Im  5Ri  aber  iat  91'  kompakt. 
)  Im  *H*  genügt  es  vorauszu setzen,  mindeBtens  eine  der  beiden  Mengen 
"J  iB  sei  kompakt  Dieae  V>rau'!setzung  aber  kann  nicht  entbehrt  werden, 
Pei'^piel  im  m,  9t  die  t,  Achse  33  die  Hyperbel  x,:e^  =  1.  Es  ist  *■  [3t,  5S)  ^  0, 
bwohi  ^t  und   ^  fremd  ''ind 
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Satz  \V).  Damit  f  stetig  sei  auf  K,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  für  jedes*)  c  sowohl  die  Menge  aller 
Punkte  von  St,  in  denen  f^c,  als  auch  die  Menge  aller 
Punkte  von  a(,  in  denen  f^c  ist,  abgeschlossen  sei  in  %. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  sei  f  stetig  auf  31, 
und  sei  af  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  f>e  und  %" 
die  Menge  aller  Punkte  von  ST,  in  denen  f^c.  Sei  a  ein  zu  9t  ge- 
höriger Häufungspunkt  von  %'.  Es  gibt  in  91'  eine  Folge  {a„}  mit 
lima  ^=a.     Wegen  der  Stetigkeit  von  f  ist; 


(*)  ««)=j™««.)- 

Da  nach  Annahme: 

/"(«„)  2  <^     für  alle  n, 
so  i.st  nach  {*)  auch 

d.  h.    a   gehölt    zu   3t'.     Also    ist-9l'    abgeschlossen   in  SU,    wie   be- 
hauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
;'  sei  nicht  stetig  auf  9[,  Ist  etwa  a  ein  Punkt  von  St,  in  dem  f 
nicht  stetig  ist  auf  St,  so  gibt  ea  in  a  eine  Punktfoige  {«„)  mit 
))nia„  =  ö,  so  daß  nicht  limf{a^)=^f{a)  gilt.     Es  gibt  also   sei   es 

ein  jJ<Cf(a),  sei  es  ein  q'^f(a),  so  daß  für  unendlich  viele  n: 

fK)£p     bzw.     f{aj>q. 
Für   c=j)  (bzw.  g)^)   ist  nun  im  ersten  Falle  a  Häufungspunkt  von 
at",  ohne  KU  5t"  ku  gehören,  im  zweiten  Falle  Häufungspunkt  von  ^t", 
ohne   zu   9t'  zu   gehören.     Mindestens   eine   der   beiden   Mengen  SS.', 
9t"  ist  also  T>;cht  abgeschlossen  in  9t,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  ¥11.  Ist  f  stetig  auf  9t,  so  ist  für  jedes  c  die 
Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen /"^c  ist,  abgeschlossen 
in  9t*). 

Sei  in  der  Tat  g  dicis  Menge.     Haben  9t',  9t"  dieselbe   Bedeu- 
tung;, wie  beim  Beweise  von  Satz  VI,  so  ist; 
g  =  9t'.9t". 

')  Auch  difser  Sita  iit  ein  allgemeinei  Grenzsat/. 

'j  Statt  dessen  kann  ee  auch  heiSen  für  eine  (im  91,)  überall  dichte 
Menge  von  Zahlen  c 

')  Ebenso  for  jedes  der  Ungkiohung 

genügende  c 

*)  D  ofle  Figenschaft  ist  ofienhar  nicht  hinreichend  für  die  Stetigkeit 
■von  f.  Beispi.  Sei  a  das  Iutervi]l  [0  1]  des  SR,  un-l  f(i)  =  a;  in  (0,  1), 
/■(0)  =  1    /'(1)  =  0 

Hahn    Tlieor  e  der  teellen  Funktionon    I  9 
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XaKih  Satz  VI  ist  9£'  und  91"  abgeschlossen  in  %,    also   nach  Kap,  I, 
§  2,  Satz  VI    auch   ihr   Durchschnitt    S.      Damit    ist   Satz  VII  be- 


Satz  VIIP).  Ist  die  Funktion /■  stetig  auf  der  zusammen- 
hängenden^) Menge  ST,  und  nimmt  sie  auf  91  die  Werte  c' 
und  c"  an,  so  nimmt  sie  auf  31  auch  jeden  Wert  c  zwischen 
c'  und  c"  an. 

In  der  Tat,  nach  Satz  VI  ist  sowohl  die  Menge  9t'  aller  Punkte 
von  91,  in  denen  f^c,  als  auch  die  Menge  W"  aller  Punkte  von  at, 
in  denen  f^c,  abgeschlossen  in  St.  Nach  Annahme  ist  weder  9!' 
noch  9("  leer,  und  es  ist: 

9t  =  91'-}- 91". 

Da  9(  zusammenhängend,  sind  also  9J'  und  St"  nicht  fremd,  d.  h,  W  ■  91" 
ist  nicht  leer.  In  jedem  Punkte  von  9t' -St"  aber  ist  f=c,  und 
Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Es  sei  eigens  bemerkt,  daJJ  ea  auch  nioht  stetige  Funktionen  gibt,  denen 
die  Eigenschaft  von  Satz  VIII  zukommt').  Ein  sehr  bekenntes  Beispiel  liefert 
die  Funktion  fix),  die  definiert  ist  durch; 

/■(„)_«■.!  fün+Oi    A0)_0. 

Weitergehend  ist  daa  folgende  Beispiel*): 

Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung:  Es  gibt  eine  Menge  der  Mächtigkeit  c 
von  Teilen  des  5H,,  deren  jeder  dicht  im  SR,  ist,  und  deren  je  zwei  fremd  sind. 
In   der  Tat,   sei  y   eine  beliebige  reelle  Zahl   aus   [0,1).     Wir  entwickeln  de 
in  einen  unendlichen  Systembruoh  der  Grundzahl  2 
(!)  ^  =  0.e,fl,...e„...         (e„  =  0,l), 

teilen  0  vorkommen.     Nach  Einleitung  g  7,  Satz  IV 
e  und  nur  eine  Weise  möglich.    Sei  sodann  ein  endlicher 

')  Auch  dieser  Satz  ist  ein  allgeineiner  Qrenzsatz ;  or  wurde  (für 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen)  zuerst  bewiesen  von  B,  Bolzano, 
Rein  analytischer  Beweis  ubw,  (1818),  12,  51  =  Ostwalde  Klassiker  Nr.  163,  8,  31. 

')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden;  denn  ist  %  nioht  zu- 
sammenhängend : 

9l  =  a'  +  SI"     (31',  %■'  abgeachlossen  in  %), 

f=0  auf  9t',    f=\  auf  9t". 
Dann  ist   nach  Satz  VI   /   stetig    auf   9t    und    nimmt    keinen    Wert   zwischen 
0  und  1  an. 

»)  Dies  wurde  betont  von  G.  Darbous,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  4  (1875),  109. 

")  H.  LebeBgue,  Le^uns  sur  l'int^gration  (1904)  105.  Vgl.  auch  B.  Ce- 
Bäro,  Bull.  sei.  math.  (2)  21  (1897),  958.  W.  H.  Young,  Rend.  Pal.  U 
(1907),  187;  Mees.  of  math.  (2)  39  (1Ü09),  69,  F.  Äpt,  Arch.  d.  Math.  (3)  20 
(1912),  189. 
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Syste.mbruch  der  Grundzahl  2   mit   gerader  Stellenzahl  gegeben,    dessen  letzte 

Stelle  eine  1  ist: 

(2)  rftffa-.-Sai.;      är2j,  =  l. 

Wir  setzen  aus  (1)  und  (2)  den  Systembrueh  zusammen: 

Die   Menge  ffi(y}   aller   Zahlen,   die  man  erhält,    indem   man  in  (3)  y  festhält 
und    den   Systembrueh  (2)   beliebig  variieren   läßt,  ist   dicht    im  ^i,  und    v^or- 
echiedene  y  liefern  fremde  Mengen  aH(3/),    Damit  ist  die  BeJiauptiing  bewiesen. 
Definiert  man  nun  f(x}  diurch: 

fix}  =  y     wenn     xinmiy), 
f{3:)^l     wenn     a;  in  koiüor  Menge  9K(i/), 
so   ist   /(cc) ■  f ür   kein   ai  stetig,    und   nimmt   in   jedem  Intervalle   [x,,  sc^]    alle 
Werte  aus  [0,  1]  an. 

All  die  metrische  Stetigkeitedeflnition  {§  3,  Satz  V)  knüpft  der 
Begriff  der  gleicilmäßigeii  Stetigkeit  an^).  Die  beschränkte 
Funktion  f  heißt  gleichmäßig  stetig  auf  ?t,  wenn  es  zu  jedem 
6]>0  ein  0>-O  gibt,  so  daß  für  jedes  Punlftepaar  «',  a"  aus  31, 
dessen  Abstand: 

r  («',.")<(. 
ist,  die  Ungleichung  besteht: 

Eine  nicht  beechränkte  Funktion  heißt  gleichmäßig  stetig 
auf  at,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformatibn  ent- 
stehende Funktion  gleichmäßig  stetig  auf  2t  ist. 

Selbstverständlich  ist  jede  auf  9(  gleichmäßig  stetige  Funktion 
auch  stetig  auf  9(.     Was  die  "ümkehrung  anlangt,  so  gilt: 

Satz  IX').  Ist  9t  kompakt  und  abgeschiossen^),  so  ist 
jede  auf  9t  stetige  Funktion  auch  gleichmäßig  stetig  auf  Si. 

')  Eine  andre,  auf  nicht  metrischer  Grundlage  ruhende  Definition  der 
gleichmäßigen  Stetigkeit  wird  vorgeschlagen  von  W.  SierpiAski,  Wektor  2 
(1912),  353, 

^  Dieser  Satz  wird  gewöhnlieh  E  Heine  KugeEchrieben,  Doch  findet 
er  aicheehon  in  einer  von  Dinehlet  1834  gehaltenen  Vorlesung  (G.  Lejeune- 
Dirichlets  Vorlesungen  nber  die  Lehr«  von  den  einfachen  und  mehrfaehen 
bestimmten  Integralen  herausgegeben  von  G  Arendt  (1904),  4).  In  der  im 
Tost  gegebenen  AUgeme  nh  t  wu  d  d  r  Sata  bewiesen  von  M.  Pröchet, 
Eend.  Pal.  22  (1906)   2^ 

')  Diese  Voranasetzung  n  k  nn  n  n  ht  entbehrt  werden.  Sei  z,  B.  SK  die 
Menge  aller  rationalen  P  nkt  d  31  nd  f(x)=^-'l  für  a:<v'3,  /■(a:)  =  0  für 
ffi>V2.  Bann  ist  f(a;)  auf  a  t  t  g  ab  nicht  gleichmäßig  stetig.  Die  Funktion 
sin—  ist  in  (0,  1]  stetig,  ab      ai  ht  gl     hmäßig  stetig. 
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Vermöge  der  Schränkungstransformation  genügt  es,  den  Beweis 
für  beschränkte  /  zu  führen.  Angenommen,  der  Satz  wäre  nicht 
richtig;  dann  gibt  es  ein  e^O  und  eine  Folge  von  PunUtepaaren 
a^,aj'  (»=«  1,  2, .,.)  aua  S&,  für  die: 

(•)  Um  r  (».',0-0     und     KAO  ~ /■(«,")  I  >«  • 

Da  ai  kompakt,  liat  die  Folge  |a'„}  einen  Häufungepunkl;  a,  und 
da  fü  abgeschlossen  ist,  gehört  a  zu  %.  In  {o;'„}  gibt  es  eine  Teil- 
folge {a'„^}  mit 

lim  ßl,^  =  Ol , 

und  wegen  dei'  ersten  Relation  (*)  ist  auch; 
Iim(i^^=a. 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f  ist: 

lim  /■(«'..) _ fiA;  lim  f («;:„)  - /■(«), 

und  somit; 

}^W..)- («)]"<>, 

im  Gegensatz  zur  zweiten  ümgleichung(*).    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen.. 

Er  kann  sofort  noch  etwas  erweitert  werden: 

Satz  X.  Ist  3t'  ein  kompakter  und  abgeschlossener 
Tei!  der  beliebigen  Menge  K,  und  ist  die  auf  91  definierte 
Funktion  /  in  allen  Punkten  von  91'  endlich  und  stetig 
auf  9t,  so  gibt  es  zu  jedem  e^O  ein  e[>0,  so  daß  für  alle 
a'  von  $t'  und  alle  der  Ungleichung  r{a',  a")<^Q  genügenden 
a"  aus  9t: 

\fia')^f{>,")\<e. 

Der  Beweis  verläuft  ebenso,  wie  für  Satz  IX,  nur  daß  unter 
{a'^  nun  eine  Punktfolge  aus  9t'  zu  verstehen  ist. 

Satz    XI.     Ist    at'    ein    kompakter   und   abgeschlossener 
Teil  der  beliebigen  Menge  9t,  sind  /;  und  f^  definiert  auf  9(, 
stetig  auf  9£  in  allen  Punkten  von  %{',   und   ist  /j  +  Z^  auf  at', 
so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  9t'  in  9t,  so  daß  auch 
/,  +  /i  auf  U. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir 
/■j  und  /j  als  beschränkt  annehmen.  Es  ist  \f^  —  f^\  stetig  und 
^0  auf  9E'.     Also  ist  nach  Satz  II  auch: 
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Wir  wählen  in  Satz  X: 

«<9(if.-/;  !.«■). 

so  tlaß  auf  a': 

Dann  ist  nach  Satz  X : 

auf  der  Umgebung  l\(^;'&')  von  St'  in  %  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

§  6.    Erweiterung  einer  stetigen  Fauktion. 

Wir  behandeln  nun  folgende  Fragestellung:  Ea  sei  auf  einem 
Teile  58  von  %  eine  stetige  Funktion  /'  gegeben;  unter  welchen  Uni- 
ständen kann  f  zu  einer  auf  ganz  81  stetigen  Funktion  erweitert 
werden?  Wir  behandeln  zunächst  den  Fall,  daß  *S  dicht  in  91  ist 
und  gehen  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  I').  Eine  auf  9t  stetige  Funktion  f  ist  völlig  be- 
stimmt durch  die  Werte,  die  sie  auf  einem  in  %  dichten 
Teile  S9  von  gt  annimmt. 

In  der  Tat,  da  33  dicht  in  9t,  gibt  es  zu  jedem  Punkt  a  von  % 
in  S  eine  Punktfoige   {bj,  so  daß: 

lim&^=([. 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /  muß  also  sein: 

Also  ist  f[a}  durch  die  Werte  von  f  auf  ^  eindeutig  bestimmt,  wie 


Wir  ziehen  zunächst  einige  Folgerungen  aus  Satz  I. 

Satz  II.  Gibt  es  einen  in  %  dichten  Teil  S  von  %  der 
Mächtigkeit  6,  ao  hat  die  Menge  aller  auf  9E  stetigen  Funk- 
tionen höchstens  die  Mächtigkeit  c**. 

In  der  Tat,  die  Menge  91  aller  Funktionen  auf  S,  das  heißt 
die  Menge  aller  Belegungen  von  ^  mit  reellen  Zahlen,  hat  die  Mächtig- 
keit (.^  (Einleitung,  §  2,  S.  ^).  Da  eine  auf  9£  stetige  Funktion 
völlig  bestimmt  ist  durch  ihre  Werte  auf  55,  ist  die  Menge  SR  aller 
auf  a  stetigen  Funktionen  gleiehmächtig  mit  einem  Teile  von  % 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  m.  Die  Menge  Sß  aller  auf  einer  aeparablen 
Menge  9t  stetigen  Funktionen  hat  die  Mächtigkeit  c. 

')  Satz  I  üudet  sich  wohl  zum  erstenmal  (für  Funktionen  einer  reellen 
Verändetliohen)  bei  E,  Heine,  J,  f.  Math.  74  (1872),  183.  Er  ist  ein  allgfl- 
meiner  Grenxsatz. 
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In  der  Tat,  da  jede  Konstante  eine  auf  Sf  stetige  Funlftion  isi, 
hat  aij  mindestens  die  Mächtigkeit  c.  Da  2(  separabel  ist,  gibt 
es  einen  in  ?t  dichten  abzählbaren  Teil  von  51.  Nach  Satz  II  bat 
also  m  höchstens  die  Mächtigkeit  c''°-=c  (Einleitung  §  7,  Satz  X). 
Also  hat  SR  genau  die  Mächtigkeit  c,  und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Bemerken  wir  noch,  daß  demzufolge  auf  jeder  separablen  Menge 
der  Mächtigkeit  c,  insbesondere  also  im  S^  die  Menge  aller  Funktionen 
höhere  Mächtigkeit  bat,  als  die  aller  stetigen  Funktionen.  In  der 
Tat,  auf  einer  Menge  der  Mächtigkeit  t  hat  die  Monge  aller  Funktionen 
die  Mächtigkeit^) 

die  Menge  aller  auf  einer  separablen  Menge  stetigen  Funktionen  aber 
hat  nach  Satz  III  die  Mächtigkeit  c.  und  nach  Einleitung  g  2, 
Satz  XTI  ist: 

2'>c. 

Satz  IV.  Ist  S  ein  in  9X  dichter  Teil  v-oii  %  und  ist  f 
stetig  auf  ^.,  so  ist: 

(1)  S(f,  «)-?(/■,  58);     G(f,%)  =  Gif,^. 
h\  der  Tat  da  *8-<a,  ist: 

(2)  G(/,  SÖ)^(?(A«)- 
Ist  andererseits  jp  irgendeine  Zahl: 

(3)  p<<fif,1(), 
SO  gibt  es  ein  a  in  St,  so  daß: 

(4)  m>p- 

Da  S  dicht  in  VI,  gibt  es  in  58  eine  Punktfolgc  {6,J,  ao  daß: 

lim  ö„  =  (( . 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /'  ist  danii: 

lim  f(6„)  =  /■{«). 

Zufolge  (i)  ist  also: 

fiK)^P     für  fast  alle  w, 
und  daher  auch: 

Da  aber  p  eine  beliebige,  (3)  genügende  Zahl  war,  ist  dann  auch: 
(6)  G(f,^)^G(f,^). 


')  Zur  folgenden  Gleichung    vgl,    Einleitung  g  7,    Satz   V;    1?  2,   Satz  I: 
S  7,    Satz  VIII. 
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Aus  (2)  und  (6)  aber  folgt  die  zweite  Gleichung  (1),  und  analog  be- 
weist man  die  erste, 

Satz  V.  Ist  S  ein  in  9t  dichter  Teil  von  ^,  und  ist  f 
stetig  auf  S&,  so  ist  in  jedem  Punkte  a  der  abgeschlossenen 
Hülle  91": 

9(«;  A  Si}  =  s(«;  i\  S9);     G{a;  f,  %)^G{a;  f,  33). 

Zunächst  ist  g{ii;  f,  So)  und  G{a;  f,  56)  in  jedem  Punkte  von  ^l" 
definiert;  denn  da  SS  ein  in  ffl  dichter  Teil  von  9t  ist,   so  ist  91"=  S9<*. 

Sei  nun«  ein  beliebiger  Punkt  von  91'*,  U  eine  Umgebung  von  a . 
Nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  XI  ist  S811  dicht  in  9tU.    Also  ist  nach  Satz  IV: 

_g(f,%n)^g(f,m);    G(f,m)  =  &if,m), 
und    da    (?(a;  f.  St)    und    G(«;  f,  S9)    die    unteren    Schranken    »Her 
G(f,  aß)  bzw.  aller  Q(f,  SBU)  sind,  so  ist  Satz  V  bewiesen. 

Wir  knüpfen  wieder  an  Satz  I  an.  Ist  ffi  ein  in  St  dichter  Teil 
von  St,  so  ist  jede  auf  9t  stetige  Funktion  auch  stetig  auf  33-  Doch 
kann  nicht  jede  auf  56  stetige  Funktion  zu  einer  auf  9t  stetigen 
Funktion  erweitert  werden^).  Wir  stellen  Bedingungen  auf,  unter 
denen  dies  möglich  ist. 

Satz  Vr^).     Ist    S8    ein    in  9t   dichter    Teil   von  %  ab   ist, 
damit  die  auf  58  gegebene  Funktion  f  sich   zu    einer   auf  St 
stetigen    Funktion,  erweitern    lasse,    notwendig    und    hin- 
reichend, daß  in  jedem  Punkte  a  von  St: 
{*)  G{a;f,i&)^gia;f,^). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  f  stetig  auf  St, 
so  ist  (§  3,  Satz  II):  ■ 

ö(«;ASi)-3(a;f,Sl), 

^md  nach  Satz  V  gilt  dann  auch  (*). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend,  Angenommen  in  der  Tat, 
in  Jedem  Punkte  von  St  gelte  (*}.  Wir  erweitern  die  Definition  der 
Funktion  f  von  ^  auf  St,  indem  wir  in  den  Punkten  von  9!  — S 
setzen: 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f  auf  S3  aber  gilt  (**)  auch  in  allen 
Punkten  von©,  und- mithin  also  auf  ganz  91-  Wir  haben  zu  zeigen: 
die  durch  {**)  auf  St  definierte  Funktion  f  ist  stetig  auf  9(. 

•)  Beispiel:  Sei  (im  gii):  f(K)=-I  für  K^Vl, /■(»)  =  0    für    x>}/2.    Auf 
dpF  im  ifii  dichten  Menge  aller  rationalen  x  ist  f(x)  stetig. 
^)  R.  Baire,   Acta  math,  30(1906),  17. 
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In  der  Tat,  zu  jedem  p: 

P>G{<i;f,^)i=f(a)) 

gibt  es  nach  §2,  Satz  IV  eine  Umgebung  U  von  a,  so  daß: 

G{f,Vl^)<p. 

In  jedem  Punkte  von  119!  ist  daher: 

G(a;f,^)<p, 
mithin  wegen  (**)  auch : 

(t)  f<f- 

Ebenso  beweist  man:  zu  jedem  5; 

i<s(f':r,m-m) 

gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a,  so  daß  in  U'ü: 

(tt)  f>q. 

Aus  (t)  und  (tt)  aber  folgt  na«h  §  3,  Satz  IV,  daß  /  in  a  stetig  ist 

auf  51,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Säte  VIF).  Ist  m  ein  in  ^  dichter  Teil  von  2t,  so  ist, 
damit  die  auf  S8  gegebene  Funlition  f  sieh  zu  einer  auf  91 
stetigen  Punlition  erweitern  lasse,  hinreichend'),  daß  f 
gleichmäßig  stetig  sei  auf  SS. 

Vennöge  der  Soh  r  änkungstr  ans  form  ation  können  wir  annehmen, 
f  sei  beschränkt  auf  33.  Nach  Satz  VI  genügt  es  nachzuweisen,  daß 
in  jedem  Punkte  a  von  91: 

Angenommen,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  so  gibt  es  in  §t  m 
ein  a,  so  daß; 

»(«;/■,  S8)>  ff  («;/-,  S9). 
Nach  §  2,  Satz  VI  gibt  es  in  ^  Punktfolgen  {b,'}  und  {b„"} 

Es  wäre  also  gleichzeitig: 

lim  r  (6„',  &„"}  ^  0;     lim  [f{b'„)  —  f{bZ)]  >  0, 


')  S.  Pincherle,  Mem.  Bol.  (5)  3  (1893),  293.  T,  Broden,  J.  f.  Math, 
118  (1897),  3;  Acta  Univ.  Luiid.  8  (1897),  10.  E,  Stelnitz,  Math.  Ann.  52 
(1899),  59.    Vgl.  auch  L.  Scheeffer.  Acta  math.  5  (lS8t),  294. 

*)  Ist  3t  kompakt  und  abgeflchlossen,  so  ist  nach  g  4,  Satz  IX  die  Bedingung 
auoh  notwendig. 
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im  Widerspruche  mit  dem  Begriffe  der  gleichmäßigen  Stetigkeit. 
Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  haben  uns  bisher  mit  der  Erweiterung  einer  auf  ^  gegebenen 
stetigen  Funktion  zii  einer  auf  3t  stetigen  Funktion  nur  in  dem 
Falle  befaßt,  daß  S9  dicht  in  9[  ist.  Wir  behandeln  nun  den  all- 
gemeinen Fall.     Zunächst  gilt: 

Satz  \nV).  Ist  58  ein  in  %  abgeschlossener  Teil  von  S, 
und  f  eine  Funktion  auf  So,  so  gibt  es  auf  §1  eine  Funktion 
F,  die  auf  SS  mit  f  übereinstimmt,  und  stetig  auf  91  ist' in 
allen  Punkten  von  9t  —  58,  sowie  in  allen  denjenigen  Punkten 
von  58,  in  denen  f  stetig  ist  auf  S. 

Vermöge  der  Sohränkungstransformation  können  wir  annehmen 

und  indem  wir  weiter  ^(f-{-i)  statt  f  betrachten,  können  wir  an- 
nehmen : 

(1)  OSfSl- 

Es  wird  also  genügen,  zu  zeigen,    daß    jede  auf  33  der  Ungleichung 

(1)  genügende  Funktion  /'  zu  einer  die  Forderungen  von  Satz  VIII 
erfüllenden  und  auf  ganz  2t  der  Ungleichung  (l)  genügenden  Funktion  F 
erweitert  werden  kann,  da  man  von  diesem  Fall,  indem  man  nun 
umgekehrt  F  ersetzt  durch  2  F —  1  und  sodann  die  inverae  Schrän- 
kungstransforraation  ausübt,  zum  allgemeinen  Fall  zurückkehrt. 

Wir  setzen  abkürzend: 

(2)  ro  =  r(a,  58). 

Da  ®  abgeschlossen  in  9(,   ist   für    jeden  Punkt   "*^ 
von  9f  — S3:  ^.     „ 

Jedem  Punkte  a  von  St  —  S  ordnen  wir  nun  zunächst  folgende  {für 

r  ^  0  definierte)  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  r  zu  (Fig.  2) : 

(1   in[0,2r.] 

(3)  ÄaW^I  linear  in  [2ra,  3ra] 

[o  in  [Sr^, +co); 
sodann  folgende  auf  ^  definierte  Funktion  des  Punktes  h : 

(4)  fAb)--h^ir(a,b))-m. 

')  H.Tietze,  J.f.Math.U5(1914),9.  C.  Carath^odory  (naohH.  Bohr), 
Voll,  über  reelle  Funk^onen,  617.  L.  E.  J.  Brouwer,  Math,  Ann.  79  (1918), 
139.  Ein  besonders  einfacher  Beweis  {während  der  Drucklegung  erschienen); 
P.  Hauadorff,  Math.  Zeilachr.  5  (1919),  396. 
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Die    obere   Schranke    G(/o,  S)   ist   dann    eine   auf   3t  —  B  definierte 
Funktion  von  a.     Wir  setzen  nun: 

,,(/■(«)  auf  S8 

'  ^  '       lff(fa,a3)  auf  ''U  —  ^. 

Wegen  (1)  ist  clann  auch 

Und  nun  wollen  wir  zeigen:    die  durch  (5)  definierte  Funktion  F{a) 
genügt  den  Forderungen  von  Satz  VIII, 

Wir  zeigen  zunächst:  Ist  a  in  9£  —  ^,  so  ist  F  in  a  stetig 
auf  at.  In  der  Tat,  da  58  abgeschlossen  in  ?I,  gibt  es  eine  Umgebung 
U'  von  a  in  ^,  die  zu  S8  fremd.  Aus  der  Definition  (3)  von  ha{r) 
und  der  Tatsache,  daß  r»  eine  stetige  Funktion  von  a  ist  (§  4,  Satz  I), 
folgt:  zu  jedem  e>0  gibt  es  ein  ß>0,  ao  daß  (bei  festem  o): 

(6)  \K-(r')  —  h^(r)\<e     wenn     |/— rj<5,     r{a,a')<Q. 

Ist   dann   a'   ein   zur  Umgebung  U(a;e)    von    a   gehörender  Punkt 
aus  91,  so  gilt  nach  der  Dreiecksungleiehung  für  jedes  b  aus  93: 

\r{a:b)-r{a',h)\<&, 
und  somit  naeh  (fi): 

(7)  \hJria,b})-K'(r{a',b))[<e. 
Setzen  wir  noch: 

so   ist    U    fremd    zu    33,   und    für    alle  a'  von  U  und   alle  h    aus  S3 
gilt  (7). 

Aus  (4),  (1)  und  (7)  folgt  nun; 

|f«-{&)-^(fe)l<«, 
somit  auch: 

also  ist,  da  sowohl  a  als  a    zu  Sl  —  S  gehören,  nach  (5): 

]F{a')  —  F{a)\^e     für  alle  a'  von  U, 

d.  h.  F  ist  stetig  auf  91  in  «,  wie  behauptet. 

Es  bleibt  zu  zeigen:  Ist  a  ein  Punkt  von  58,  in  dem  /"stetig 
auf  58  ist,  so  Ist  F  in  a  auch  stetig  auf  SU.  Sei  also  a  ein  solcher 
Punkt,  Weil  f  ina  stetig  auf  ^,  gibt  es  zu  jedem  e>0  ein  q'^0, 
so  daß  für  alle  in  )X{a;  q)  liegenden  Punkte  Ji  von  58: 

(8)  !«i.)-«.)|<«. 

Sei    nun  a'  ein  beliebiger,   zu  91  —  58  gehöriger   Punkt  aus  u{a;-v]  . 
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Zufolge  der  Definition  (2)  von  rg-  ist  dann: 

w  .v<|- 

Für  alle  außerhalb  \i(a;  q)  liegenden  Punkte  b  von  S  ist: 
r{«'.6)>?^>3... 

und  somit  nach  (3)  und  (4):- 

(10)  fc(6)  =  0. 

Für  die  in  U{a;  q)  liegenden  Punkte  h  von  ®  aber  ist,    zufolge  dor 

Definition  (3)  von  ha'  und  wegen  (8): 

(11)  fr  (»)ärt6)<  «»)+., 

und  wegen  (10)  und  (11)  ist,  nach  (6),  auch: 

(12)  F(a')^G(,U;^£f{a)-\~,. 

Gemäß  der  Definition  (3)  von  r«'  gibt   es    nun    einen  Punkt  h' 
von  33,  so  daß: 

(13)  r(a'.b')<2ra.. 
Zufolge  (9)  ist  also: 

.■(•■,  ^'Xf. 

und    da    a'  in    n(a;|]    lag,    liegt    b'    in  U («;?),    und  aus    (8)    folgt 
daher:' 

(1.1)  f(b-)>f  {„)-,. 

Bei  Bea«htung  von  (13)  ergibt  aber  die  Definition  (4)  von  /■„■: 

/„-(&')  =  /■(&'); 
fernei'  ist,  naflh  (5): 

(15)  F{a')^G{U,^)>f(b'), 

und    aus    (14)    und   (15)    folgt    für    alle    zu  9t  —  ^  gehörigen  a'  aus 

(16)  #(a')  >/■("■} --^■ 

Zusammen  mit  (12)  ergibt  (16)  für  alle  zu  ?I  —  SS  gehörigen  a'  aua 

Da  aber  nach  (5)  auf  33  F  mit  f  übereinstimmt,  gilt,  bei  Beachtung 
von  (8),  für  alle  zu  9t  gehörigen  a'  ausu(^ffl;|-J: 

\F(a')-F(a)\£r, 
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d.  h,  F  ist  in  a  stetig  auf  ^.    Damit  ist  der  Beweis  von  Satz  VIII 
beendet. 

Aus  Satz  VIII  entnehmen  wir  nun  folgende  Verallgemeinerung 
von  Satz  VI: 

Satz  IX.  Ist  m  ein  Teil  von  31,  so  ist,  damit  die  auf  S 
gegebene  Funktion  f  eioh  zu  einer  auf  %  stetigen  Funktion 
erweitern  lasse,  notwendig  und  hinreichend,  daß  in  jedem 
Punkte  a  von  S^-M: 

G(a;A»)  =  s(«;/;58). 

I>ie  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  nach  Satz  VI  ist 
sie  sogar  notwendig  dafür,  daß  f  sieh  zu  einer  auf  S5*9t  stetigen 
Funktion  erweitern  lasse. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  kann  f 
zunächst  nach  Satz  VI  erweitert  werden  vja  einer  auf  58"  9[  stetigen 
Funktion,  sodann,  da  ^B^SE  abgeschlossen  in  SJ,  nach  Satz  VIII  zu 
einer  auf  %  stetigen  Funktion. 

Wir  sprechen  noch  folgenden  Spezialfall  von  Satz  IX  eigens  aus'): 

Satz  X.  Ist  56  abgeschlossen  in  St,  so  kann  jede  auf  58 
stetige  Funktion  zu  einer  auf  9!  stetigen  erweitert  werden. 

§  6.   Stetige  Abbildungen. 

Wie  wir  in  §  1  sahen,  ist  der  Funktionsbegriff  ein  Spezialfall 
des  AbbildungsbegriSes.  So  wie  unter  den  Funktionen  die  ste- 
tigen Funktionen,  so  nehmen  unter  den  Abbildungen  die  stetigen 
Abbildungen  einen  ausgezeichneten  Platz  ein.  Die  Sätze  über  stetige 
Funktionen,  die  wir  besprochen  haben,  sind  großenteils  nur  Spezial- 
fälle von  Sätzen  über  stetige  Abbildungen,  mit  denen  wir  uns  nun 
kurz  befassen  wollen. 

Seien  zwei  metrische  Räume  Dl  und  ©  gegeben^);  sei  91  eine 
Punktmenge  von  SR,  und  sei  jedem  Punkte  a  von  9t  ein  Punkt  & 
von  ©  zugeordnet.  Dadurch  ist  eine  Abbildung  A  von  9£  in  den 
Raum  S  definiert.  Den  dem  Punkte  a  zugeordneten  Punkt  von  © 
nennen  wir  (wie  in  Einleitung  §  2,  S.  5)  das  Bild  von  a  (vermöge  A) 
und  bezeichnen  ihn  mit  A{a),  jeden  durch  A  auf  einen  gegebenen 
Punkt  h  von©  abgebildeten  Punkt  von  %  nennen  wir  ein  Urbild 
von  h.  Ist  9t'  ein  Teil  von  9t,  so  bildet  die  Menge  der  Bilder  A{a) 
aller  Punkte  a  von  9('  eine  Punktmenge  93'  in  ©,  die  als  das  Bild 
Ä{'ä')  von  5t'  vermöge  A  bezeichnet  wird.     Ist   ö  =  X(3l)  das  Bild 

')  Knen  aehr  einfachen  Beweis  für  diesen  Satz  werden  wir  iai  g  10,  S.  166 
angeben. 

^  Sie  können  auch  identisch  sein. 
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von  91,  und  ist  W  ein  Teil  von  S5,  so  heißt  die  Menge  aller  Punkte 
von  31,  die  Urbilder  eines  Punktes  von  ?ß'  sind,  das  Urbild  von  93'. 
Wie  bei  Funktionen  definiert  man:  die  Abbildung  Ä  von  91 
beißt  stetig  im  Punkte  a  von  at,  wenn  sie  jede  Punktfolge  {a„} 
aus  'J{  mit  Uma^  =  a  abbildet  auf  eine  Punktfolge  {Ä(a^J}  mit 

limÄ{aJ  =  A{a). 

Ist  die  Abbildung  A  von  3t  stetig  in  jedem  Punkte  von  9t,  so 
heißt  sie  eine  stetige  Abbildung  von  91;  das  Eüd  ^(3t)  heißt 
dann  ein  stetiges  Bild  von  ^. 

In  Analogie  zu  §  3,  Satz  IV  gilt: 

Sata  I.  Damit  die  Abbildung  A  von  9t  stetig  aei  im 
Punkte  a  von  9t,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu 
jeder  Umgebung  Sß  in  S  des  Bildes  A(a)  von  a  eine  Um- 
gebung U  in  91  von  et  gebe,  so  daß: 

f)  ^.(uxas. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Sei  in  der  Tat  A  stetig  in  a 
und  SS  eine  Umgebung  von  A{a)  in  93.    Sei  ferner  U^  die  Umgebung 
U  ia;  -]  von  a   in  9[,    Angenommen,  in  jedem  U„   gäbe  es  ein  «„. 
so  daß  A{a,)  nicht  in  K     Da  A{a)  in  Sß,  so  könnte  nicht 
lim^(aJ-=A(a) 

sein  (Kap.  I,  §  3,  Satz  VI),  im  Widerspruch  mit  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit  von  A.  In  mindestens  einem  U„  gibt  es  also  kein  a^, 
dessen  Bild  A{aJ  nicht  zu  S  gehörte,  d.h.  es  ist: 

A(UJ<SS, 
und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Zur  Umgebung  S6vonji(a)  in  SS  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U  in  9t  von  a,  so  daß  (*)  gilt.  Ist  {a„}  eine  Punktfolge 
in  91  mit  lim  a^=fi,  so  ist  a„  in  U  für  fast  alle  m,  mithin,  wegen 

(*),  A(a^)  in  *8  für  fast  alle  n;  also  ist  (Kap.  I,  §  3,  Satz  VI): 
lim  A{aJ  =  A{a), 

d.  h.  A  ist  stetig  in  a,  wie  behauptet. 

Satz  II  von  §  4  ist  ein  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  IV).  Jedes  stetige  Bild  einer  kompakten,  abge- 
schlossenen Menge  ist  kompakt  und  abgeschlossen. 


')  Satz  II  ist  ein  allgemeiner  Grenzaati 
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Sei  in  der  Tat  Ä{%)  ein  stetiges  Bild  der  kompakten,  abge- 
schlossenen Menge  a.  Wir  zeigen  zunächst,  daß  A{^)  kompakt 
ist.  Dazu  genügt  es  zu  zeigen:  jede  unendliche  Folge  {A[a^^)}  aus 
J(ä[)  enthält  eine  konvergente  Teüfolge.  Sei  {Ä(a^)}  eine  Punktfolge 
aus  A(9I).  Da  St  kompakt,  gibt  es  in  {«„}  eine  konvergente  Teil- 
folge {fl„J: 

und  da  3t  abgeschlossen,  gehört  «  zu  3(.     Wegen  der  Stetigkeit  der 

Abbildung  ist  daher  auch: 

(t)  _Bm^(<,,,)_^(.), 

d.  h.  in  {Ä(aJ}  gibt  es  auch  eine  konvergente  Teilfolge;  also  ist 
Ä{%)  kompakt. 

Wir  zoigen    sodann,     daß   A('ä)    abgeschlossen  ist.     Sei    zu 
dem  Zwecke  Ö  ein  Häufungspunkt  von  Ä(M).    Dann  gibt  es  in  Al'ü) 
eine  Folge  -i(a„),  so  daß: 
(n)  limjiaj^b. 

Jn  {a^y  gibt  es  eine  konvergente  Teilfolge  {a„^},  deren  Greiiz- 
punkt  (t,  wie  wir  eben  sahen,  gewiß  zu  9[  gehört,  so  daß  wieder  (f) 
gilt.     Der  Vergleich  von  (f)  und  (ff)  aber  ergibt: 

also  gehört  6  als  Bild  von  a  zu  .d{3t).  Also  ist  Ä{%)  abgeschlossen. 
Damit  aber  ist  Satz  II  bewiesen. 

Dem  Satze  VI  von  §  4  entspricht  folgender  allgemeine  Satz: 
Satz  m.     Damit  die  Abbildung  Ä  von  3t  auf  4{9t)  stetig 
sei,  ist  notwendig   und  hinreichend,   daß  das  Urbild   jeder 
in  Ä{^)  abgeschlossenen  Menge  abgeschlossen  in  9t  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig^).  Sei  in  der  Tat  -i(3t)  stetiges 
Bild  von  St,  und  sei  58'  abgeschlossen  in  J.(9l).  Mit  3t'  bezeichnen 
wir  das  Urbild  von  ^',  mit  a  einen  zu  3t  gehörigen  Häufungspunkt 
von  at'.  Wir  haben  zu  zeigen,  daß  er  auch  zu  %'  gehört.  Jedenfalls 
gibt  es  in  Sl'  eine  Punktfolge  {a^}  mit  limtf^  =  a.  Wegen  der  Ste- 
tigkeit der  Abbildung  ist  ""=" 

Weil  die  A(aJ  zu  S3'  gehören,  und  S'  abgeschlossen  in  J.(3t)  ist, 
gehört  auch  A{aj  zu  S',  mithin  a  zum  Urbild  St'  von  S',  und  die 
Beb«.nptung  ist  bewiesen. 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
die  Abbildung  sei  nicht  stetig.  Dann  gibt  es  in  9t  einen  Punkt  a 
und  eine  Punktfolge  {a^}  mit  iima^^=^a,  so  daß  nicht  lim  Ä(a^=^A(a); 

d.  h.  es  gibt  eine  Umgebung  5ß  in  ^(91)  von  Ä(a),  so  daß  unendlich 
viele  Ä{aJ  in  A(^)  —  SS  liegen.  Nun  ist  die  Menge  -ä(3t)  —  SB  ab- 
geschlossen in  A(9t)-  Ihr  Urbild  enthält  unendlich  viele  a^,  nicht 
aber  _  deren  Grenzpunkb  ffl,  ist  also  nicht  abgeschlossen  in  9t.  Damit 
ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Satz  VIII  von  §  i  ist  Spezialfall  von; 

SatzIV^).  Jedes  stetige  Bild  einer  zusammenhängenden 
Menge  91  ist  zusammenhängend. 

Sei  m  der  Tat  A(9t)  stetiges  Bild  von  M;  sei: 

^(ia)  =  S8j  +  ^3     {%,  Sa  abgeschlossen  in  ^(9t)), 
und  seien  9li  und  9(^  die  Urbilder  von  SB^  und  S, .     Nach  Satz  III 
sind  9tj  und  9tj  abgeschlossen  in  9t,  und  es  ist: 

9J  =  €^  +  9t3. 
Da   91   zusammenhangend,   ist   eine   der   beiden  Mengen  9!^,  ^  leer, 
dahei  ist   auch   eme   der  beiden  Mengen  SS^,  ^^  leer;  d.h.  Ä{%)  ist. 
zusammenhangend,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Eine  Abbildung  der  Menge  91  heißt  gleichmäßig  stetig,  wenn 
zu  jedem  e'y--0  ein  ß ^ 0  gehört,  ao  daß  für  zwei  Punkte  a',  a" 
von  91 

?[Ä{a'),  JK'))<s     wenn     r(a',  fl")<e- 
Satz  IX  von  §  4  ist  Spezialfall  von : 

Satz  V.  Jede  stetige  Abbildung  einer  kompakten  und 
abgeschlossenen  Menge  ist  gleichmäßig  stetig. 

Der  Beweis  ist  ganz  derselbe  wie  für  Satz  IX  von  §  4. 

Satz  I  von  §  5  ist  Spezialfall  des  ganz  ebenso  zu  beweisenden 
Satzes : 

Satz  VI.  Eine  stetige  Abbildung  von  91  ist  völlig  be- 
stimmt durch  die  Bilder  der  Punkte  eines  in  St  dichten 
Teiles  von  9E. 

Satz  VII  von  §  5  ist  Speziaifali  von: 

Satz  TU.  Eine  gleichmäßig  stetige  Abbildung  B  des 
in  9t  dichten  Teiles  SS  von  9t  in  eine  vollständige  Menge  S 
kann   erweitert   werden   zu    einer   stetigen  Abbildung  von 


z  IV  iat  ein  allgeraeiaer  Grenzsats, 
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In  der  Tat,  da  50  dicht  in  91,  gibt  es  zu  jedem  Punkt  a  von 
?(  eine  Punktfolge  {h^  in  S  mit: 

Nach  Kap.  I,   §  8,  Satz  I  ist   {bj    eine  Cauchyeche  Folge,  d.h. 
ist  ß>-0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  ein  Jip,  so  daß: 

»"(V'M<e     ^"^     «'^«0'  ""2"o- 
Wegen  der  vorausgesetzten  gleichmäßigen  Stetigkeit  der  Abbildung  B 
gibt  es  daher  zu  jedem  e>0  ein  n^,    so  daß  für   die  Bilder  BifiJ 
der  h    gÜt: 

Es  ist  also    auch  die  Folge  {B{hJ^    eine  Cauchysche,    und  da  Ü 
vollständig,  gibt  es  in  E  einen  Punkt  c,  so  daß 
limB(fc„l  =  c. 

Wir  ergänzen  nun  die  Abbildung  B  von  S  zu  einer  Abbildung 
A  von  91,  indem  wir  setzen: 

Wir  haben  zu  beweisen,  daß  Ä  eine  stetige  Abbildung  ist. 

Sei  zu  dem  Zwecke  «>0  beliebig  gegeben;  wegen  der  gleich- 
mäßigen Stetigkeit  von  B  gibt  es  dazu  ein  0'>O,  so  daß  für  je 
zwei  Punkte  h',  h"  von  SS; 

(1)  r{B{b'),B(h"))'Ce,     wenn     r(h',h")<__Q. 
Seien  nun  a',a"  zwei  Punkte  aus  91,  für  die: 

(2)  r(«',  »")<!>. 

Nach  Definition  der  Abbildung  Ä  gibt  es  in  Sd  zwei  Punktfolgen  {&ä}, 
{ö'h},  so  daß: 

(3)  lim6j,  =  a';     lim6"^ffl"; 

(4)  lim  £(&'„)  =  ^(a');     lim  B(6'^)  =^(«"). 
Wegen  (2)  und  (3)  ist; 

^{^'n,  i'n)<^..Q     für  fast  alle  w, 
daher  nach  (l): 

r(B(b;),  B(Q<e     für  fast  alle  «. 

Somit  wegen  (4): 

,(A{a'),A{."))^,. 

Es  ist  also   die  Abbildung  A  von  2t  gleichmäßig  stetig,   und   daher 
gewiß  stetig,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 
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Es  ordne  die  Abbildung  A  jedem  Punkte  a  von  9(  den  Punkt 
Jj  =  ^((jj  zu,  und  es  sei  ^^Ai^  das  Büd  von  ?[.  Sodann  ordne 
die  Abbildung  B  jedem  Punkte  h  von  58  den  Punkt  c  =  -B{&)  an, 
und  es  sei  e  =  5(SB)  das  Bild  von  iß.  Als  die  aus  A  und  B  zu- 
sammengesetzte Abbildung  A-B  bezeichnet  man  diejenige  Ab- 
bildung von  %  auf  %,  die  dem  Punkte  a  von  %  den  Punkt 

«  =  -B(&)  =  -B(^(«» 
zuordnet.     Es  gut  der  Satz: 

Satz  VIII.  Ist  die  Abbildung  A  von  %  auf  die  Menge  SS 
stetig  im  Punkte  a  von  W,  und  ist  die  Abbildung  B  von  *a 
stetig  im  Punkte  ö  =  ^{a)  von  58,  so  ist  die  Abbildung  AB 
stetig  im  Punkte  a. 

Sei  in  der  Tat  {a^}  eine  Punkfcfolge  aus  'K  mit  lim  «„==«.    Für 

die  Bilder  h^  =  A{a^  gilt  dann,   wegen  der  vorausgesetzten  Stetig- 
keit von  A: 

lim4(aj==^(a),     d.  b.     lim&„  =  ö. 

Ebenso  gilt,  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  ß: 
lim£{6J  =  B(6),     d.h.     lim  B(^(a„))  =  £(^(a)). . 

womit  Satz  VIII  bewiesen  ist. 

Sind  f^  und  f^  zwei  auf  St  endliche  Funktionen,  so  wird  durch: 

«.-f.(«),  «,-äw 

eine  Abbildung  A  von  ?t  au£  eine  Punktmenge  *B  des  SR^    definiert. 
Durch  jeden  der  Ausdrücke: 

x^Xj-j-a^j,     x  =  x^ — oij,     3;=Xj-a::j,     %  =  —) 

wird  weiter  eine  Abbildung  B  von  S3  in  den  SR^  definiert.     Wendet 
man  auf  A-B  Satz  VIII  au,  so  kommt  mau  auf  Satz  VII  von  §  3 

Ist  die  Abbildung  A  von  91  auf  S  eineindeutig,  d.  h.  hat 
jeder  Punkt  von  ^  in  91  ein  und  nur  ein  Urbild,  so  können  wir 
eine  Abbildung  von  S9  auf  ?I  definieren,  indem  wir  jedem  Punkte 
von  33  sein  Urbild  in  ST  zuordnen.  Diese  Abbildung  heißt  die  zu 
A  inverse  Abbildung,  oder  die  Umkebrung  von  A,  und  wird  be- 
zeichnet mit  A"'-. 

^)  Letzteres  nur,  wenn  /Ij  +  0  auf  St. 


y  Google 


146  Der  Begcifi  der  Stetigkeit  nnd  seine  Verallgemeinerungen.. 

Satz  IX.  Ist  9[  kompakt  und  abgeschlossen,  und  ist  A 
eine  eineindeutige  stetige  Abbildung  von  31,  so  ist  auch 
A"'^  stetig. 

Sei  in  der  Tat  6  ein  Punkt  aus  4(31),  und  {ö^}  eine  Punktfolge 
aus  j4(St)  mit: 
(*)  lim6„==fc. 

Ist  a„  das  Urbild  von  b^,  so  hat,  weil  31  kompakt,  die  Folge  («^ 
einen  Häufungspunkt  a,  und  weil  9(  abgeschlossen,  gehört«  zu  ?I, 
'In  {a„}  gibt  es  eine  Teiifolge  {a„J,  so  daß: 


und  wegen  der  Stetigkeit  von  A  ist: 

]imJ(a„J  =  ^(a),     d.h.     Iim6„^  =  4(a). 

Also  durch  Vergleich  mit  (*): 

b  =  4(a),     d.h.     a  =  A-^(6). 
Also  hat  die  Folge  {a^  nur  den   einzigen  Häufungspunkt  A~'{b}, 
es  ist  somit  (Kap.  I,  §  2,  Satz  I): 

lim«„  =  ^~i(ö),     d.h.     lim  A-^{bJ=A-'{b), 

womit  die  Stetigkeit  von  A~^  nachgewiesen  ist. 

g  7.    Abbildung  einer  Strecke  au!  ein  Quadrat. 

Ein  sehr  merkwürdiges  Beispiel  einer  Abbildung  erhalten  -fiir,  indem  wir 
an  die  Olaichung  anknüpfen  (Einleitung  §  7,  Salz  X); 

<•)  t-t". 

Es  ist  t  die  Mächtigkeit  der  Menge  aller  Punkte  eines  IntervaDea  des  B!,;  etwa, 
wenn  wir  die  Punkte  des  St,  mit  t  bezeichnen,  des  Intervallea   [0,  1] : 
(**)  <i<t<l. 

Nach  der  Definition  des  Produktoa  zweier  Mächtigkeiten  ist  fetner  c°  die  Mäch- 
tigkelfc  der  Menge  aller  Zahlenpaare  tc,  y,  deren  jede  zum  Intervalle  [0,  1] 
gehört : 

(*•*)  O^a^l,      0<y£i, 

■oder  was  dasselbe  heißt,  der  Menge  aller  Punkte  eines  Quadrates  im  SHj.  Die 
Gleichung  (*)  kann  also  so  ausgesprochen  werden: 

Satzl.  Es  gibt  eine  eineindeutige  Abbildung  dea  IntervftlleB(*«) 
auf  das  Quadrat  {**»)'). 


')  G.  Cantor,  Joum.  f.  Math.  84  (1877),  254.  Ganz  ebenso  folgert  man 
aus  der  Gleichung  c  =  c*  die  Existenz  einer  .eineindeutigeo  Abbildung  des  Inter- 
valles  (•*)  auf  das  Intervall  des  SSi; 

Ogar,^l  (i  =  l, 2,, .,,*). 
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Diese  Abbildung  kann  nicht  stetig  sein.     Eb  gilt  nämlich: 
Salz  Ri).     Enthalt    die  Punktmenge  S8   dea  JR*  Cfc>3)   einen  in- 
neren Punkt,   so  gibt    es   keine  eineindeutige    und    stetige  Abbil- 
dung des  Inrervallea  (*'')  auf  B 

Angenommen  in  der  Tat  e?  gäbe  eme  ememdeutige  Stetige  Abbildung  A 
des  lotervaUes  (**)  auf  SS  und  6  wäre  innerer  Punkt  von  58  Dann  gibt  es 
im  8!t  zwei  ganz  zu  S  gehörige  nioht  in  dieselbe  Gerade  de^  ^^  fallende 
Strecken  a,  0^  und  b^b^,  die  eich  m  ö  schneiden  Nach  §  i  '^atz  IX  ist  A~' 
stetig.  Nach  §  6,  Satz  II  und  IV  ist  daher  das  Urb  Id  von  0,6  sowie  von  ba^ 
je  eine  abgeschioasene,  zusammenhan|,ende  Punktmenge  des  Jij  d  h  je  ein 
Teilinteryall  von  (**).  Da  A-^  eindeutig  ist  haben  die^e  beiden  Teilmlervalle 
nur  den  einen  Punkt; 

gemein;  sie  sind  also  zwei  m  diccem  Punkte  a  aneinanderstoßende  Teilmter- 
valle  von  (**).  Dasselbe  mnß  ^bet  von  den  JTrl  ildem  der  Strecken  &i  b  und  b  6, 
verQiöt,e  4.^*  gelten  das  al  er  ist  unmöglich  da  wegen  der  Eindeutigkeit  von 
A  "^  d  e  Urbilder  der  Strecken  a^b  b  a^  b  b  bb^  zu  }b  zwe  en  kernen  andern 
Punkt  als   i  gemein  haben  dürfen      Dimit  ist  Satz  II  hew  esen 

Wenn  es  demzufolge  keine  emeindeutige  stetige  Abbildung  ener  "strecke 
(eines  Intervalles  des  Sti)  auf  ein  Quadiat  dea  St^  f,ibt  so  gibt  es  doch  wenn 
man  auf  die  Emeindeutigkeit  verzichtet  sehr  wohl  stetige  Abbildungen  die 
dies  leisten^)     Wir  i  esprechen  zunächst  die  bekannteste  Abbildung  diesci  Art") 

Man  teile  die  Strecke  in  3*  gleiche  Teile  (g  eine  natürliche  Zahl  ^  3)  und 
das  Quadrat  in  3°  k  ngruente  Teilijuadrate  indem  man  jede  temer  Seiten  in  g 
glLiche  Teile  teilt  und  durch  die  Teilpunkte  Parallele  zu  den  Q  ladratieiten 
weht  Sodann  numeriere  man  die  Ttile  der  Strecke  m  ihrer  natürlichen 
Keihenfolge  mit  12  g'    ebenso  die  Teile  des  Quadrates    und  zwar  diese 

so  daQ  je  znei  die  benachbarte  Nummern  erhalten  mindestens  einen  Punkt 
gemein  haben 

Nun  teile  man  weiter  jede  der  heim  ersten  Schritt  erhaltenen  g^  Teil 
strecken  neuerdin„s  in  g  gleiche  Teile  und  numenere  die  "o  entstehenden 
g*  Teilstrecken  m  ihrer  natürlichen  R^  henfolge  mit  12  _y*     El  en  o  teile 

man  jedes  der  beim  ersten  Schritte  erhaltenen  Teilq  ladrate  wo  ter  in  j'  kon 
gruente  Teilquadrate  und  numeriere  die  so  entitehcndtn  p'  Tcilquadrate  mit 
12  if*   und  zwar  so   daß 

1  je  iwei  Teilquadrate  die  benachl  arte  Nummern  erhalten  mindp'itons 
emen  Punkt  gemem  haben 

2  die  aus  dem  Quadrate  1  der  ersten  Teilung  entstellenden  Teilquadrate 


')  Dieser  Sati  ist  ein   Speziilf^I   des   Satze")  von   der  Imarnnz   der  Di 
öazahl    ge^enul  er    eine  ndeutigen   stetigen   Abbildungen      V&l    L    E    J 
Brouwer    Math  Ann  70  (lall)    161 

*j  Notwendige  und  hii  re  1  ende  B'-dini-ingen  dafür  daß  eine  gegebene 
Punktmenge  stetiges  Bild  einer  S  recke  sei  Endet  man  bei  H.  Hahn,  Wien- 
Ber.  123  [19U),  24.'!3. 

^  Sie  rührt  her  von  G.  Peauo,  Math.  Ann.  ?,B  (1890),  157.  —  Vgl.  auch 
E.  Cesa.ro,  Bull.  sei.  math.  (2)  21  (!897),  2&7;  D.  Hubert,  Math.  Ann.  38 
{1891),  459;  A.  Schocnflies,  Gott.  Naobr.  1896,  255;  E.  H.  Moore,  Am 
Trans.  1  (1900),  72. 

10" 
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iie  Nummern  I    l  g^  erhalfen    die  aus  dem  Quadrate  2  der  ersten  Teilung 

ent'itehenden  äe  Nummern  g  -j-l    0"  +  "    ■  ■  ■.    23^  usf. 

Man  sieht  wie  dieses  Verfahren  fortzusetzen  ist.  Beim  n-ten  Schritt« 
erscheint  die  Strecke  zerlegt  mg«  gleiche  Teile,  die  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  numeriert  sind  mit  1   2  ffSn;  dm  Quadrat  erscheint  zerlegt 

kongruente  Teilquadrate  die  gleichfalls  onmeriert  sind  mit  1,2,  . . ,,  j^n, 


und  z 


.    diß 


reiquadiate  die  benachharte  Nummern  hahen,  mindestsns 
einen  Punkt  gemein  haben 

3  dia  g  Ttilquadrate  die  durch  Teilung  des  mit  k  (1  ^^^,9^(1-1)) 
numerierten  Quadrates  der  (w— l)-ton  Teilung  entstanden,  die  Nummern  er- 
halten: {k—l)g^  +  l,  (k  —  l)g^  +  2,  ....  fc-/. 

Man  erkennt  unschwer,  daß  dies  möglich  ist.  Für  die  einfachsten  Fälle  "^j 
y^2  und'g  =  3  ist  das  Verfahren  aus  Fig.  3  und  4  ohne  weiteres  ersichtlich. 
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Wir  setaon  fest:  Jeder  (innere  oder  läogronzungs-)  Punkt  der  mit  it 
numerierten  Strecke  der  w-ten  Teilung  soll  auf  einen  (inneren  oder  Begren- 
sunga-)  Punkt  des  mit  derselben  Nummer  /(  versehenen  Quadrates  der  «-ten 
Teilung  abgebildet  werden.  Wir  wollen  zeigen,  daß  durch  diese  Vorschrift 
eine  stetige  Abbildung  der  Strecke  aufs  Quadrat  definiert  ist. 

Sei  a  ein  Punkt  der  Strecke,  und  zwar  zunächst  ein  solcher,  der  bei 
keiner  der  vorgenommenen  Teilungen  der  Strecke  als  Teilpunkt  auftritt.  Er 
liegt  dann  (für  jedes  n)  bei  der  n-ten  Teilung  in  einer  ganz  bestimmten  Teil- 
strecke  ©n.      Sei   Qn   dasjenige   Teilquadrat   der   n-ten   Teilung,   1" 


1  Poano  durchgaführto;  der  Fall  g=r-.2 


')  Der  Fall  g  =  Z  ist  der  zuerst  v 
lo  von  Hubert  besprochea. 
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Nummer  iiat,  wie  die  Strecke  ©«.  Da  in  der  Folge  der  Strecken  {Snl  jede 
folgende  in  der  vorlierg eilenden  liegt,  so  gilt  (wegen  Vorachrift  2)  daBsefbe  für 
die  Folge  der  Quadrate  -(illn}.  Es  gibt  also  einen  und  nur  einen  allen  H.  ge 
meineamen  Punkt   uneres  Quadrates:  er  ist  das  Bild  des  Punkte'»    i 

Ist  sodann  a  ein  Punkt  der  Strecke,  der  bei  emei  unsrei  Teilungen  etwa 
der  r-ten,  als  Teilpunkb  auftritt,  eo  ist  dies  a  ich  bei  jeder  folgenden  Teilung  dni 
Fal].  Seien  (für  n'^v)  ©n  und  S»  die  beiden  in  a  zusammenstoßenden  Stieoken 
der  n-ten  Teilung,  D«  und  On  die  mit  den  gleichen  Nummern  versehenen  Qua 
drate  der  «-ten  Teilung;  wie  vorhin  sieht  man  daß  alle  O  [n  ^ '')  eineiseits 
alle  iQn'(»^v)  andi-erseitK  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein  hal  en  Wegen 
MiiBrer  Vorschrift  1.  aber  ist  diee  derselbe  Punkt  ei  ist  das  ßild  dn^ 
Punktes  a.. 

Es  ist  aJso.  wirklich  jedem  Punkte  der  Strecke  ein  Punkt  dea  Quadrat  s 
zugeordnet.  Und  man  erkennt  unschwer,  daß  auch  umgekehrt  jeder  Punkt 
des  Quadrates  mindestens  ein  Urbild  auf  der  fetreolte  besitzt  In  dei  Tat 
KU  jedem  Punkte  6  d^  Quadrates  gibt  es  minde  tonn  eine  lolge  ihn  ent 
haltender  Teilquadrate  |Dm},  wo  Dn  Teilquadrat  dei  n  ten  Teilung  und 
Ou  +  i-<On.  Ist  ©n  die  Strecke  der  »-ten  Teilung  die  gleiche  Nummei  wie 
On  hat,  BO  ist  auch  ©b  +  i  <^©b.  Kb  gibt  also  einen  i  nd  n  ir  einen  Pinkt  (  i 
Strecke,  der  zu  allen  ©n  gehört;  er  ist  ein  Urbild  von  h 

Es  bleibt  zu  beweisen,  daß  unsre  Abbildung  der  Stre  ke  aufs  Quiidiat 
stetig  ist.  Sei  a  ein  Punltt  der  Strecke,  {d  }  e  ne  P  nktfolge  der  Sti  oke 
mit  lim   ap=^a;   sei   b   das   Bild  von   a,   b^   da^   von   a,       Wii    haben   zu   be 

weisen,  daß  Hm  bj,^=b  ist. 

Tritt  a  bei  keiner  unsrer  Teilungen  dti  Stitcke  -x'-,  roiipuoUt  auf,  öo 
mögen  ©n  und  On  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  voihm  fast  alle  «^  liegen 
dann  in  ®„,  daher  fast  alle  b^  in  On,  und  da  6  in  allen  O»  liegt,  und  {ö»} 
sich  auf  &  zusammenzieht  (Kap.  I,  §  3,  S.  681      O   haben   v/n    lim  bp  =  6,  wie 

behauptet,  —  Ganz  analog  schließt  man,  wenn  i  em  Teilpunkt  ist,  nur  hat  man 
dann  an  SteUe  von  ©n  die  Vereinigung  der  oben  mit  S«  und  ©k  bezeichneten 
Strecken,  »n  Stelle  von  Qn  die  Vereinigung  OJ,  f  O^'  ^n  benutzen 

Damit  ist  gezeigt,  daß  unsre  Abbildung  der  Strecke  auf^  Quadrat  stetig 
ist.  Nach  Satz  II  kann  sie  daher  nicht  eineindeutig  sem  Es  hat  keine 
Schwierigkeit,  tatsächlich  Punkte  des  Quadrates  anzuheben,  die  mindestens 
zwei  verschiedene  Urbilder  auf  der  Strecke  besitzen,  dies  tiifft  offenbai  für 
jeden  Punkt  des  Quadrates  zu,  in  dem  zwei  Teilquadiate  zusammenstoßen, 
die  nicht  aufeinanderfolgende  Nummern  haben.  Punkte  in  denen  drei  (oder 
vier)  Teilquadrate  zusammenstoßen,  von  denen  keine  awei  aufemanderfolgende 
Nummern  haben'),  werden  sogar  drei  (bzw.  vier)  ver^obiedene  Urbilder  aut 
der  Strecke  besitEen. 

Es  ist  nicht  schwer,  unser  Abbildungs verfahren  so  ab/uaudei ii,  daß 
kein  Punkt  des  Quadrates  mehr  als  drei  verschiedene  Urbilder 
auf   der  Strecke  besitzt^).     Daa  aber  ist  alles,   was  sich,  erreichen  läßt. 


')  Z.  B.  in  Hf.  3  der  gemeinsajne  Eckpunkt  der  Quadrate  7,  10,  5S,  5 
in  Fig.  4  der  gemeinsame  Eckpunkt  der  Quadrate  12,  35,  30,  43. 

=)  H.  Hahn,  Ann.  di  mat.  (3)  21  (1913),  50,  Ein  andres  Verfahren  1 
G.  P61ya,  Bull,  Crac,  1913,  319, 
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Denn  es  gilt  der  Satz'):  Bei  jeder  stetigen  Abbildung  einer  Streeka 
auf  ein  Quadrat  gäbt  es  eine  im  Quadrat  dichte  Menge  von  Punkten, 
die  mindestens  drei  verschiedene  Urbilder  auf  der  Strecke  be- 
sitzen. Die  Menge  aller  ]?unkte  des  Quadrates,  die  mindestens  zwei  ver- 
schiedene Urbilder  auf  der  Strecke  besitzen,  hat  stets  die  Mächtigkeit  e"). 

Wir  denken  uns  durch  das  oben  dargelegt«  Verfahren  die  Strecke  0  ^  t^  l 
des  91i  auf  das  Quadrat  0^aü<l,   O^j/^1  des  m^    abgebildet.    Sind  x{t), 
y  (t)   die   Koordinaten    des   dem   Punkte  t  entsprechend ea   Quadratpunktes,   so 
sind  as{t),   y(t)   auf   [0,  1]  stetige  Funktionen;  os  ist  also: 
(0)  !c  =  iE(t),    y  =  y[f),    0^t<.l 

ein  sogenannter  „stetiger  Kurvenbogen''  (vgl  S  51S)  der  die  Eigenschaft  hat 
durch  alle  Punkte  des  Quadrates  hmduiohzugehen  Ei  wird  bezeichnet  als 
Peanosche  Kurve  Ihr  Verlauf  selbst  entziPht  iioh  der  Anschtuung  man 
kann  ihm  aber  ansihauhch  dadurch  naher  kommen  daß  man  die  Naherungs 
polvgone  betrachtet  die  entstehen  indem  man  immer  bei  der  n  ten  Teilung 
des  Quadrates  der  Reihe  nach  die  Mittelpunkte  der  mit  1    2  g^"  nume 

Herten  Tejlquadrate  durch  Strecken  verbindet 

Von  den  (lelen  merkwürdigen  Eigenschaften  der  beiden  lunktionen  [0) 
sei  hier  nur  erwähnt  daß  sie  jeden  Wert  zwischen  0  und  1  in  einer 
abges^,hlo^<!enen  Punktmenge  der  Mächtigkeit  c  annehmen')  Durch 
die  inverse  Schrankungstransformatin  erhalt  man  aus  ihnen  stetige  Funktionen 
einer  reellen  Veränderlichen  die  jeden  Wert  ^0  in  emec  Punktmange  der 
Mächtigkeit  c  annehmen 

^  ir  wollen  noch  kuiz  ein  zweites  Beispiel  einer  stetigen  Abbildung  einer 
fetrecke  a  f  ein  Quadrat  btspitchen ')  Wir  gelen  aus  von  emer  etetigen  Ab 
lildung  emer  n  rgends  dichten  perfekten  Punktmenge  der  8tre  ke  aufs  Qua- 
drat die  danq  kitht  7«  emer  stetigen  Abbildung  der  ganzen  Strecke  ergänzt 
werden  kann 

Sei  [a  h\  die  abzubildende  Strecke  dos  S,  und  sei  ^  eme  a  und  b  enthal 
tende  nirgpuds  dichte  perfekte  Menge  aus  [a  b]  [Kap  I  §  1  &  HO)  Die 
Menge  «R  der  punktfreien  Intervalle  von  $  in  [a  6]  hat  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  den  Ordaungslypus  ;  (Kap  I  §  "^  Satz  il)  Dasselbe  gilt  \on 
der  Menge  &  aller  ms  Intervall  (0  1)  fallenden  endlichen  Systombruclie  einer 
gegebenen  Crundzahl  j  (Einleitung  %  8,  Satz  II)  fs  gibt  also  eme  ahn 
liehe  Abbildung  A  von  SOI  auf  0 

Auegehpnd  von  diesen  Abbildung  A  definieren  wir  nun  eine  Abbildung  B 
von  *ß  auf  die  unendhehen  bystembiuche 
(*)  0  e,e,  e„... 

der  Grundzahl  y  duich  die  Voischnft 


')  H.  Hahn,   a.  a.  0.  42fE.     Vorher    (ohne  Beweis) 
H.  Lebesgue,  Math,  Ann.  70  (19II),  168. 

')  H,  Hahn,  a.  a.  0.  43. 

"}  Ein  allgemeines  Verfahren  zur  Herstellung  solcher  Funktionen  a.  H. 
Hahn,  a,  a,  0.  362, 

*)  H.  Lebesgne,  Legons  sur  l'intigration  44.  H.  Hahn,  Ann.  di  mat. 
(3)  21,  (1913)>  51-  —  Ein  anderes  Verfahren  findet  man  Bocb  bei  W.  Siet- 
piiiski,  Bull.  Crac.  1912,  462;  Prace  mat.-flz,  23  (1912),  193.  —  Weitere  Lite- 
ratur: K.  Knopp,  Arch.  d,  Math.  u.  Phys.  (S)  26  (1917),  110;  A,  Hess,  Stetige 
Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Quadrat,  Zürich  1905. 
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1.  Den  Punkten  a  und  b  von  5|J   werden  zugeordnet  die  Systembrüche: 

0-00  .  .  .  0  .  .  .,    bzw.    0.(9  — 1)(^— 1)  .  .  .  (fl— 1)  -  -  . 

2.  Ist  (p,  5)  eitt  Intervall  aus  SR'),  ond  ist  O^Ci  e^  .  .  .  e„  (e„  +  0)  der 
dem  Intervalle  {p,  q)  durch  Ä  augeordnete  endliche  jf-Brüch,  ao  wird  dem 
Punkte  p  zugeordnet  der  unendliche  j- Bruch: 

<t)  0.e,^...(..-l)(i,-l)(j-l).,.(j-l),..  , 

dem  Punkte  q  aber  der  uneadiiclie  ^-Bruoh'): 

(tt)  0-e,e,...e„OO,..O.,. 

3.  Ist  a  ein  Puntt  zweiler  Art  von  '^,  so  ruft  er  in  der  (natürlich  ge- 
ordneten) Menge  Wl  einen  ScLnitt  hervor,  dem  vermöge  A  ein  Schnitt  in  der 
Menge  ®  der  endliehen  ^-Brüche  entspricht,  der  nicht  durch  e^'nen  dieser  end- 
lichen ^-Erücte  hervorgerufen  wird.  Er  wird  also  hervorgerufen  durch  einen 
unendlichen  j-Bruch,  den  wir  nun  dem  Punkte  a  zuordnen. 

Nachdem  wir  so  eine  Ablildung  B  von  %  au(  die  Menge  der  unendlichen 
j-Brüehe  (*)  definieit  haben,  leiten  wir  daraus  eine  Abbildung  0  von  $  auf 
das  Quadrat  Q: 

des  SRj  her  durch  die  Vorschrift: 

Ißt  (*)  das  Bild  des  Punktes  a  von  !P  vermöge  B,  so  sei  das  Bild  von  a 
vermöge  G  der  Punkt  von  O; 
*•)  a!  =  0-e,ea  ...  e^n-i  ■  ■  ■  ;      ^  =  0- e,«j  . . .  ej„  . . . 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  Q  das  Bild  von  %  vermöge  0  ist  und 
daß  diese  Abbildung  von  %  auf  O  stetig  ist. 

Wir  haben  noch  diese  Ahbilduog  C  von  3^  auf  O  7U  emer  stetigen  Ab 
bildung  des  Intervallea  i  \a,  6]  auf  Ö  su  ergänzen  '•ii  KU  dem  Zwecke 
{p,  q)  ein  punklheies  InterTa'l  von  i|J  in  [a,  b],  und  seien  p  und  g  die 
Bilder  von  ji  und  q  vermöge  G.  Wir  bilden  einfach  die  Strecke  pi  des  Sft 
ähnlich  ah  auf  die  Strecke  jp'g'  des  E^.  Dadurch  ist  nun  tafsauhlich  0 
zu  einer  stetigen  Abbildung  von    [a,  61    auf  G  ergänzt. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  das  Intervall  [a,  b]  des  9i^  auch  stetig 
auf  das  Intorvaü  [  0,  0,  .  .  .,  0;  1,1,..  .,  1]  des  SB^")  abgebildet  werden,  in- 
dem man  den  Punkt  (**)  des  Eft^  ersetzt  durch  den  Punkt  des  ffis: 


Wir  können  als. 
Satü  JII. 

o  den  SatK 
Es  gibt  i 

:  auaepreohen: 

n    [0,1]    stetige,. 

geni 

ft-el 

Ligende   Fi 
iedrige    I 

iinktione 
'olge     (X, 

n  dei 

0<^,{f)^I 
:  reelien  Vi 
rW «4 

in  Ungleichungen: 
(i  =  l,  2,  ...,  t) 
änderlichen  t,  so  daß  die 
(ij)     für     mindestens     einen 

')  Dann  sind  p,  q  Punkte  erster  Art  von  % 

°)  Wir  unterKckeiden  also  hier  zwischen  den  zwei  dieselbe  Zahl  dar- 
stellenden, aber  formal  verschiedenen  ^-Brüchen  (t)  und  (ft)- 

')  Es  kann  auch  die  Peanosche  Abbildung  ohne  alle  Schwierigkeiten  auf 
den  91^  übertragen  werden  (G.  Peano,  a,  a.  0,  159). 


y  Google 


]  52  Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verttllgemeiuerungen. 

Wert*   aus    [0,1]  übereinstimmt    mit    der  vorgegebenen  A-gliedri- 
Ren  Folge  {x,,  x^,  .  .  .,  x^).  in  der:, 

0^«,£1  (i=l,  2,  .  ..,  k). 

Darüber  hinaus  gilt  noch'): 

SatzIY.    Es  gibt  in    [0,1]    stetige,  den  Ungleichungen: 
0^x,(t}<l  (J  =  l,  2,  .  .  .) 

genügende  Punktionen  der  reellen  Veränderlichen  t,  Bo   daß   die 
unendliche  Folge  {3;,(t)}    für    miiidostens    einen   Wert  (   aus    [0,  11 
übereinstimmt  mit  der  vorgegebenen  unendlichen  Folge  {x,},  in  der: 
0^3^,-^]  (i  =  l,  2,  ...)- 

In  der  Tat,  man  hat  nur  (**)  zu  ersetzen  durch: 


=2" 


«S'-ißr-U 


§  S.    Halbstotigkeit  in  einem  Funkte. 

Die  auf  91  definierte  Funktion  /'  lieißt  oberhalb  stetig^/  auf 
?[  im  Piinlite  a  von  *}(,  wenn  für  jede    i'unktfolge    {a^}    ans  ?t   -mit 

(0}"  JkafiaJ^fia) 

ist;  sie  heißt  iiiiterliaib 'stetig  in  a  auf  ä,  wenn  für  jede  solche 
Punlitfolge : 

Ist  /'  in  a  oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  %,  und  ist  S  ein  a  ent- 
haltender Teil  von  9(,  so  ist  /'  in  a  auch  oberhalb  (unterhalb) 
stetig  auf  Sfl. 

Satz  I^).    Damit  /'oberhalb  stetig  sei  in  a  auf  äl,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß; 
(•)  G(a:f.t}-f(ay. 

damit  /'  unterhalb  stetig  sei  in  a  auf  St,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß; 

y(fl;f,ai)  =  /^(«). 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  der  Behauptung  zu  beweisen. 

1)  H.  Lebesgue,  Jonm.  de  math.  (6)  1  (1805),  210. 

")  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  R.  Bairo,  auf  den  auch  diö 
folgenden  Sätee  im  wesentlichen  zurückgehen:  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  6. 
Legone  Bur  les  tonctious  discontinues  (1905)  71,  84.  Vgl.  auch  W.  H.  ^oung, 
Rom  4.  Math,  Kongr.  (1908)  Bd.  2,  49. 

")  Satz  I  ist  ein  allgemeine 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat, 
f  sei  oberhalb  stetig  in  a  auf  ^.  Aus  (0)  und  der  allgemeinen  De- 
finition von  G{a;f,%)  (§2,  S.  117)  folgt: 

Nach  §  2,  Satz  II  aber  ist: 

(•••)  e(o;/-,a)>n'.). 

Durcli  (**)  und  (***}  aber  ist  (*)  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  folgt 
aus  der  allgemeinen  Definition  von  G{a;f,'^)  sofort  (0),  d.h.  f  ist 
in  a  oberhalb  stetig  auf  91,  und  Satiz  I  ist  bewiesen. 

Durch  Berufung  auf  §  2,  Satz  III  erkennen  wir  nun  unmittelbar: 

Satz  II,  Geht  f  durch  die  Schränkungstransformation 
über  in  f*',  so  sind  f  und  f*  in  jedem  Punkte  von  91  gleich- 
zeitig oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  91. 

Satz  lU').  Damit  f  oberhalb  stetig  sei  in  a  auf  at,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  es  ?.n  jedem  q^f{a]  eine 
Umgebung  II  von  «  in  9{  gebe,  eo  daß; 

/■(a')<9     für  alle  a'  von  U. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen,  es  gäbe  zu 
einem  g>f(a)  keine  solche  Umgebung  U.  Dann  gäbe  es  in  11  f  a;  -J 
ein  a^  von  9!,  so  daß; 

fwas  >/■(•)■ 

I>ann  aber  ist:' 

Jhn«„=fr;   jlm  f  (aj^2  > /(«). 

uüd  f  ist  nicht  oberhalb  stetig  in  a. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Für  jede  Folge  {a^}  aiis  91  mit  lim  a^^^a'  liegen  dann  fast  alle 
«^  in   It;    es   ist  also:  "  =  '' 

/■(«„)<  2     für  fast  aile  w. 
Und  da  dies  für  jedes  q'^f{a)  zutrifft,  ist: 

d.  h.  /'  ist  oberhalb  stetig  in  a.     Damit  ist  SatK  111  bewiesen. 

Sowie  in  §  3  Satz  V  aus  Satz  IV,  folgt  nun  hier  aus  Satz  III : 

*)  Ein  analoger  Satz  gilt  für  unterhalb  stetiges  /.  Es  sind  die  Ungiei- 
ohungon  q>f(a),  f{a']<q  zu  ersetzen  durcii  jj  </'(a),  f{a')>p. 
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Satz  IV.  Damit  /"  oberhalb  stetig  sei  in«  auf  9[,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  g]>/'(«)  ein^^O 
gebe,  BO  daß,  wenn  U(a;p)  die  Umgebung  q  von  «  in  U  be- 
deutet; 

f{a')<q     für  alle  «'  von  ]X(a;  q). 

Sowohl  aus  der  Definition  der  Halb  Stetigkeit,  als  aus  den  Be- 
dingungen jedes  der  Sätze  I,  III,  IV  entnehmen  wir: 

Satz  V.  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  9t,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  f  sowohl  oberhalb  als  unterhalb 
stetig  sei  in  a  auf  9(. 

Sal«  VI.  Ist  f  oberhalb  stetig  in  a  auf  ül,  so  ist  — f 
unterhalb  stetig  in  a  auf  3t  (und  umgekehrt). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Halb- 
stetigkeit,  zusamraen  mit  Gleichung  (^%)  von  S.  38. 

Dieser  Satz  gestattet  es  vielfach,  für  oberhalb  stetige  Funk- 
tionen bewiesene  Sätze  auf  unterhalb  stetige  zu  übertragen. 

Satz  VH.  Sind  /;  und  f^  oberhalb  (unterhalb)  stetig  in 
a  auf  9t,  und  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9t,  auf  der 
/j+^3  ausführbar  ist,  so  ist  auch  f^-\-f^  oberhalb  (unter- 
halb) stetig  in  a  auf  lt. 

Sei  in  der  Tat  {«^J  eine  Punktfolge  aus  U  mit  limfl^  =  «. 
Nach  Annahme  ist:  "^°° 

lim  ^;  (aj  ^  /;  («) ;  Ü^J^  (a„)  -£  f,  (a) , 

also  nach  Einleitung  §  6,  Satz  VII^): 

Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  Vm.     Sind  f^  und  ^  oberhalb  (unterhalb)  stetig  i 
a  auf  9t,  und   gibt  es  eine  Umge" 
^1^0'    ^2^0'    ^^^  i"   <Jer  f^-f^  a 
fj-/;  oberhalb  (unterhalb)  stetig 


ing    U   von   a 

in  9t, 

in  der 

iführbar   ist, 

80    is 

t    auch 

n  a  auf  U. 

Ungleichung    das  Mittelglied    ausführbar    ist. 


Weil  f^  oberhalb  etetig  in  a  auf  9t,  ist  dann  auch  f^(a)  =  -\-oa,  und  weil 
nach  Annahme  f,  (")  +  ^s  (")  ausführbar,  so  ist  f^  (a) -)-/■«  (a)  =  +  O0;  also  ist 
auch  dann  /,  -\-  f,  oberhalb  stetig  in  a  auf  ?l . 
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'8atz  IX,  Seien  fi,f^,-..,fi  endlich  viele  Funktionen, 
die  auf  U  definiert  und  in  a  oberhalb^)  stetig  auf  9(  sind. 
Ist  f  der  größte  (oder  kleinste)  unter  den  k  Funktions- 
werten  U,U,...,f^,  so  ist  auch  f  oberhalb')  stetig  in'  a 
auf  9(. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  /c=2  zu  führen,  da  er  dann  für 
behebiges  h  durch  vollständige  Induktion  folgt. 

Sei  zunächst  f  der  größere  der  beiden  Funktions werte  f,,  f^, 
und  sei  etwa: 

/i  («)>/,(«)  und  somit  /'(a)  =  /;(«). 

Nach  Voraussetzung  ist  für   jede  Folge  {«^}  aus  sr  mit  lim«^^a; 

Für  jedes  p: 

J'>rt«)[=(,(«)S:(.(«)l 
iat  also: 

hM<P'     UkXp     für  fast  alle  n, 
mithin  auch: 

f{aJ<C_p      für  fast  alle  w, 
d.  h  es  ist: 

und  da  dies  für  jedes  p'^f(a)  zutrifft: 

Also  ist  f  oberhalb  stetig  in  a  auf  SU,  wie  behauptet. 

Sei  sodann  f  der  kleinere  der  beiden  Funktions  werte  f^,  f^, 
und  sei  etwa: 

/,  («)  £  U  («)     «nd  somit     fia)  =  /,  {a) . 
Nach  Voraussetzung  ist  für  jede  Folge  {a^}  aus  %  mit    limfl^  =  oi: 

mithin,  da  f^/j,  auch: 

jimfK)  SA  (•)-««), 

d.  h.  ee  ist  wieder  f  oberhalb  stetig  in  a  auf  9t.     Damit  ist  Satz  IX 
bewiesen. 

Er  ist  oin  all- 
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§  9.  Halbstetigkeit  auf  einer  PunJitmenge. 

Ist  die  aiif  %  definierte  Funktion  f  in  jedem  Punkte  a  von  % 
oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  31,  eo  heist  sie  kurz  oberhalb  (unter- 
halb) stetig  auf  af.     Aus  §  8,  Satz  V  folgt: 

Satz  I.  Damit  f  stetig  sei  auf  9(,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  f  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  stetig 
sei  auf  a. 

An  Stelle  von  g  4 ,  Satz  II  tritt : 

Satz  II').     Ist  5t  kompakt  und  abgeschlossen,   und   ist  /' 
oberhalb    stetig   auf  9t,   so   gibt  es   in   9{  einen  Punkt  a,  so 
daß 
(*)  f{a)^-G{f,^): 

ist  hingegen  /'unterhalb  stetig  auf  ?t,  so  gibt  es  in  3(  einen 

Punkt  a,  so  daß: 

(**)  f(a)^9{f,^K). 

In  der  Tat,  nach  §2  Satz  IX  gibt  es  in  %"  einen  Punkt  a. 
so  daiJ: 

(0)  G(a-J\^i)  =  G(f,^[), 

imd  weil  %  abgeschlossen,  gehört  a  zu  St.     Weil   f  oberhalb    stetig 

auf  n.  ist  (§8,  Satzl): 

(00)  (?(«;/■,  9t)  =  /■(«). 

Aus  (0)  und  (00)  aber  folgt  (*),  und  analog  beweist  man  (**). 

Aus  Satz  II  folgt  unmittelbar; 

Satz  III.  Ist  91  kompakt  und  abgeschlossen,  so  .ist  jede 
auf  St  endliehe,  oberhalb  stetige  Funktion  nach  oben  be- 
schränkt, jede  auf  91  endliche,  unterhalb  stetige  Funktion 
nach  unten  beschränkt. 

Während  nach  Satz  II  auf  einer  kompakten,  abgeschlossenen 
Menge  jede  oberhalb  stetige  Funktion  gleich  wird  ihrer  oberen 
Schranke,  gilt  dies  für  die  untere  Schranke  nicht^).  Wir  kommen 
weiter  unten")  auf  das  Verhältnis  einer  oberhalb  stetigen  Funktion 
zu  ihrer  unteren  Schrankenfunktion  eingehender  zurück. 

An  Stelle  von  §  4,  Satz  VI  tritt: 


')  Satz  II  iet  ein  allgenieiner  Gronzsata. 

°)  Beispiel;     Sei    31    das    Intervall     [ — 1,1.    doe    dt^    und   f{K)=:  —  -, — . 
für  *  +  0,  /■(!))  =  0. 
')  Satz  V  und  VI, 
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Satz  IV^.  Damit  f  oberhalb  stetig  sei  auf  9t,  ist  noL- 
wendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes^)  c  die  Menge  aller 
Funlite  von  9t,  in  denen  f^  c  ist,  abgeschlossen   sei    in  ?l^}. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  sei  /'  oberhalb 
stetig  auf  SJ,  und  sei  91'  die  Menge  aller  Punkte  von  9E,  in  denen 
/^  c,  Sei  a  ein  zu  9(  gehöriger  Häufungspunkt  von  M'.  Es  gibt 
in  91'  eine  Folge  {a^}  mit  iima„  =  a.     Weil  /'  oberhalb  stetig,  Lat: 

(.)  aj(»j  £  f{„). 

I>a  alle  a^  nu  91'  gehören,  ist:  f{a^)^c,  somit: 
mithin  nach  (*)  auch: 

/■(<.)  k», 

d.  h.  auch  a  gehört  zu  9!'.  Also  ist  31'  abgeschlossen  in  at,  wie  be- 
hauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
f  sei  nicht  oberhalb  stetig'  auf  St.  Ist  etwa  a  ein  Punkt  von  9t, 
in  dem  f  nicht  oberhalb  stetig  auf  9t,  so  gibt  es  eine  Punktfolge 
[aj  in  9t  mit  lima„=((.,  so  daß: 

W(aJ  >/■(«). 

Es  gibt  dann  ein  c,  so  daß*); 

W(<.J>«>f(.). 

Dann  ist: 

f (aj  >■  c      für  unendlich  viele  n . 

Es  gehören  also  in  {aj-  unendlich  viele  a^  zu  91',  wahrend  der 
Grenzpunkt  a  von  {a^}  nicht  zu  §l'  gehört.  Es  ist  also  SI*  nicht 
abgeschlossen  in  ?I.     Damit  i^t  Sata  IV  bewiesen. 

Satz  V.    Ist  f  oberhalb  stetig  auf  %,  und  ist  die  untere 
Schrankenfunktion: 
(0)  g{aif.^l)£c 


')  Satz  IV  ist  ein  allgemeiiior  GronJ.satz, 

^  Statt  dessen  kann  ea  auch  heißen:  tijr  (line  (im  SUJ  überall  diclito 
Menge  E  von  Zahlen  c. 

ä)  Für  unterhalb  itetige  f  ist  f^c  durch  f^c  zu  ersetzen, 

*)  Und  zwar  gibt  es  Bin  Bolohes  c  aucli  in  der  in  Fußn.  ^)  genannten 
Menge  iS, 
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auf  einem  in  9t  dichten  Teile  von  31,  so  ist  die  Menge  Sg 
aller  Punkte  von  %,  in  denen  /■>e  ist,  von  erster  Kate- 
gorie in  ?!')■ 

In  der  Tat  vermnge  der  Schrnkungstransformation  können  wir 
ohne  weiteres  /  als  beschrankt  und  c  als  endlich  annehmen.  Nach 
Satz  IV  ist  für  jedes  n  der  Teil  S„  von  at,  aul  dem  f>  c-\--  ist, 
abgeschlissen  m  91  Er  ist  diher  nirgends  dicht  in  91;  denn 
andernfalls  gäbe  es  e  nen  nicht  leeren,  in  91  offenen  Teil  H  von  % 
in  dem  S8,  d  cht  wa  e  und  da  58  abgeschlossen  in  9t,  wäre  ß-<;!i8„; 
111  jedem  Punkte  von  ®  wire  also  f^c-j--,  und  mithin,  da  K 
offen  in   fl     lueh  fui    ille    j  \on  6 

entgegen  der  Annahme,  daß  der  Teil  von  91,  auf  dem  (0)  gilt,  in  9t 
dicht  tiei. 

Nun  ist  aber  offenbar: 

55  =  33, -i- «2 -]-...  +  «„  H- ... , 
und  da,  wie  geze'gfc,  jedes  S5„  nirgends  dicht  in  9t,  ist  58  von  erster 
Kategorie  in  91,  wie  behauptet.     Damit  ißt  Satz  V  bewiesen. 

Unter  Anwendung  von  Kap.  T,  §8,  Satz  XV  können  wir  nun 
weiter  sagen: 

Satz  "VI.     Ist  f  oberhalb  stetig  auf  der  relativ-vollstän- 
digen^) Menge  9t,  undist  die  untere  Schrankenfunktion: 
(0)  g{a;f,sa)<c 

auf  einem  in  St  dichten  Teile  von  9t,  so  gibt  es  einen  in  9t 
dichten  o-Durchschnitt  in  9t,  in  dessen  sämtlichen  Punkten 
auch  /■^  c  ist^). 

Ein  Analogon  zu  §  4,  Satz  VIII  und  IX  sowie  zu  §  5,  Satz  I 
besteht  für  halbstetigo  Funktionen  nicht.  An  Stelle  von  §  5,  Satz  IV 
tritt: 


')  Jet  /'unterhalb  stetig,  so  iet  (0)  zu  ersetzen  durch  G(a;f,  9J)^c  und 
die  Ungleichung  /'>c  dureli  f<,e. 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  9t  die 
Menge  der  rationalen  Punkte  des  Sfij;  für  m^—  (m,  n  teilerfremd)  sei 
f(x}^-.  Dann  ist  f(x)  oberhalb  stetig  auf  91,  und  es  ist  g{x;f,'H)^n  fiii" 
alle  x  von  S;  trot/dem  ist  f{x)>(i  für  alle  *  von  9t. 

=)  Ist  f  unterhalb  stetig,  bo  ist  (0)  zu  ersetzen  durch  ff(a;/',9t)äc 
und  f£c  durch  f^e. 
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Satz  VII.     Ist  ffl  ein  in  91  dichter  Teil  von  a,   eo  ist  für 
jede  auf  %  oberhalb  stetige  Funktion  f: 

(1)  i,{f,9t)  =  sr(A5B), 

für  jede  auf  81  unterhalb  stetige  Funktion  f: 

(2)  (?(/-,9()  =  <?(f,£3). 

Sei  in  der  Tat  f  oberhalb  stet!g  auf  2t.     Aus  S9-<ä  folgt: 

(3)  ?(AS9)^g(/-,ai). 
Ist  andrerseits  p  irgendeine  Zahl 

(4)  l>>j(f.ü). 
BD  gibt  es  ein  a  in  9(,  eo  daß: 

Da  ^  dicht  in  91,  gibt  es  in  S  eine  Folge  {&„}  mit 

Weil  f  oberhalb  stetig,  ist: 

und  Bomit  für  mindestens  ein  b^: 

/■(>.)<?. 

also  auch: 

und  da  dies  für  jedes  (4)  genügende  p  g'lt,  auch: 
,(5)  9{f.^)<ffif,n 

Aus  (3)  und  (5)  aber  folgt  (1).     Und  analog  beweist  man  (3),  wenn 
f  unterhalb  stetig  ist.     Damit  ist  Sa(z  VK  bewiesen. 

Ganz  ebenso  wie  in  §  5  Sat^  V  aus  Satz  IV,  folgt  nun  Her  aus 
Satz  VII: 

Satz  Till.     Ist  ^  ein  in  31  dichter  Teil  von  3t,  so  ist  in 
jedem  Punkte  von  %",  wenn  f  oberhalb  stetig  auf  91: 

wenn  f  unterhalb  stetig  auf  9t: 

(•*)  ö  («;/■,  9t) -G(a;f,«). 

Für  oberhalb  stetige  Funktionen  wird  im  allgemeinen  (**)  nicht 
gelten,  für  unterhalb  stetige  (*)  nicht. 
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Eine  aut  einor  separahl  n  Menge  31  stetige  Funktion  ist,  wie  wir 
ia  §  5  Bahoa,  völlig  gegeben  durch  iliie  Weite  auf  einem  in  9t  dichten 
abzahlbaren  Teil  18  von  31  und  zwar  ist  in  jedem  Punkte  von  ?!  (§  5, 
Satz  VI) 

Um  zu  einem,  fitsultato  zu  gelangen,  das  bei  halbstetigcai  Funktionen  einigen 
Ersatz  für  diesen  Sachverhalt  bietet,  gehen  wir  aiiB  von  folgender,  auf  einer 
separablf  o  Menge  für  ganz  beliebige  Funktionen  gültigen  Tatsache: 

Satz  IX.      Zu    ]eder    auf    der   separablen    Menge  SU    definierten 
Funktion  f  gibt   es   einen   in  a   dichten   abzählbaren  Teil  S  von  S, 
10    UP     n  jedem  Punkte  von  2« 
(11  g(a  fVj^gia  f  m      Gia;f.m^G(a;f.S8) . 

In  der  Tat  \eimoge  doi  Sebränkungstransformation  können  wir  f  als 
endlich  annehmen  Sei  >„  (w==J  2  . . ,)  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen, 
S     die  Men^L  allei  P  inkte  lon  31    in  denen 


v  =  s,  +  ffl;  4  ■  ■  ■ -f  ^»  +  ■  ■  ■ 

Dann  ist  auch  W  abzahlbar,  und  da  ofFenbar: 

ai  =  ai  +  ati  +  ...-f  üt,-i-..., 

so  tat  nach  Kap.  I,  g  4,  Satz  LS    33'  dicht  in  % 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  31"  und  i\  eine  rationale  Zahl: 

(2)  ru<Gia;f.üC). 

In  jeder  Umgebung  von  a  gibt  oa  dann  einen  Punkt  von  !(„,  und  da  S9„  dicht 
in  a„,  auch  einen  Punkt  von  SS«,  woraus  sofort  folgt: 

Und  da  dies  für  jede  (2)  erfüllende  rationale  Zahl  »■„  gilt,  ist  auohi 

(3)  Q(a;f,'?Ö')^G{a;f,^). 
Da  aber  SS'-c^BI,  so  ist  anderoreeits 

(4)  G<a;f,Sß')£G(a;f.^). 
Aus  (3)  und  (4)  aber  folgt: 

(5)  ff(a;/-,S9')=-G(«;/.a), 

Ganz  analog  beweist  man  die  Existenz  eines  abzahlbaren,  in  3  dichten  Teiles 
9J"  von  3t,  für  den  in  Jedem  Punkte  von  %•>: 

(6)  g(aif.W)  =  gia;f.^). 
Wir  setzen  min : 

S9  =  iB'-f-S"- 
Dann  ist  S9  ein  abzahlbarer  in  Sl  dichter  Teil  i-on  S,  und  au»: 

ffl'<a3.    SS"<59,    !e<9t 
folgt: 

Iß)  G  (aj  f,  ffi')  <Gia;f.^)<G{a;f,^). 

Au«  (5),  (6),  (7),  (8)  folgt  aber  (1),  wnd  Satz  IX  ist  bewieeen. 
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Nun   Bind   wir  in  der  Lage,    den   vorhin   angekündigten  Satz   über  Lalli- 
»tetige  Funktionen  zu  beweisen'): 

SatzX.  Zu  jeder   auf  der   separabien   Menge  %  oberhalb')   ste- 
tigen Funktion  f  gibt   es    einen   abzahlbaren,   in  91   dichten  Teil  B 
von  9(,  BO  daß  in  jedem  Punkte  von  St: 
(t)  /-(«)  =  <?(»;/■,©). 

In    der  Tat,    dies    folgt    unmittelbar    aus   Satz  IX;   denn    da  f  oberhalb 
stetig  auf  M,  ist  (g  8,  SatK  I)  in  jedem  Punkte  von  9(: 
f(a)  =  G{a:f.^. 


%  10.    stetige  und  halbstetige  Funktionen. 

In  gewisaem  Sinne  köimen  die  halbstetigen  Punktionen  als  die 
nach  den  stetigen,  einfachsten  Funktionen  angesehen  werden.  Wir 
wollen  nun  zeigen,  wie  alle  halbstetigen  Funktionen  durch  Grenz- 
übergang aus  den  stetigen  Funktionen  gewonnen  werden  können.  Wir 
gehen  aus  von  dem  einfachen  Satze*): 

Satzl*).  Ist  {/"„}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von 
Punktionen,  die  sämtlich  oberhalb')  stetig  aind  in  a  auf  at, 
so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  /■=ljni^,  oberhalb"*)  stetig 
in  a  auf  St.  "=" 

In   der  Tat,   da   nach  Annahme   in   jedem  Punkte  von   9t  die 
.Funktionswerte    f^    eine   monoton   abnehmende    Zahlenfolge    bilden, 
existiert    in   jedem  Punkte  von  3t  der  Grenzwert  (Einleitung,  §  5, 
Satz  IX): 
(*)  /'—lim/;, 

ao  daß  die  Grenzfunktion  f  von  {/",,)-  auf  ganz  9t  definiert  ist. 

Angenommen  nim,  es  wäre  f  nicht  oberhalb  stetig  in  a  auf  St. 
Dann    gäbe  es   in  at   eine  Punktfolge   {(!„}  mit  lima^  =  a,  so   daß: 

(••)  hmj(a,)>f{a). 

Da  {/■„}  monoton  abnimmt,  ist 

')  Vgl.  hierzu  W.  B.  und  G.  Ch.  Young,  l^nd.  Proc.  (3)  8  (1910),  330. 
•)  Für  unterhalb  stetige  Funktionen  tritt  an  Steife  von  (t): 

fia)=9ia;f,^). 
>)  R.  Bairo,  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  125,    Vgl.  auch  W.  H.  Young, 
Hess,  ot  math.  1908.  148. 

')  Satz  I  ist  ein  allgemeiner  Grenzaatz, 

")  Für  unterhalb  stetige  Funktionen  gilt  der  Satz,  wenn  ^f^y  monoton 
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und  mithin  auch: 

r^^)  hm /;(aj^.  Hm /•(«„). 

Wegen  (*)  und  {**)  ist  ferner: 

/;  (a)  <  hm  f{aj      für  fast  alle  v. 
Es    wäre  also  wegen  (***)  für  fast  alle  v 

entgegen  der  Ännahjne,  daß  alle  /],  oberhalb  stetig  in  a  auf  'iL  Da- 
mit ist  Satz  I  bewiesen. 

Aus  ihm  folgt  als  Spezialfall: 

Satz  II.  Die  Grenzfunktion  einer  monoton  abnehmenden 
Folge  auf  8t  stetiger  Funktionen  ist  oberhalb  stetig  auf  SU; 
die  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsenden  Folge  auf  91 
stetiger  Funktionen  ist  unterhalb  stetig. auf  9t. 

Von  Satz  n  gilt  nun  auch  die  Umkehrung: 

SaU  UI').  Jede  auf  St  oberhalb  stetige  Funktion  ist 
Grenzfunktion  einer  monoton  abnehmenden  Folge  auf  Q 
stetiger  Funktionen;  jede  auf  ?J  unterhalb  stetige  Funktion 
ist  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsenden  Folge  auf  3( 
stetiger  Funktionen. 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  dieser  Behauptung  nachzu- 
weisen, und  zwar  wird  es  weiter  genügen,  sie  in  der  Fonn  nachzu- 
weisen ^)  : 

Ist  f  eine  auf  91  oberhalb  stetige,  der  Ungleichung: 

(1)  <i^f£l 

genügende  Funktion,  so  gibt  es  eine  monoton  abnehmende  Folge  {f/} 
auf  3t  stetiger,  der  Ungleichung: 

(2)  o</;<i 

genügender  Funktionen,  derart  da0: 

(3)  f^limf... 


■)  E.  Baire,  Eull.  soo.  math.  32  (1904),  125.  Vgl.  auch  W.  H.  Young, 
Proe.  Cftmbr,  Phif.  Soc.  14  (1908),  523.  Für  beliebige  metrische  Eäume  wurde 
der  Satz  Kuerst  bewiesen  von  H.  Tietze,  Joam.  f.  Math.  145  (I9I4),  9.  Andr-J 
Beweise;  H.  Hahn,  Wien.  Bor.  126  (1917),  91;  0.  Carathöodory,  Vor!,  über 
reelle  Funktionen  401.  Der  einfachste  (erst  während  der  Drucklegung  er- 
schienene) Beweis  bei  F.  Hausdorff,  Math,  Zeitschr.  5  (1919),  393. 

=)  Vgl,  den  Beweis  von  Satz  VIII,  §  5. 
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Wir  definieren   (für  r^O)  eine  Funktion  7*v(^)  der  reellen  Ver- 
änderlichen r  durch  (Fig.  5): 

II  m  [0,1]  \ 

■     ri     21  -I   ■  I    > 
linear  m    -- ,  ~                                      _;■    .$. 
Oin[^,+co).                                   ^'^■^■ 

Jedem  Punkte  a  von  81  ordnen  wir  nun  die  (für  alle  a'  von  91 
definierte)  Funktion  zu: 

(4)  f...{c')  =  K{r{o,<i^)-f(»'). 

Die   obere  Schranke  (?(/"v,(m^)  von  fy,a{a')  auf  91   ist  dann  eine   (für 
alle  a  von  iK  definierte)  Funktion: 

(6)  f,(«)-G(A...SI), 

für  die  offenbar  (2)  erfüllt   ist.     Da  femer  ky  +  i(r)<h^(r),    ist   auch 

ft-{-x.a(a')^fy,tt((t')  nnd  damit  auch: 

f,+,(a)<f.(a), 

d,  h.  die  Folge  {/■„}  ist  monoton  abnehmend. 

Wir  zeigen  sodann,  daß  f^  stetig  ist  auf  W.  Da  Ä»  stetige  Funktion 
von  r,  gibt  es  zu  jedem  t;>0  ein  ß>-0,  so  daß 

(6)  \h(r)-~K{t^)\<e     wenn  \f^  —  r\<Q. 

Ist  a"  ein  beliebiger  Punkt   der  Umgebung   U{a;@)    von  a  in  a,   so 
ist,  wegen  der  Dreiecksungleichung,  für  alle  a'  von  91: 

\r(u,a')-r(a",a')\<e: 
und  somit  nach  (6): 

|fi„(f(«,a'))-A.(r{a",a'))|<e. 
Aus  (4)   und  (l)    folgt    dann   (für   alle   a"    von    U(a;e)   und    alle  a' 
von  W): 

:/•.."(«')"  A>(a')l<^. 
und  somit  aus  (6): 

I ^(a"} -~  fr{aj \£e     für  alle  o"  aus  ü(a;g). 

Das  aber  heißt;  f^  ist  stetig  auf  9t,  wie  behauptet. 

Wir  haben  endlich  noch  nachzuweisen,  daß  (3)  gilt.     Da: 

f...(')  =  h,(6)-nd)-f(a), 
SO  ist  nach  (ö): 

(7)  f,{a}^f(a)      für  alle  v. 

11" 
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Da  andrerseits  /  oberhalb    stetig  in  a  auf  S(,  so  gilt,  wenne^O  be- 
liebig gegeben,  für  fast  alle  v: 

/■(«')<f(«)  +  «      won„K«',<.)<f 
Dann  aber  ist  zufolge  (4): 

/■,■,..(«')</■(«)  +  *     für  alle  a'  von  'ä, 
und  mithin  ist  Kufolge  (5): 

(8)  /;(a)^f{a)~|-  £     für  fast  alle  y. 

Aus  (7)  und  (8)  aber  folgt  (3),  und  Satz  III  ist  bewiesen. 

SatzIV^).  Ist  9  unterhalb  stetig,  ä  oberhalb  stetig  auf  91, 
und  ist 

(1)  ?>Ä, 

so   gibt  es   eine  auf  31  stetige  Funktion  f,   die  der  Unglei- 
chung genügt: 

(2)  g^f^h. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  gibt  es  eine  monoton  wachsende 
Folge  {t/v}  und  eine  monoton  abnehmende  Folge  {/(,}  auf  3t  stetiger 
Funktionen,  so  daß: 

(3)  g=^\imffr;     h^^limJi^. 

(4)  g,.S<h-hü      K>K4.t. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  alle  auftretenden 
Funktionen  als  endlich  annehmen. 

Ist  F  irgendeine  Funktion,  so  bezeichnen  wir  mit  [F]  den 
größeren  der  beiden  Werte  F  und  0,  d.  h.  es  ist: 

fjrwennP>0 
^    ^       [0  wenn  F£0. 
Nach   §  3,    Satz  VIII   ist    [F]    gleichzeitig   mit   F  stetig,   und    aus 
F^^F^  folgt  [F^]<[F^]. 
Wegen  (4)  ist: 

Ä,  —  i'i  ^  ^1  —  ff^^K  —  ff^^K  —  ^8  2  ■  ■  ■ ' 
und  ivegen  (3)  und  (1)  ist: 

lim(Aj  —  jf,,)  =  lim(fi,, -— 3^_|_i)=^ft-— (/^O. 


•)  H.  Hahn,  Wien,  Ber.  196  (1917),  103.  Der  folgende  Beweis  stammt  i- 
F.  Hausdorff,  Math.  Zeitsciir.  5  (1919),  295. 
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Daher  ist  auch: 

[\  -  ff,]  ^  [/»i "  ff  J  2 IK  -  ff  J  ^  [A=  -  ff.]  ^  -  ■  ■ . 

lim  [ä,,  —  ffv]  =  lim  [h,.  —  s.-n]  =  0. 
Also  ist 

(6)  9,  +  [«.  -  Jj  -[»,-»,]  +  [»,  ~  9.]  -  [».  ~  ».]  +  •  - 

eine  alternierende  Reihe  mit  monoton  abnehmenden,  gegen  0  kon- 
vergierenden Gliedern,  mithin  nach  einem  bekarmten  Satze  eigentlich 
konvergent.     Wir  bezeichnen  ihre  Summe  mit  f. 

Die  ungeraden  Teilsummen  von  (5)  bilden  eine  monoton  wach- 
sende, die  geraden  eine  monoton  abnehmende  Folge  stetiger  Fimktionen. 
Also  ist  nach  Satz  11  die  Summe  f  von  (5)  sowohl  unterhalb  ab  ober- 
halb stetig,  d.  h.  stetig  auf  St  (§  8,  Satz  V). 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  daß  diese  Funktion  f  der  Un- 
gleichung (2)  genügt.     Wir  unterscheiden  dabei  die  zwei  Fälle: 

1.    j(o)-;.(<.),  2.    !l(o)>M<")- 

Im  ersten  Falle  ist  im  Punkte  o: 

ff/,<9''^h^hy      für  aiie  fi,v; 
infolgedessen: 

und  auö  (5)  wird: 

f-  9i  +  {K  -  S  j  -  C^i  -  ff.)  +  (k,  -~  ff.)  -  (h  -  ffs)  +  ■  ■  ■ . 
d,  h.:  f^=liing,^^limht  =  H^=^h, 

und  (2)  ist  erfüllt. 

Im  zweiten  Falle  sind  wegen  ft  —  3  <;  0  und  wegen  (3)  ui  der 
FoJge: 

(7)  A, —.71,     Ai~9b,     h^—g^,...,     K  —  gr,     K  —  g.+i,---. 

alle  Glieder  von  einem   bestimmten  an  <;o,    und  wir  haben  wieder 
zwei  Fälle   zu  unterscheiden,  je  nachdem  das  erste  negative   Glied 
in  (7)  die  Form  hat:  K  —  y,-  (Fall  2a)  oder  K  —  g^+i  (Fat!  2b). 
Im  Falle  2a  wird  aus  (5): 

/■-9, +{»,-»,)-(», -«,)  +  ■■■-(»-' -,?.)=■(/.. 
und  somit,  weil  {g,}  monoton  wachst: 

(8)  f^^gr^g; 

andrerseits,  weil  h,.  —  </,.  das  erste  negative  Glied  der  Folge  (7)  war. 
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und  weil  {Ä,,}  monoton  abnimmt: 

(9)  f—9r>K>}l. 

Durch  (8)  und  (9)  ist  wieder  (2)  bewiesen. 
Im  Falle  2  b  wird  aus  (5): 

f=9i  +  iK-9,)-~iK-9,j  +  ---  +  (.K'~9.-)  =  K, 
und  wie  vorhin  findet  man: 

f^h..>k:     f=K<9r+i<9, 
und  aomit  wieder  (2).     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Wir  bemerken  noch,  daß   aua  Satz  IV  sich  ein  sehr  einfacher 
Beweis  für  Sat?.  X  von  §  5  ergibt').     Sei  in  der  Tat  aut  dem  in  % 

abgeschlossenen  Teile  SB  von  91  eine  stetige  Funktion  f*  gegeben. 
Wir  setzen: 

^  /    f  *      auf  «  A  ^  /    ^*      ^"^  ^ 

^       l  +  ooauf9t  —  S8;  l  —  tx>aufa-ffl. 

Aus  §  9  Satz,  TV  entnehmen  wir  sofort:  g  ist  unterhalb,  K  ist  ober- 
halb stetig  auf  %.  Nach  Sata  IV  bilden  wir  eine  auf  91  stetige,  der 
Ungleichung 


lügende  Funktion. 

Da  auf  »: 

ist  f^f*  auf  5Ö, 

Damit  aber  ist  SatK  X  von  > 

§  5  bewieser 

§  11.   Die  Schranhenfimktionen  als  halbstetige  Funktionen. 
Grenzwert  einer  Funktion. 

Ein  besonders  wichtiges  EeLspie!  halbstetiger  Funktionen  sind  die 
Schrankenfunktionen  &(a;  f,  3t},  g{a;  f,  5t)  einer  beliebigen  Funktion  f, 
die  wir  in  §  2  eingeführt  haben.  Um  dies  einzusehen,  gehen  wir  aua 
von  der  Bemerkung: 

Satz  I.    Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

(0)  f(o)_G(.;f,a),      «<.)  =  j(o;ASI). 

SO  ist  für  jede  offene  Menge  SS; 

(J)  ff(ÄS99l")  =  (?(f,i82t);      ^(/.SSSIO)^^  ?(A  S39t). 


1)  F.  Hausdorff,  a,  n.  0,  29fi, 
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In  dec  Tat,  wegen  f'^f  und  weil  aä^OSl",  ist  zunächst; 

(2)  G(f,^^°)>G(f,mi)^_Gif,^t}. 
Ist  fiodann  p  ii^endeine  Zahl: 

(3)  p<G{l^n''), 

ao  gibt  es  in  ^91"  mindestens  einen  Punkt  6,  in  dem: 

m  =  G{b;f,^)>p, 
mithin,   da  58  offen,  aleo  ißa   eine  Umgebung  von  6  in  S(  ist,   gibt 
es  (§2,  SatzVII)  in  SSI  einen  Punkt  a,  in  dem 

fM>i>. 
Also  ist  auch; 

G{f,^'äy>p, 
und  da  dies  für  jede  (3)  genügende  Zahl  p  gilt,   ist; 

(4)  G(f,m%)>G-if,^^'^. 

Aus  (ä)  und  (4)    folgt    die    erste  Gleichung  (1),    und  analog  beweist 
man  die  zweite, 

Satz  n^).  Ist /'eine  beliebige  Funktion  auf  1J(,  so  ist  ihre 
obere  Schrankenfunktion  Q{a;  f,  a)  oberhalb  stetig,  ihre 
untere  Schrankenfunktion  g{a;f,^)  unterhalb  stetig  auf  der 
abgeschlossenen  Hülle  91", 

In  der  Tat,  machen  wir  wieder  von  der  Bezeiohnungsweise  (0) 
Gebrauch.  Nach  §  2,  Satz  IV  ist  G  (a;  f,  %)  =  f{d}  die  untere  Schranke 
von  ö{f,  !ö?I)  für  alle  a  enthaltenden  offenen  Mengen  S8  (d.  h.  für 
alle  Umgebungen  von  a  in  3t).  Und  ebenso  ist  G{a;  f,  ^l"*)  die  untere 
Schranke  von  G{f,'i&%'')  für  alle  a  enthaltenden  offenen  Mengen  iß- 
Nach  Satz  I  aber  ist ; 

und  mithin  auch; 

f[a)^--G[a:f,^)^Gia;f,^'>), 
also  ist  {§  8,  Sata  I)  f  oberhalb  stetig  auf  91".     Analog  beweist  man, 
daß   f  unterhalb  stetig  auf  91",  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Sata  II 'ist  nur  ein  Spezialfall  des  allgemeinen  Theorems^); 

Satz  III.  Sei  9(  eine  Punktmenge,  SB  ein  Teil  von  St",  und 
sei   jeder  Umgebung  U(a)  jedes  Punktes«  von  58  eine  Zahl 


J*(U(a))=G(f,9.U{rt)). 
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0{\l{a))  fio  zugeordnet^),  daß  folgende  Bedingung  besteht; 
Zu  jedem  Punkte  a'  vonU(o)-SS  gibt  es  eine  Umgebung  U(«'). 
8o  daß: 

(*)  0{Vi{a'))<0iiX(a)). 

Wird  dann  mit  <p{a)  die  untere  Schranke  der  Zahlen  0{ü{a)) 
für  alle  Umgebungen  l!(o}  von  a  bezeichnet,  so  ist  tp(a)einQ 
auf  33  oberhalb  stetige  Funktion  von  a*). 
Sei  in  der  Tat  q  irgendeine  Zahl: 

Nach  Definition  von  ij;  gibt  es  dann  eine  Umgebung  ll(«).    so  daß: 

<5(U{ol)<8, 
Zu  jedem  a'  von  U(o)-^  gibt  ea  nach  Annahme  (*)  eine  Umgebung 
It  («'),  80  daß  auch: 

*{U(«'))<*(U(a))<ä. 

Nach  Definition  von  9^  ist  dann  auch: 
y(o')<S. 
Nach  §  ö,  Satz  IIJ  ist  also  ip  oberhalb    stetig  auf  33,  und  Sata  III  ist 


Wir  machen  nun  über  die  in  Satz  III  auf  tretende  Funktion  0(11  (aj) 
folgende  Annahme:  Wir  bilden,  wenn  a  einen  Häufungspunkt  von 
W  bedeutet,  aus  U  (a)  durch  Weglassen  des  Punktes  a  die  reduzierte 
Umgebung  IT'fra),  und  setzen: 

0{U(a))^G(f,U'{a)-%}. 
Die  untere  Schranke  <p  (a)  aller  <P{]l(a))  nennen  wir  dann  die  re- 
duzierte obere  Schranke  von  f  in  o  auf  St,  oder,  als  Funktion 
von  a  betrachtet:  die  reduzierte  obere  Schrankenfunktion 
G'(o;  f,  3t)  von  f  auf  9t.  Sie  ist  definiert  in  allen  Häufungspunkten 
von  91,  d.  h,  auf  91*.  Ebenso  wird  definiert  die  reduzierte  untere 
Schrankenfunktion  ,/(»;  f,  91).  von  f  auf  9t  als  die  obere  Schranke  von 
g(f,\i'{a)-^)  für  alle  reduzierten  Umgebungen  U'(a)  von  a. 

')  Dabei  ist  nicht  verlangt,  daß,  wenn  ein  und  dieselbe  offene  Menge 
sowohl  eine  Umgebung  U  (a)  von  a,  als  auch  eine  Umgebung  U  (a')  von  a'  ist, 
für  sie  *(U(a))  =  !P(U(a'))sei. 

')  Ersetzt  man  (*)  durch: 

*(U(o'))Ä!f(U(a)), 
und  versteht  unter  ip{d)  die  obere  Schranke  der   *{U(fl)),  so  wild  ip(ß)  unter- 
halb stetig. 


y  Google 


Kap.  n,  g  II.    Die  Sohrankenfunktionen  als  halbstetige  Funktionen,     169 

Aus  Satz  III  folgt  nun: 

SatB^lV.  Ist  f  eine  beliebige  Funktion  auf  91,  so  ist  ihre 
reduzierte  ob  ereSohrankenfunk;fcion(?'(a;f,9[)  oberhalb  stetig, 
ihre  reduzierte  untere  Schrankenfonktion  ^'(ft;  f,  91)  unter- 
halb stetig  auf  9t\ 

Die  im  vorstehenden  gegebene  Definition  der  reduzierten  Schranken 
entspricht  der  topologischen  Definition  von  oberer  und  imterer 
Schranke  einer  Funktion  (§  2,  Satz  IV).  Wir  hätten  ebensogut  von 
einer  der  allgemeinen  Definition  analogen  ausgehen  können.  Wir 
begnügen   uns   damit,    den   leicht   beweisbaren   Satz   auezusprechen: 

Satz  Y.  Ist  {«„}  eine  Punktfolge  aus  9£  mit  lima^  =  (i,  in 
der  alle  a„=|-a  sind,  so  ist:  ""°* 

ht^fW^  <?'("■■  /'.  31);      Hm/-(aJ^s'(a:  f,  %), 

und  es  gibt  in  9i  zwei  Folgen  {a'„)  und  {a'^}  der  genannten 
Art,  so  daß: 

lim /■(<)  =  (?'(«;  f,  ffl)i     lim /■{«;')  =  ?'(«;  f,  91). 

Aus  der  Definition  der  reduzierten  Schranken funktionen  folgt 
unmittelbar: 

Säte  VI.    In  jedem  Punkte  es  von  9t^  ist; 

y(«;  f,  8l)Äs'(«;  f.  9()^e>;  f.  ffl)^ö(a;  f,  91); 
in  jedem  Punkte  a  von  9I'-9(9(^  ist: 

g\a;  f,  ^)  =  g{a;  f,  91);     G'(a;  f^W'j^Gia;  f,  91). 
In  der  Tat,  es  ist,  weil  U'(a)-<UXa),  stets; 
?(r,U'(a)9t)^ff(AU(a)9t);     G(A  U' (a) 9t) ^G(A  U(«) 9t); 
für   jeden    nicht  zu   1H  gehörigen  Punkt    aber   ist    \l'(a)%  ^=  U{a)%, 
und  mithin: 

g  (f,  U'(a)  91)  ==  g  (f,  U  (a)  91);     G  {f,  U'ia)  9t)  -=  G  (f,  U  (a)  9t) , 
woraus  Satz  VI  sofort  folgt. 

Das  Bestehen  der  (zu  Ungleichung  (00)  in  Satz  II  von  §  2  ana- 
logen) Ungleichung: 

(t)  {i'ia;f,9l}£fia)<G'ia;l\^) 

kann  hier  nicht  mehr  allgemein  behauptet  werden,  da  die  reduzierten 
Sehrankenfunktionen  ohne  Rücksicht  auf  den  Funktionswert  f{a]  ge- 
bildet sind,    Wohl  aber  gilt: 
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Satz  Vn*).  Ist  9(91^  separabel,  so  ist  die  Menge  aller 
Punkte  von  9t?[',  in  denen  (f)  nicht  gilt,  abzählbar. 

Zum  Beweise  bemerken  wir:  es  kann  sein,  daß  es  in  einer 
Menge  ?8  einen  Punkt  h  gibt  derart,  daß,  wenn  SB'  die  aus  58  durch 
Weglassen  von  6  entstehende  Menge  bezeichnet, 

ausfällt.  Nennen  wir  dann  h  kurz  einen  reduzierenden  Punkt 
von  93,  so  sehen  wir  sofort:  eine  Menge  S  kann  höchstens  einen  re- 
duzierenden Punkt  enthalten. 

Sei  nun  im  Punkte  a  voiiJl%^: 

(ttl  f{a}>G-{a;f,^)- 

Dann  gibt  es  eine  Uuigebung  U{rt},  so  daß  für  die  zugehörige  red<i- 
zierte  Umgebung  ü'(a}: 

im  &  [f,  9!U'(rt))  <  f(a)  ^  Ö(/-,  31U  («)). 

Da  die  Menge  2tW^  separabel,  hat  sie  einen  abzählbaren  und 
in  ihr  dichten  Teil; 

«,,02,   .■.,«„,   .  ■  ■   ■ 

Es  gibt  dann  gewiß  ein  n  und  ein  v,  so  daß  die  Umgebung 
U  (a„;  -)  einerseits  a  enthält,  andrerseits  Teil  der  eben  genaimten 
Umgebung  ll(a)  ist.  Man  folgert  dann  aus  (ftt)  sofort,  daß  a  redu- 
zierender Punkt  von9l*Ufa„;  -)  ist.  Es  ist  also  jeder  Punkt  von 
W8t^,  in  dem  (f|)  gilt,  reduzierender  Punkt  mindestens  einer  der 
Mengen  W-U  (a„;|,). 

Da  es  aber  nur  abzählbar  viele  solche  Mengen  und  in  jeder  von 
ihnen  höchstens  einen  reduzierenden  Punkt  gibt,  so  ist  die  Menge 
aller  Punkte  von  919!',  in  denen  i^X)  gilt,  abzählbar.  Gan^  ebenso 
zeigt  man  dies  für  die  Menge  der  Punkte,  in  denen 

ivomit  Satz  VII  bewiesen  ist, 

Ist  im  Punkte  a  von  %'■: 
(0)  g'{a;f,%)  =  G-(a:f,SA], 

so  sagen  wir:  f  hat  in  a  auf  3t  den  Wert  (O)  zum  Grenxwert, 

^)  Vgl.  W,  H.  Young,  Quart  -Joiirn.  89  (1908^  82;  Lond.  I'roo.  (a)  8 
(1910),   119. 
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Hat  St  eine  reduzierte  Umgebung  von  a  zum  Teil,  so  schreibt, 
ar.in,  wenn  f  in  h  auf  ?t  den  Grenzwert  t  hat: 

lim  f  {:.)  =  ;; 

im  9tj  schreibt    man  statt   dessen  auch,   wenn  x  und  «.  die  Punkte 
(a:, ,  ic.j ,  . , . ,  x^)   und  (a, ,  «^ , . . . ,  oi^)  sind  *) : 

fOO)  lim  /(aij x^)==l. 

^>="i '^*="* 

Sei  wieder  31  eine  beliebige  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes. 
Aus  Satz  V  folgt  unmittelbar: 

Satz  Vni.  Damit  f  im  Punkte  a  auf  a  den  Grenzwert  I 
habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jede  Punkt- 
folge {»„}  aus  ?I  mit  lim«„^a  und  a„  +  «  die  Beziehung  gelte: 

lim  f(aj^l. 

Und  daraus  weiter: 

Sata  IX.  Damit  f  im  Punkte  a  auf  St  einen  Grenzwert 
habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jede  Punkt- 
folge {«„}  aus  3t   mit  lima^^^o.   und  fl„  +  n  die   Zahlenfolge 

UW)  konvergent  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  bereits  in  Satz  VIII 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nehmen  wir  sie  in  der  Tat 
als  erfüllt  an,  so  ist  (bei  Berufung  auf  Satz  VIII)  nur  mehr  zu  zeigen, 
daß  die  sämtlichen  Zahlenfolgen  {/'(«„)}  gegen  dieselbe  Zahl  l  kon- 
vergieren. Seien  also  {a'„},  {«"}  zwei  der  in  flede  stehenden  Punkt- 
folgen aus  ?I .  Auch 
ß'i,  a'i,  tt's,  a'i,  . , .,  (f.;,,  «",... 

')  Wie  Satz  VIII  zusammon  mit  Kap.  I,  g  I,  Satz  VI  lehrt,  kann  die 
Beziehung   (00)  auch  so  definiert   werden:   Für  Jede   Punktfolge   {fE„}  des  91^: 

lim  ^i,„^a,         (»;=  1 ,  2,  , , .,  ft) , 

aber  für  kein  «.  die  «ämtlichon  ifc  Gleichungen  gelten: 
^,,„  =  «,         (i  =  l,2,....i), 

Bi^e  Form  der  Definition  erklärt  das  Symbol  (00)  auch  noch  in  dem  Falle,  daß 
einige  der  «( ^  -|-  Oü  oder  =  —  co  sind. 
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ist  dann  eine  solche;  also  hat  nach  Annahme  die  Zahlenfolge; 

f{a'i),  f{a'!),  f(a^),  f{a'^,...,  f{a^),  f«),  ... 
einen  Grenzwert  l.    Als  Teilfolgen  aus  dieser  haben  aber  dann  auch 
{f{<i'n)}  und  {f{a'n)}  den  Grenzwert  /,  und  mithin  denselben  Grenz- 
wert, wie  behauptet.    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Unmittelbar  aus  der  Definition  von  (?'(«;/■,  SI)  und  (/ {a;  f,  ^) 
folgt  (vgl.  den  Beweis  von  §  3,  Satz  IV): 

Satz  X.  Damit  f  im  Punkte  a  von  3t^  auf  a  den  Grenz- 
wert l  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu 
jedem  p'CJ,  und  ebenso  zu  jedem  ?>■?,  eine  reduzierte 
Umgebung  U'  von  a  in  ^  gebe,  so  daß: 

f(a'}>p     für  alle  a'  von  U', 
bzw.  f(a')<Cq     für  alle  a'  von  U'. 

Satz  XI.  Damit  f  im  Punkte  a  von  ffl^  auf  %  einen  end- 
lichen Grenzwert  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  zu  jedem  e>0  eine  reduzierte  Umgebung  U'  von  a 
in  91  gebe,  so  daß  für  je  zwei  Punkte  a',a"  von  11': 

(•)  ]f(a'}~f{a")<<,. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  habe  in  der  Tat  f  in  a  auf  W 
den  endliehen  Grenzwert  l,  dann  ist 

und  Satz  X  lehrt:  es  gibt  eine  reduzierte  Umgebung  U'.  von  a  in  'Ü, 
so  daß,  w«nn  a'  und  a"  in  11': 

Aus  (**)  aber  folgt  (*). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei    erfüllt.     Ist   {a,,}    eine   Punktfolge   aus  ST   mit   lim  «„=«   und 

"„  +  *)  so  gibt  es  ein  n^,  so  daß  a„  für  n>n^  in  der  reduzierten 
Umgebung  U'  von  a  in  9f  liegt.    Wegen  (*)  ist  dann: 

Aus  Einleitung,  §  6,  Satz  IX  folgt  daraus  die  eigentliche  Konvergenz 
von  {f  (»„)}-  Aus  Satz  IX  und  VIII  folgt  daraus  weiter,  daß  f  in 
a  auf  9(  einen  endlichen  Grenzwert  besitzt,  und  Satz  XI  ist  be- 
wiesen. 
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Im  Gegensatz  zu  §  3,  Satz  II  kann  aus  dem  Bestehen  der 
Gleichung  (0)  S,  170  nicht  auf  die  Stetigkeit  von  f  in  a  auf  %  ge- 
schlossen werden.     Wohl  aber  gilt  in  Analogie  zu  §  3,  Satz  III: 

Satz  XII.  Damit  f  stetig  sei  auf  at  im  Punkte  a  von  aSfi, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

d.  h,  daß  /  in  a  auf  St  den  Funktionswert  f{a)  zum  Grenz- 
wert habe. 

Besitzt  f  im  Punkte  a  von  914[^  einen  Grenzwert  auf  9!,  der 
aber  +  f(a)  ist,  so  heißt  f  hebbar  unstetig  in  a  auf  9t.  Ea  kann 
nämlich  die  Unstetigkeit  von  f  in  a  durch  bloße  Abänderung  des 
Funktionswertes  f(a)  in  den  Grenzwert  von  f  in  a  behoben  werden. 

Sata  Xin.  Ist  9t9t'  separabel,  und  hat  f  in  allen  Punkten 
von  9191^  einen  Grenzwert  auf  91,  so  unterscheidet  sich  f 
von  einer  auf  3t  stetigen  Funktion  nur  in  einer  abzähl- 
baren Punktmenge. 

In  der  Tat,  nach  Annahme  ist  in  allen  Punkten  von  atSt': 

iO)  /(«;/;  9t)  =  ß'(«;f,9I). 

Wir  setzen  nun: 

^     '  '    ^'       V{a;/-,9t)^Ö'(«;/;St)     auf     9191'. 

Wegen  Satz  VII  unterscheidet  sieh  dann  f  von  f*  nur  in  einer  ab- 
zählbaren Punktmenge.  Und  wegen  Satz  IV  ist  f*  sowohl  oberhalb 
a!a  unterhalb  stetig  auf  91 9t^,  und  mithin  stetig  auf  9t  ^^.  Ist  aber  a 
irgendein  Punkt  aus  91 9t^  und  {a^}  eine  gegen  a  konvergierende 
Pnnktfolge   aus  9t  — 9t9tS  so  ist  wegen  (0),  (00)  und  Satz  V: 

JhnrW~limf(aJ  =  /(a;f,9t)=(?'(a;fi9t)-r(«). 

In  jedem  Punkte  von  9t  9t^  ist  also  f*  auch  stetig  auf  9E.  In  jedem 
Punkte  von  9t— 9t9t^  aber  ist  f*  gewiß  stetig  auf  9(,  da  diese 
Punkte  isoliert  sind.     Also  ist   f*  stetig  auf  9t,  und  Satz  XIII  ist 


§  12.    Vernaehlässigung  von  Teilmengen. 

Sei   eine   Menge  E   von   Teilen   der  Menge  91   gegeben,   gemäß   folgenden 
Bedingungen : 

1.  Ist  g  eine  Menge  aus  E,  ao  »aoh  jeder  Teil  von  IS'j. 

2.  Sind  (S,,  @a,  ,  .  .,  (S„,  .  .  .    abzählbar   viele  Mengen    aua    E,    no    gebort 
auch  ihre  Vereinigung  l£i-|-®ä-f-.,,-f'®n  +■■■  2"  £■ 

')  Da   die    leere    Menge  Teil    jeder   Menge,    so    kommt    auch    die    leere 
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aiEgbt       (ßdl       ßMff)k  MffnMg 

W  dl  Eg}nnTi  tk        EMg         EpI 

nEMng  djwnnaprfkt       d      1  iltdg  di      bU 

b  re  T  1  n  t  (r  p  I  8  Sat  VT)  w  nn  at  1  t  U  t  dig  t  d: 
T   1      rat      K  teg  n  SI  (K  p  I   ^  S    S  t    XVI) 

Bld      diPnkt        nSt      ud  f>p     t      n    E  M     j,  h    ß    j> 

eins  OberKatI  (majorante  Zahl,  Majoraöte)  von  f  boi  VeiiiaohlaBSi|ung 
von  E-Mengen-  Analog  ist  die  Definition  einer  Unterzahl  (Minorante)  von  /' 
bei  VernacMässigung  von  E-Mengen. 

Satz  I.  Unter  allen  Oberzahü-n  von  f  boi  VDrnachlässJgnng 
von  E-Mengcn  gibt  es  eine  kleinste,  untei'  allen  Untorzahlen  von 
f  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen  gibt  es  eine  größte. 

Sei  in  der  Tat  ji,,  die  unteie  Schranke  aJier  Überzahlen  von  f  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen;  wir  haben  zu  zeigen,  daß  p^  selbst  eine  solche 
Oberaahl  ist.  Dies  ist  trivial,  wenn  j>g  =  -f  OO .  Ist  aber  Po  <,  -|-  CO ,  so  gibt  es 
eine  monoton  abnehmende  Folge  ^p„J  von  solchen  Obeizahlen  mit  hmpx^=pty 

Ist  ffi„  die  Menge  aller  Punfcte  von  M,  in  denen  f>p„,  Nu  ist  e„  nach  An- 
nahme eine  E-Menge.  Die  Menge  f  aller  Punkte  von  9f  in  denen  f'^Po, 
ist  aber; 

e  =.  ®,  -I-  lä,  4- . . ,  +  g„  4 . . . 

und  mithin,  nach  Eigenschaft  2.  der  E-Mei^en,  ftuoh.eine  E-Menge,  Dniuit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

Die  kleinste  Oberzahl  (größte  ünteraahl)  von  f  boi  Vernachlässigung 
von  E-Mengen  heißt  die  obere  (untere)  Schranke  von  f  auf  St  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen.    Wir  wollen  sie  bezeichnen  mit  G*(f,'S)  bzw. 

Satz  H.     Für  obere  und  untere  Schranke  von  ^  auf  S  l  ei  Ve 
nackjäesigung  von  E-Mengen  besteht  die  üngicichmig 

In  der  Tat,  die  äußeren  Teile  dieser  Ungleichung  folgen  munittolbar 
aus  der  Tatsache,  daß  jede  Oberzahl  (Uiiteraail)  von  f  luch  eine  solche  bei 
VernaohJäßsigung  von  E-Mengen  ist.  Um  auch  die  mittleie  I  ngleichung  zu 
beweisen,  nehmen  wir  an,  sie  wäre  nicht  erfüllt.    Dann  gibt  ee  ein  c    =o  d'd) 

Dann  aber  ist  sowohl  der  Teil  von  9t  auf  dem  f^c,  iU  iu  h  dei  auj  dein 
f£.c  eine  E-Menge,  und  mithin  wäre  auch  3t,  als  Vernimgung  zweier  E 
Mengen  eine  E-Menge,  in  Widerspruch  zu  3.  ihrei  Definition.  Damit  Lst 
Sata  II  bewiesen. 

Ist  nun  a  ein  Punkt  von  9t°,  so  bilden  wir  die  untere  Schiauke  allei 
Zahlen  G*  {f,  U(a)'3t)  für  alle  Umgebungen  U(a)  von  a  bezeichnen  diese 
untere  Schranke  mit  G*(a;/',  ffl)  und  nennen  sie  die  obere  Schranke  von  f 
in  a  auf  %  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen  oder  (als  Funktion 
von  a  betrachtet)  die  obere  Schrankenfunktion  von  f  auf  a  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen.  Ganz  analog  ist  die  Definition  der  unteren 
Schranke  in  a  (unteren  Schrankenfunktion)  von  f  auf  9t  boi  Vernachlässigung 
von  E-Mengen:  g*  {a;  /■,?!). 

')  R.  Baii'e,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  72,  81;  Acta  math.  30  (1906),  21. 


y  Google 


Kap.  II,  §  12,    VernaohlSssigucg  von  Teilmengen. 

Setzt  mMi  in  g  11,  Satz  III: 

^(Ü(a))=6*(f,üia)-H)    bzw,     0(UM))  =  g*  (/■.  U(a).?t), 
j  erhält  man: 

Satz  m.      Es    ist    G*(a;f,^}    oberhalb    efetig,    g"  ifl;  (,%) 
alb  stetig  auf  K». 

Aus  Satz  II  folgt  sofort: 

Satz  IT.    Es  gilt  stets  die  Ungleichung: 

9{a;f,%)^g*{aif,-&)^G*{a;f,'S.)^G{a;f,%). 
In  Analogie  zu  g  11,  Satz  VII  gilt  hier: 

Sfttz  Y.     Ist  91  eeparabel,  so  ist  die  Menge  aller  Punkte 
n  denen  nicht. 


(0)  g*ia;f,%)^f{a)^Q*{a;f:%) 

ist,  eine  E-Monge. 

Sei  zum  Beweise  a,,  a^, . .  .,a», . , 
von  iü.     Sei  Ula„;-j    die  Umgebung  - 


%  dichter,   abzählbai-er  Teil 
in    91 ,     Diejenigen    Punkte 


f>0'(f,yi(a.S)) 


bilden    dann,   nach  Definition  von 
zeichnen.    Dasselbe  gilt  dann  auch 

■n.,    (»,'-1,  2,.--). 


I   E- Menge,   die  wir   mit   S„   ,   be- 
ll der  Vereinigung  lg  der  abzählbar  vielen 


Wir  wollen  i 


1  zeigen, 


(00)  f{d)>G*{a;f,%), 

zu  dieser  Voreinigung  )S  gehört. 

In  der  Tat,  gilt  (00),  so  gibt  ea  eine  Umgebung  U  (o) 
(?*(/■,  U(<»9I)<r(a). 
Unter  den  vorhin  betrachteten  UJOb;-)  gibt 
andererseits  Teil  von  U{<()91  ist.     Für  sie  ist  also: 


G^[f  \\ia^-~])^Q*  {f,niam<fia) 


Es  gehört  also   /  zu  ©^       und  damit  z 

Also  i^t  di^  Menge  allei  Punl  te  vot 

ebenso  bewBjst  man  dies  fir  die  Menge 


wie  behaui)tct 
in  denen  (00)  gilt,  ■ 
r  Punkte  von  SI,  in 


denen 


t{a)<g*{a;f,^) 
gilt.     Alsc    ist  die  Menge   aller  Punkte  von  %,   in  denen  (0)  nicht  gilt,  als 
Vereinigung  zweier  E  Mengen  eme  E-Menge,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  V  leiten  wir  eine  Eigenschaft  der  Sehrankenfunktionen  bei 
Vemaflhlasaigung  von  E  Mengen  her,  die  ihre  in  Satz  III  bewiesene  Halb- 
stetigkeit beträchtlich  ei'ganzt. 

Satz  VI.  Ist  91  separabel,  so  stimmt  G*  (a; /;  SI)  überoin  mit 
ihrer  eigenen  ober  en  (und  5*  (a; /",  W)  mit  ihrer  unteren)  Sehran- 
kenfunklion  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung; 

G*(a;f,3l)  — ?.(«)• 
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Die  Tatsache,  daß  <p{a)  oberhalb  etetig  ist  (Satä  III),   besagt: 
(t)  ^(a)  =  ff(a;-p,a). 

Da.  nach  Satz  IV  stets; 

ff  (a;  9',  Sl)äG*  («;')'.«). 
so  haben  wir  aus  (f)-. 

Da  aber  nach  Sata  V  üborall  auf  S,  abgesehen  von  einer  E-Menge,  f(a)^'p(a) 
'    '     ■    ■   g.g   auf  die  Werte   in   einer   E-Menge  nicht 

(ttt)  -P  («)  =  G*  (a;  f,  a)  g  G*  (a;  ^.%). 

Die  beiden  Ungleichungen  (ff)  und  (ttt)  ergeben: 
9,(ii)  =  e*(a:  ,,,31), 
dan  aber  iet  die  Behauptung. 

Die  Funlttion  f  heißt   im    Punkte   a   stetig    auf    ^    bei    Vei-uftch- 
läsaigimg  von  E-Mengen'),  wenn: 
n  g*{a;f.^)  =  G*(a;f,ny 

iet.  Sie  heißt  stetig  auf  Sl  bei  Vernachläesigung  von  E-Mengen,  wenn 
(*)  in  jedem  Punkte  von  91  gilt.  -  Für  solohe  Funktionen  besteht  (in  Analogie 
zu  g  U,  Satz  XIII)  der  Sata: 

SatK  TU.  Ist  /■  stetig  auf  der  separablon  Menge  91  bei  Ver- 
naohläsBigiing  von  E-Mengen,  so  gibt  es  eine  auf  M  stetige  Funk- 
tion, von  der  sieh  /'nur  in  einer  E-Menge  unterscheidet. 

In  der  Tat,  da  nach  Satz  III  G*  (a;  f,  SI)  oberhalb,  g*'{ai  f,  9t)  unterhalb 
stetig  ißt  auf  91,  so  ist,  wenn  überall  auf  31  (*)  gilt,  der  gemeinsame  Wert 
dieser  beiden  Funktionen  stetig  auf  91.  Und  da  nach  Sata  V  f  überall,  ab- 
gesehen von  einer  E-Menge,  gleich  diesem  gemeinsamen  Werte  ist.  so  ist 
Satz  VII  bewiesen. 


§  13.  Einseitige  Stetigkeit  und  Halbstctigkeit. 

Wi^  beschäftigen  uns  noch  speziell  mit  Funktionen,  die  auf 
einer  Punktmenge  31  des  SRj  definiert  sind,  d.  h.  mit  Funktionen 
einer  reellen  Veränderlichen.  Alle  Punktmengen  und  Funktionen,  von 
denen  in  diesem  Paragraphön  die  Rede  ist,  sind  Punktmengen  des 
Jfij  und  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen. 

Jedes  Intervall  [a,  a')  bezeichnen  wir  als  eine  rechtsseitige, 
jedes  Intervall  («',  a]  als  eine  linksseitige  Umgebung  des  Punktes 
a;  jedes  Intervall  {«,  a')  bzw.  («',  a)  als  eine  reduzierte  rechts- 
seitige, bzw.  linksseitige  Umgebung  von  a.  Das  Intervall  [a,a-{-Q) 
heißt  die  rechtsseitige  Umgebung  (>  von  a^  das  Intervall 
[a,  ti-|-e]  die  rechtsseitige  abgeschlossene  Umgebung  (>  von  St; 
analog  ist  die  Definition  der  Jinkeeeitigen  (abgeschlossenen)  Um- 
gebung Q  von  a.  Wieder  nennen  wir  die  aus  einer  dieser  Umgebungen 
durch  Weglassen  von  a  entstehende  Punktmenge   die  entsprechende 

')  Vgl.  hierzu  auch  H.  Lebosgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),   185,  189. 
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reduzierte  Umgebung.  Der  Durohaclinitt  einer  dieser  Umgebungen 
mit  einer  Punktmenge  91  des  ?f{^  heißt:  die  entsprechende  Um- 
gebung \  on  rt  in  9(. 

Der  Punkt  a  heißt  ein  rechtaaeitiger  Häufungspunlit  der 
Punktmenge  3(  des  9ij,  wenn  in  jeder  seiner  rechtsseitigen  Um- 
gebungen unendlich  viele  Punkte  von  91  hegen,  oder,  was  dasselbe 
beißt,  wenn  in  jeder  sojner  reduzierten  rechtseeitigen  Umgebungen 
mindestens  em  Punkt  von  9(  liegt.  Die  Menge  aller  rechtsseitigen 
Häufungspunkte  von  §1  bezeichnen  wir  mit  91+ ,  die  Vereinigung 
?t  -j-  ffii-  ™''-  ^+-  Analog  ist  die  Definition  des  hnksseitigen  Häufungs- 
punktes; die  Menge  alier  linksseitigen  Häufungspunkte  von  9t  be- 
zeichnen wir  mit  'ü'l  ,  die  Vereinigung  'S.  -j-  9t^  mit  91^ .  Einen  Punkt, 
der  sowohl  rechtsseitiger  als  linksseitiger  Häufungspunkt  von  91  ist, 
nennen  wir  einen  beiderseitigen  Häutungspunkt  von  9t.  Die  Menge 
aller  beiderseitigen  Häufungspunkte  von  91  ist  9tlj.-9lL. 

Für  Punktmengen  des  ^^  gilb  folgende  Verschärfung  des  Satzes  VI  a 
von  Kap.  I,  §  7: 

Satz  1.  DieMengena»  — a'^,  St"— 9£'_,  gt"— 9t^9t  sind  ab- 
zählbar. 

Inder  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  von  9(°  — 91+  gibt  es  ein  Intervall 
(ffl,  a-j-fi]  ^"^  keinen  Punkt  von  St**  enthält.  Da  es  (Kap.  I,  §  7, 
Satz  VII)  nur  abzahlbar  viele  zu  je  zweien  fremde  Intervalle  gibt, 
gibt  es  also  auch  nui  abzählbar  viele  Punkte  von  91''  —  'ii\.  Ebenso 
sieht  man,  daß  91"  —  %'_  abzahlbar  ist.     Und  wegen: 

gf  — 91!^  9t'L  =  (9t''  — 9t!;.)-f  (91"— 91!^} 
ist  auch  91"  —  91+  91*    abzählbar,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Eine  Menge  heißt  rechtsseitig  abgeschlossen,  wenn  sie  ihre 
rechtsseitigen  Häufungspunkte  enthält,  d.h.  wenn: 

9I+-<9£     und  mithin     91+ =  91. 

Satz  II,  Sowohl  91+  als  %_  sind  rechtsseitig  abge- 
schlossen. 

Eine  Punktmenge  ^-<9[  heißt  rechtsseitig  abgeschlossen  in  91, 
wenn  59^  9l-<B. 

Sei  die  Funktion  ^  definiert  auf  der  Pimktmenge  9t  des  9t^,  und 
sei  a  ein  Punkt  von  9t+-  Wir  denken  uns  für  jede  rechtsseitige 
Umgebung  U+(a}  in  9t  die  obere  Schranke  0(f,  U+(a))  gebildet.  Die 
imtere  Schranke  aller  dieser  Zahlen  (vgl.  §  2,  Satz  IV)  bezeichnen 
wir  als  die  rechtsseitige  obere  Schranke  G^{a;  f,  9t)  von  /"in  a  auf 
^,   oder,    als   Funktion   von    a   betrachtet,   als   die  rechtsseitige 

Hahn.  Theorie  der  rceilen  Funktionen.    I.  12 
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obere  Schrankenfunktion  von  f  auf  91-  Ebenso  wird  die  rechts- 
seitige untere  Scliranke  g+{a;  f,  3()  von  f  ia  a  auf  9(  definiert  als 
die  obere  Schranke  aller  g[f,  11+ (o)).  Ersetzt  man  in  diesen  Defi- 
nitionen die  rechtsseitige  Umgebung  U+(«}  durch  eine  linksseitige  Um- 
gebmig,  so  entstehen  die  linksseitigen  Schrankenfunktionen  Q_  («;  f,  91), 
9-{a;  {,'&)■  Ist  a  Punkt  von  91+  (bzw.  von  9£i.),  und  ersetzt  man 
in  diesen  Definitionen  die  Umgebungen  U+(a),  U_(«)  durch  die  re- 
duzierten Umgebui^en  U'+(a),  U'_(a),  so  entstehen  die  reduzierten 
rechtsseitigen  und  linksseitigen  Sehrankenfunktionen  (?+(«;  f,  ?l), 
?V(a;f,ia),ö'_(a;/-,ilt),s'_(a;ASi). 

Aus  diesen  Definitionen  folgt: 

Satz  m.  In  jedem  Punkte  a  von  9tl-3t"-  ist  G{a;  f,  St)  die 
größte  der  zwei  Zahlen  G^{a;f,'ä),  G_{a;  f,  %),  und  g{a;f,%) 
die  kleinste   der  zwei  Zahlen  ?+(«;  A  31),  9-{a;f,t). 

Satz  IV.  In  jedem  Punkte  a  von  StVSt-  ist  ö'{a;  ^,  St)  die 
größte  der  zwei  Zahlen  G'+{a;f,^},  &_{(t;  !,'>&),  und  j'(a; /;  91) 
die   kleinste  der  zwei  Zahlen  g'+{<^;f,'i».),  ^-{a;  f,  %). 

Hat  91  eine  reduzierte  rechtsseitige  (bzw.  linksseitige)  Umgebung 
von  a  zum  Teil,  so  sehreiben  wir  auch: 

(?'+(«;  f,  ^)^Ü^f{x),        Q'_{a;  f,  9t)=iim  f{xy. 

Wir  definieren  nun  (vgl.  §  8,  Satz  I) :  Die  (auf  91  definierte) 
Funktion /'heißt  rechtsseitig^)  oberhalb  stetig  in  a  auf  9t,  wenn: 

sie  heißt  rechtsseitig^)  unterhalb  stetig  in  a  auf  91,  wenn: 

/■{«)  =  ?+(«;/■- 9t); 

sie  heißt  rechtseitig  stetig  in  a  auf  9£,  wenn  sie  rechtsseitig  ober- 
halb und  unterhalb  stetig  ist  in  a  auf  9t,  d.  h.  wenn  (vgl.  §  3,  Satz  11)^}: 

ff+(«;A^)  =  ?+(«;A3t), 

woraus  ja  (vgl.  §3,  Satz  III)  von  selbst  folgt: 

ff+(«;/^,9i)=i7+{«;f,  «)  =  /■{«)■ 

')  Ebenso  werden  die  Begriffe:  „linksseitig  oberhalb  bzw.  unterhalb  stetig" 
definiert  durch: 

*)  Aue  dieser  Definition  folgt  sofort,  daß  in  jedem  meht  au  9I!i-  gehörigen 
Punkte  von  %  jede  Funktion  f  auf  31  rechtsseitig  stetig  ist. 
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Ist  in  einem  Punkte  von  IK',.: 

(t)  öU«;/',9i)-A(«;/,a), 

80  sagen  wir,  es  habe  f  in  a   auf  ?I   den  Wert  (f)  zum   rechtssei- 
tigen Grenzwert.     Ist  (   dieser  Wert,   und   hat  %   eine  reduzierte 
rechtsseitige  Umgebung  von  a  zum  Teil,  so  schreiben  wir'): 
]imf{x)  =  l,  oder  f(a-{-0)^l. 

»  =  o-t-Ü 

Analog   ist   die  Definition    des   liabsseitigen  Grenzwertes  und  insbe- 
sondere des  Symbols ')  lim  f(x)  [==  f{a  —  0)] . 

In  Analogie  zu  §  11,  Satz  XII  haben  wir  nun: 
Satz  V.   Damit  f  rechtsseitig  stetig  sei  auf  3[  im  Punkte 
von  9(-9t+,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 

d.  h,  daß   f  in  a   auf   9t   den  Punktionswert  f{a)   zum  rechts- 
seitigen Grenzwert  habe. 

^  on  dea  Satzun  die  wir  für  stetige  (iialbatetige)  Sanktionen  bewiesen  haben, 
1)1  tben  emzelae  aber  nicht  alle  für  einseitig  stetige  (haUgtetige)  Punktionen 
guJtiR  So  besteht  z  B  kern  Analogen  zu  §  4  'latz  II  III  (^  9  Satz  II,  III), 
«le  folget  de -i  Beispiel  zeigt 

Die  Funktion  J-{x)  =^  — ^  für  e  4'  0  /f-  =  0  »t  lecl  tageitig  stetig  im  Inter- 
valle [ —  1  0]  aber  nirgends  glei  h  ihrer  oberen.  S  branke  -,  />  in  diesem 
Inten  alle    denn  «le  ist  endlich    al  er  nicht  nach  oben  beschrankt 

Hingegen  gilt  m  Analogie  zu  ^  9    '''»■tz  IV 

Satz  Tl.  Damit  /"  reohtsseitig  oberhalb  (unterhalb)  stetig  sei 
auf  a,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daö  für  jedes  c  die  Menge 
aJJer  Punkte  von  %,  in  denen /'äe  ^Äc)  ist,  rechtsseitig  abge- 
schlossen sei  in  a. 

Daraus  folgen  sofort  die  zu  §  4,  Satz  VI,  VII  analogen  Sätze: 

Satz  TII.  Damit  f  reohtaseitig  stetig  sei  auf  9(,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  für  jedes  o  sowohl  die  Menge  aller  Punkte 
von  a,  in  denen  f^e,  als  auch  derjenigen,  in  denen /'^e,  rechts- 
seitig abgeschlossen  sei  in  Sl. 

Salz  Vm.  Ist  /  rechtsseitig  stetig  auf  a,  so  ist  für  jedes  c  die 
Menge  aller  Punkte,  in  denen  f=c  ist,  rechtsseitig  abgeschlossen 
in  a. 

Als  Analogen  zu  §  9,  Satz  V  erhalten  wirr 

H&U  IX.  Sei  a  linksseitig  abgeschlossen,  /'rechtsseitig  ober- 
halb stetig  auf  a,   Ist  die  rechtsseitige  untere  8chrankenfunktion=): 

(•) g+(»;f>^)S'> 

')  Ist  a=--0,    so  schreibt  man  statt    dessen;     lim,       lim     bzw.    /'(  +  0)j 

")  Ist  a  ein  Intervall,  ao  kann  m  (")  fl+(o;f,  a)  ersetzt  werden  durch 
3(0;  f,a).  Allgemein  ist  das  nicht  der  Fall.  Beispiel:  Sei  a  eine  nirgends 
dichte  perfekte  Menge.    Man  kann  den  abzählbaren  Teil  a  —  a^.  von  %  in 


y  Google 


180  ßer  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verallgemeinerungen. 

in  jedem!)  Punkte  von  %,    so   iat    die  Menge   der   Pnnkte,    in   denen 
f^c  iat,  dicht  in  91^). 

Vermöge  der  Sohränkungstransforroation  können  wir   f  als  beschränkt,  c 
als  endlich  annehmen. 

Sei    Of,   ein   beliebiger  Punkt   von  St   und  Ll(ao)   ß'i*  Umgebung   von   a^; 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß  in  ü%)  ein  PiinUt  a'  von  a  liegt,  für  den  f{a')<c  ist. 

Da  (*)  auch  in  «„  gilt,  gibt  es  in  U(«||)  eiuen  Punkt  a^  von  M,  in  dem 

/•(«,)<c+l! 

und  da  f   rechtBseitig    oberhalb    stetig  ist,    gibt  es    ein  Intervall  [a,,  a;-|-ß,] 

-<U(ao),  so  daß 

f(a)<c+l     in     W-[a„fl,  +  e,l. 
Wegen  (*)  (für  ö^nj   gibt  es  in    [%,  «,+^1)   einen    Punkt   «^    von  % 
in  dem 

fi'hXo  +  h 
und    daher    ein   Intervall    [Oj,  "a  4"  pal    ^    l"i.  *i  +  PiX  ^"^  'ä^'^ 
rW<c-l">     in     ?l.[<,„a,-\-s,]. 
Indem  man  so  weiter  schließt,  kommt  man  zu  einer  monoton  wachsenden 
Puöktfolge  {«„}  aus  S(   und   zugehörigen  Intervallen  [a„,  «„4-?»]    ^on  folgen- 
den Eigenschaften;     Es  ist: 

(*"-)  ;■(„)<,+  J-^     in     Sl .  [„„ ,  fl„  -]-  e  J  . 

Wegen  (**)  liegen  für  »^"o  "■"«  "«  ™  ["".'•  »«„  +  0X0 )■ 

Da  ?t  linksseitig  abgeschlossen  ist,  gehört  lim  a„^^  a'  zu  %  und  f(rt')  ge- 
nügt sämtlichen  Ungleicliungen  (***),  d.h.  es  ist; 

Da  ferner    [a, ,  a,  +  e,]   <   U  W)  ^r,  so  liegt  «'  in  ll(o,),  und  Satz  IX  ist  be- 


In  Analogie  zu  §  II,  Satz  II  gilt: 

SatzX.   Es  ist  stets  e+(a;/',«)  rechtsseitig  oberhalb,   g+{a:  f.  %) 
htsseitig  unterhalb  stetig  auf  ^\\. 


abzählbar  viele  Teile  S«  {»=1,  2,  .  .  .)  spalten,  deren  jeder  in  St  dicht  ist. 
Man  definiere:  f=  -  auf  S8„  {«  =  1,2,  .  . ,),  /'=  1  auf  V+.  Dann  ist  f  rechts- 
seitig oberhalb  stetig  auf  31;  in  jedem  Punkte  von  SI  ist  g(a;f,^)  =  0, 
trotzdem  ist  überall  /'>0. 

')  Es  genügt  hier  nicht,  daß  (•)  auf  einem  in  S  diohten  Teile  von  S  er- 
füllt sei,  wie  das  Beispiel  von  Fußn.  =)  S,  179)  zeigt,  wo  g+[a;f,'ä]  =  0  auf 
dem  in  M  dichten  Teile  315-  erfüllt  ist. 

")  Im  Gegensätze  zu  g  9,  Satz  V,  kann  hier  nicht  behauptet  werden,  daß 
die  Menge  aller  Punkte  von  3t,  in  denen  /'>c  ist,  von  erster  Kategorie  in  5! 
sei.  Beispiel ;  Sei  3t  eine  nirgends  dichte  perfekte  Menge  und  /=  1  auf  91^, 
f=0  auf  3t  — aV  In  Mem  Punkte  von  ä  ist  5+(a;/',9t)^0,  die  Menge 
W+,  auf  der  f=l,  ist  aber  von  zweiter  Kategorie  in  Sl.  —  Ist  SS  ein  Inter- 
vall, so  zeigt  ein  dem  Beweise  von  Satz  V,  g  9  analoger  Beweis,  daß  auch 
hier  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen  f^-c  ist,  von  erster  Kategurie  ist. 
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Ebenso  in  Analogie  zu  g  11,  Satz  IV: 

Satz  XI.  Auch  für  die  reduzierten  reclitsaeitigen  Schranken- 
funktionen  gilt:  Ea  ist  G'^(a;  f,  Ül)  reehtaaeitig  oberhalb,  g'+{a;  f,  t) 
reohtHHeitig  unterhalb  atetig  in  a  auf  '&'+. 

In  Analogie  zu  g  11,  Satz  VII  gilt: 

Satz  XII^).     Die  Menge  aller  Punkte  voa%-W+,  in  denen  nicht: 

gilt,  ist  abzahlbar. 

In  der  Ta,t  lehrt  ein  später  zu  beweisender  Satz  (Kap.  III,  g  1,  Satz  XVI}, 
daß  die  Menge  aller  Punkte  von  W^%L,  m  denen  nicht: 

«V{«!  f,  »)-«'-(•;  f,  si)i   ly+tei  f.  a)-e'-(«i  f.  91), 

und  somit  auch  (Satz  IV): 

(0)  g'.,[a;f,%)^^{a;f.Sin;      G'+ia:  f,  %) ^- G' {a;  f,  %) 

gilt,  ab,!ahlbar  ist  Da  aler  la  jedem  Punkte  von  51^  —  31+^^  (0)  in  tri- 
vialer Weise  gilt  80  gilt  (Ol  überall  auf  %\  abgesehen  von  einer  ahzähl- 
hären  Punktmengo     und  Satz  XII  folgt  unmittelbar  aus  g  11,  Satz  VII. 

Wir  gehen  nun  daran  den  durch  Satz  IV  aufgoalellten  Zusammenhang 
zwischen  reduzierter  Sohrankenfunktion  und  den  beiden  einseitigen  reduzierten 
Sohrankenfunktionen  zu  erganzen").     VVii  setzen  dabei  abkürzend: 

ß'{o;/-,aO  =  (?'(a);     Gf+(<i;f,'Si)^G'+(a);     GL(a;  f,  ^j'^QLia). 

Sab!  XIII.  Ist  a  insichdicht,')  und  ist  G'{ay  stetig  auf  %X  im 
Punkte  Op  von  91^,  so  ist  auch  G'+{ä)  stetig  in  «„  auf  ?IV  ,  wnd  es  ist: 

In    der  Tat,   wir   haben   zu  beweiaen;    für   jede  Punktfolge  |a„J  aus  atif. 

(1)  ""*  limffV(«„)  =  G'(io)- 

Da  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  G'(a}: 

lim  (7  (a„)  =  (?"(([„), 

da  ferner: 

G'+(a^)£0'{a,.), 

')  W.  H,  Young,  Quart.  Joum,  39  (1908),  82. 
')  Vgl,  hierzu  W.  H.  Young,  a.  a.  0.  73. 

")  Eine  Voraussetzung  über  31  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel;  Es 
beatehe  8t  aus  den  Punkten 

i(._l,2,..,,..<i-i  +  ^,„i,i,j    („,.™,,3,.,.), 
Dajin  ist  überall  auf  81':   G''{a)  =  l.     Hingegen: 

e;(-^.)-l;    81(0)  =  -!. 


y  Google 


182  Wer  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verallgemeinerungen. 

Wir  haben  also,  um  (1)  nachzu weisen,  nur  mehr  zu  zeigen: 
C'i)  _limG'+(a„)ä(?'(a„). 

Angennramen,  es  gölte  (2)  nicht.     Dann  gäbe  es  eine  Zahl  p: 
P  <  Ö'(«ü) 
und  eine  Teiifolge  {a„^}  von  {a„},  so  daß 

e+WJ  <P<G'(a,)     für  alle  r. 
Zu  jedem  a„^  gibt  es  daher  ein  o  ,  so  daQ; 

(3)  CW<Ji    in    «.(<•.„  «.,  +  1!,). 
Dabei  kann  p ,  <  7    angenommen  werden. 

Da  a^^  Punkt  von  ?t'  war,  ist  9t  (0«^!  "in,  +  Q,.)  iiioht  leer;  und  da  diese 
Menge  ebenso  wie  9t  insichdächt  ist  (Kap.  I,  §4,  8ata  II),  hat  M''-i(t„y,a„^-\-Q,,) 
die  Mächtigkeit  c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  IX).  Da  aber  91"  — Slf  abzahlbar  ist 
(Satz  I),  gibt  es  in  (a„  ,  a„^  +  &J  auch  einen  Punkt  a'^  von  SIL. 

Wegen  (3)  ist  nun 

(4)  G'(4)£p<G'(a,). 
Da  aber  a'^  in  (a,,,,,  a^^,  +  Q^)^  folgt  aus: 

lim  «„,,  =  0(,;     0  <e,  <--      . 
daß: 

Also  eteht  (4)  in  Widerspruch  reit  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  G'(rt)  in 
Oo  auf  9t?|_.    Damit  ist  (2)  bewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  XIII  beendet. 

Satz  XIT.  Ist  SS  insiobdiciit^),  und  ist  sowohl  Ö^W  a'^ 
auehä)  G'_(d)  stetig  auf  9(^911  im  Punkte  <t„  von  9!^9tL,  so  ist  (7(0) 
in  a^  stetig  auf  9t',  und  es  ist: 

In  der  Tat,  nach  Satz IV  besteht  mindestens  eine  der  beiden  Gleichungen: 
(*)  G'(a,)^GL{a„);     G' (a,)  =  O'^a,) , 


')  Eine   Voraussetzung   über   9t   kann   nicht   entbehrt   werden. 
Eh  bestehe  9t  aus  den  Punkten  —-{■  und  — -;-■ ^„  (m,  n=^  1,  2,  , .  .) 

Dann  ist: 

ÖV(a)  =  l  auf  91V;     '?'-(«)  =  — 1  auf  911, 
trotzdem  ist  ö'(a)  unstetig  in  a  =  0. 

^  Es  genügt  nicht,  wenn  nur  eine  der  beiden  Funktionen  Gr'+(a),  GL(a) 

stetig  ist   in'a,,.     Beispiel:    Sei   /'^l    in   den   Punkten (ra^l,9,  .  .  .), 

sonst  ^=0.     Dann   ist   fibemü    G!|.(a)  =  0,    hingegen   ist   (?'(0)  — 1,    sonst 
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etwa  die  erst«.  Angenominen,  es  wäre  G'(a)  nicht  stetig  auf  81'  in  o,,.  Da 
nach  §  il,  Sata  IV  &'(a)  jedenfalls  oberhalb  stetig  auf  9[',  so  gähe  ea  dann 
eine  Zahl  p: 

und  eine  Puaktfolge  ■{a„J  aua  9t'  mit  lim  a^^Oa,  so  daß: 

ff'(a«)  <V<  f^K)    fü'^  *"e  n. 
Da  G'{a)  oberhalb  stetig  auf  W-,  gibt  es  zu  jedem  a„  ein  (>«,  so  daS: 
(**>  G'{d)<v<G'{<k)    m     a>-(a„~^„,  fl.  +  c„), 

und  wir  können  annehmen;  e,  <  -  ■ 

Da  (ts  Punkt  von  9[',  ist  ?t-(a„  — 0„,  ß„-[-e„)  nicht  leer,  woraus  wir  wie 
beim  Beweise  von  Satz  XIII  schließen:  Es  gibt  in  {a„~ e„,  an-\-9n)  auch  einen 
Punkt  »;  von  ai'+.3tL.     Wegen  (**)  ist  dannr 
(•**)  G_(rt'„)<^<G'K). 

Da  aber  a!    in  (a„  —  q^,  a^-\-Q^  lag,  folgt  aus: 

daß: 

Aiso  steht^  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  GL{a),  Ungleichung  {***) 
im  Widerspruche  mit  der  als  gültig  angenommenen  ersten  Gleichung  (*).  Damit 
ist  also  nachgewieaen,  daß  <?'{o)  in  o,,  stetig  auf  9t'. 

Naoh  Sata  XIII  folgt  daraus  aber  weiter,  daß  auch  die  zweite  Gleichung 
{*)  gilt,  und  Satz  XIV  ist  l 
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Drittes  Kapitel. 
Die  unstetigen  Fimlitionen. 

§  1.     Häutungswerte  einer  Funktion. 

In  Verallgemeinening  der  Definition  des  Grenzwertes  einer 
Funktion  auf  einer  Punktmenge  (Kap.  11,  §11,  vgl.  insbesondere 
Satz  VI n)  definieren  wir:  Ist  a  Häufungspunkt  von  St  {d.  li.  Punkt 
von  21^),  so  heißt  die  Zahl  l  ein  Häufungswert')  von  f  in  a  auf 
SU,  wenn  es  in  "ä  eine  Punktfolge  {a„}  gil)t,  so  daß 
lima„  =  ft;     a^  +  a;     lim /"(o-„)  =  i. 

In  Analogie  zu  Satz  X  von  Kap.  II,  §  11   gilt: 

Satz  I.  Damit  t  Häufungswert  von  f  in  a  auf  S(  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  in  jeder  reduzierten 
Umgebung  U'(a)  von  a  in  %,  sei  es  z.u  jedem  Intervalle  (p,  l]. 
Bei  es  zu  jedem  Intervalle  [/,  q),  einen  Punkt  a'  gebe,  der- 
art, daß  der  Funktionswert  f  {a')  ku  [p,  l],  bzw.  zu  [l,  q) 
gehört. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  sei  i  Häuf ungs wert  von  f 
in  a  auf  9f,  und  sei  {«„}  eine  Punktfolge  aus  %,  eo  daß; 

(t)  lim  "^i,  =  « ;     a„  +  ff ;     ÜTii  /"(«„)  =  l  ■ 

Ist  U'(a)    irgendeine    reduzierte  Umgebung  von  a  in  91,    so    gehören 
fast  alle  a„  zu  \t(a).     Ist  p<^l,  q''J>l,  so  ist 

fi«„)>p:    /■(«„)< g 

für  fast  alle  n.     Damit  aber  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist   hinreichend.     In   der  Tat,    es   gehöre   in 

')  R.  Bettazzi,  der  sich  zuoiet  systematiBch  mit  diesem  Begriffe  befaßt 
hat  (Rend,  Pal,  6  (1892),  177)  aagt     „un  eonfine  di  f. 
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c  Funktion. 


jedem  U'(«)  etwa  zu  jedem  Intervalle  {p,l]    ein  Punkt  a' ,  wie   ihn 
Satz  I  verlangt.     Sei  {p^}  eine  Folge  reeller  Zahlen  mit: 
(tt)  Iimi5„=-i;     p„<l. 

In   U'  (t;— )   liegt  dann  ein  Punkt  a^,  so  daß: 

(ttt)  K<fM£i' 

Weil   a^  in  U'(a;  -)  ,  und  wegen  (tt)  und  (ttt)  ist  (t)    erfüllt,    und 

Satz  I  ist  bewiesen. 

Aus  der  Definition  des  Häufungswertes  folgt  sofort: 
Satz  II.     Damit  f  in   a    einen  Grenzwert  l    auf    S(    habe, 
ißt  notwendig   und  hinreichend,    daß  f  in  a  auf  9t  nur  den 
einen  Häufungswert  l  habe. 

Wir  ordnen  nun  jedem  Punkte  a  von  9t*  die  Menge  aller  Häu- 
fungBwerte  von  f  in  a  auf  2t  zu.  Dadurch  ist  auf  SI'  eine  im  all- 
gemeinen mehrwertige  (Kap.  II,  §  1,  S.  113)  Funktion  definiert, 
die  wir  die  Häufungsfunktion  von  f  auf  9t  nennen  und  mit 
k(a;  f,  91}  bezeichnen  wollen. 

Aus  Kap.  II,  §  1,  Satz  III  entnehmen  wir  sofort: 
Satz  III.    Führt   die  Schränkungstransformation  /'  in  f* 
über,  so  führt  sie  auch  k{a;  f,  9[)  in  li{a\  f*,  %)  über. 

In  Verallgemeinerung  von  Kap.  II,  §  2,  Satz  IX  gilt  der  Satz  ^): 
Satz  IV.  let  91  kompakt,  und~  ist  l  ein  Häufungswert 
der  Menge  aller  Funktionewerte  von  f  auf  9t,  oder  ein 
Wert,  den  f  in  unendlich  vielen  Punkten  von  9t  annimmt, 
so  gibt  es  in  ^'  einen  Punkt  a,  so  dal3  l  einer  der  Werte 
.von  &(«;/■,  9E)  ist. 

In  der  Tat,  es  gibt  dann  in  9(  eine  Folge  {«„}  zu  je  zweien 
verschiedener  Punkte,  so  daß: 

Jnn /■(»„)-;■ 

Da  9t  kompakt,  hat  {a„}  einen  Häufungspunkt  a,  der  auch  Häufungs- 
punkt von  9t  ist;  und  da  offenbar  l  unter  den  Werten  k(a;  f ,  9t) 
vorkommt,  ist  Satz  IV  bewiesen. 

In  Verallgemeinerung  von  Kap.  II,  §  4,  Satz  VI,  VII  gilt: 
Satz  V.    Ist  $  eine  abgeschlossene  Menge  reeller  Zahlen,, 
so  ist  die  Menge  aller  Punkte  a  von  9tS  in  denen   es  unter 
den  Werten  von  k{a;f,'ä)  mindestens  einen  zu  S  gehörigen 
gibt,  abgeschlossen. 


,ch,  Math,  Ann.  30  (1887),  134.   Satz  IV  ii 


1  allgemei 
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Sei  in  der  Tat  2t'  die  Menge  aller  Punkte  von  ä^,  in  denen 
h(a;f,%)  mindestens  einen  zu  S  gehörigen  Wert  hat,  und  sei  a„ 
Häufungspunkt  von  9t'.  Dann  gibt  es  in  St'  eine  Punktfolge  {«„}, 
so  daß; 

(*)  lim  «n  =  «Q,      a„  +  tto- 

und  zu  jedem  a„  gibt  es  in  ß(a„;  f,  %)  einen  zu  $  gehörigen  Wert  l^. 
In  der  Folge  {l^}  gibt  es  eine  konvergente  Teiltolge  {In^}- 

(**)  lim;^  =  !, 

und  weil  S  abgeschlossen,  gehört  J  zu  S,  Wir  h\ben  imi  mehr  7U 
zeigen,    daß  (   unter    den  Werten   von  ß(a(|,/',  9t)  voikommt 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schrank ungstrxns 
formation  (Satz  III),  ohne  weiteres  annehmen,  f  sei  beschrankt  und 
somit  alle  Z„  und  l  endlich.  Da  l„^  ein  Wert  von  k(a„  (  %)  M 
gibt  es  (Satz  I)  in  ?t  einen  Punkt  a'^  +  a^,  so  daß 

.■(»;,  »,.)<J;     \f{a'.)~l.,\<\. 
Aus  (*)  und  (**)  folgt  dann: 

\ima',.  =  a^;     äJ,  +  «„;     !im/'(at)  =  ^ 

D,  h.  l  ist  ein  Wert  von  h,{a^;  f,  91),  und  somit  gehört  ti^  zu  ai'.  Also 
ist  9t'  abgeschlossen,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Safa!  Tl.  Ist  J  eine  beliebige  Menge  reeller  Zahlen,  so 
ist  die  Menge  at'  aller  Punkte  a  von  9t^,  in  denen  alle  Zahlen 
aus  if  unter  den  Werten  von  h(a;f,'H)  vorkommen,  ab-, 
geschlossen, 

In  der  Tat,  sei  l  eine  beliebige  Zahl  aus  1.  Nach  Satz  V  ist 
die  Menge  9t,  aller  Punkte  von  9t^,  in  denen  l  unter  den  Werten 
von  Ä  (a;  f,  9t)  vorkommt,  abgeschlossen.  Dasselbe  gilt  daher  (Kap.  I, 
§  2,  Satz  VI)  für  den  Durchschnitt  der  Mengen  9t,  für  alle  möglichen 
l  aus  S.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Die  Natur  der  Wertmenge  h{a;  f,  9t)  in  einem  Punkte  a  läßt 
sich  völhg  charakterisieren;  es  gelten  diesbezüglich  die  folgenden 
Tatsachen^): 

Satz  Vn.  Die  Menge  aller  Häufungswerte  h(a;f,^)  einer 
Funktion  f  in  einem  Punkte  a  von  %'■  ist  eine  abgeschiossene 
Zahlenmenge. 

')  R.  Bettazzi,  a,.  a,  0, 
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Wir  haben  zu  zeigen:  kommen  l^,  l^,  ...,l^^,  . ..  unter  den  Werten 
h{a;f,%)  vor,  und  ist  limZ^  =  i,  so  kommt  auch  l  unter  den  Werten 

li(a;  f,  9t)  vor.  Wir  können  dabei  wieder  annehmen,  f  sei  be- 
schränkt, die  i„  also  endlich.  Dann  gibt  es  in  ?t  einen  Punkt 
«„  +  a,    für   den; 

r(«„a)<i    und    lf(«.)-J.|<i; 

es  ist  also; 

lima„  =  «;     «„  +  a;     lim/'{«J  =  /. 

Damit  aber  ist  die  Beliauptung  bewiesen. 

Wie  Satz  VII  lehrt,  gibt  es  unter  den  Werten  h{a;  f,  ?!)  einen 
größten  und  einen  kleinsten.     Offenbar  gilt; 

Sak  Yin.  Größter  und  kleinster  unter  den  Werten 
lr(a-f  91)  stimmen  überein  mit  den  reduzierten  Sohranken- 
innktionen  Tt  ((    /■  9t)     /  (a; /,  2t). 

Einer  anderen,  Binbohrankung  als  der,  abge 
liegt  die  Menge  aller  Haufungswerte  h  (a;  f,  91)  ei 
mtht     Eb  ei'fc  namiiLh  dei  Satz'); 

Sntz  IX  iBt  3t  eine  beliebige  abgeschlossene  Zahlenmcnge  und 
a  Punkt  von  ä*  so  gibt  es  auf  %  eine  Funktion  f,  für  die  X  die 
Menge  aller  Haufungswerte  hl,a    f   91)  ist. 

In  der  Tat   naeh  Kap   I    g  7     Satz  HI  gibt  es   einen   abzählbaren,   in  $ 

dichten  Teil  von  K    etwa  i.,    x  v„    Sei  {flv}  eine  Punktfolge  aus 

m  mn 

Wir  spalten  {«!■}  in  abzahlbar  unendlich  viele  zu  je  zweien  fremde  Teil- 
fo  gen  a'J '  a'"'  a'"'         {n  =  1    2        ) .  Nun  definieren  wir  eine  Funktion  f 

auf  9t  durch  die  Vorethnft  /(a^"')=3!„  l,ji,  i'^=  1 , 2 ,  . .  .);f^x,  in  allen  andern 
Punkten  von  a  Dann  ist  jeder  Wert  s:  ein  Häufungswert  h{a;  f,  91),  mithin 
nach  Satz  VII  ■luch  jeder  Wert  aus  X  Und  da  f  nur  Werte  aus  'S.  annimmt, 
und  \  abgeBchloBsen  ist  kann  ein  nicht  zu  X  gehöriger  Wert  nicht  Häufungs- 
werfc  Mm  f  sein     Damit  iHfc  Satz  I\  beniesen. 

'lei  SB  irgendein  Teil  von  9t  In  jedem  Punkte  von  S8'  kann  dann  neben 
der  Haufungsfunktion  h(n  f  9t)  Ton  f  auf  9t  auch  die  Häufungsfunktion 
h{a  f  S3)  von  f  auf  i8  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dann  die  Wertmenge 
h{a  f  Sä)  ein  Teil  der  Wertmenge  k(a  f,  91).  Wir  wollen  uns  besonders  mit 
dem  Falle  befassen    daß  $  m  "^t  offen  ist,  also  die  Form  hat; 


*)  E.  Bettazzi,  a.  a.  0.     Vgl.  hierzu  auch  H.  Hahn,  Monatah.  f.  Math. 
16  (1905),  315. 
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wu  6i  offen.     Ist  dann  der  Punkt  o  von  B"  auch  Punkt  (und  mithin  innerer 
Punkt)  Ton  ®,  so  ist  offenbar: 

k<a;f,^)^h(a;f.n). 
Von  Interesse  ist  also  nur  der  Fall,  daß  a  Begrenzungapunkt  von  ® 
ist.  Wir  bezeichnen  dann  die  Werte  k(a;  f,  ÜI(JS)  als  die  Häufungswerfce 
von  f  in  a  auf  m  bei  Annäherung  durch  Gi.  Natürlich  wird  dabei  die 
Wertmenge  7i  («;  f,  S  ®)  von  der  Wahl  der  oäenen  Mei^e  ®  abhälfen. 
Immerhin  aber  bestoM  hier  folgende  merkwürdige  TatBaohe: 

SatzX').  Die  Menge  31*  aller  Punkte  a  von  9tS  in  denen  für 
mindestens  eine  offene  Monge  & 

hia;  /■,  9l(Si)  +  ?t((i;  f,  1f) 
ausfällt"),  ist  von  erster  Kategorie  in  9!", 

Beim  Beweieo  können  wir,  vermöge  der  Scliränkungstrsnsformation,  ohne 
weiteres  f  als  beschränkt  annehmen.  Wir  botraehten  die  Monge  alier  Inter- 
valle [/,  ]■"]  mit  rationalen  Endpunkten.  Ebenso  wie  die  Paare  ratio- 
naler Zahlen  bilden  sie  eine  abzählbare  Menge,  und  können  daher  bezeichnet 
weiden  mit: 

Si.S«,  ■■-,3«,  ■■.■ 

Sei  9t;,  die  Monge  aller  Punkte  a  von  «S  in  denen  h  [a;  f,  ■H)  oinen  Wert 
aus  3h  önthälbj  während  für  mindestenH  eiae  offene  Menge  ®  h  (a;  f.  Sil  <B)  keinen 
Wert  au8  3„  enthält»).    Wir  zeigen  zunächBt:  %„  ist  nirgends  dicht  in  St. 

Sei  also  a  ein  Punkt  von  9t„,  und  sei  etwa 
3„=  [r'  f"] 
Es  gibt  dann  ein  e>0  und  ein  e>0  so  daß  auf  U(a;  e)S[®  die  Funktion/ 
keinen  nach  [r'  —  e,  r"-\-el  fallenden  Wert  annimmt').  In  jedem  Punkte  a' 
von  Üia-.e)^"®'')  .enthält  dann  h{af  f  91)  kpmen  Wert  aus  %.;  kein  Punkt 
von  U(a;e)%'>&  kamt  also  zu  W^,  gehören  aUo  i«t  9t„  nirgends  dicht  in  3t", 
wie  behauptet  {Kap.  I,  §  4,  Satz  XIV) 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  9t*.  Es  gibt  ah  eine  Zahl  x  und  eine  offene 
Menge  @,  so  daß  a  Punkt  von  (9t @)'  und  weiter  so,  daß  x  in  h(a;  f,  3(), 
nicht  aber  in  h  {a;  f,  St  ®)  vorkommt.  Nach  Satz  VII  ist  nun  aber  die  Wert- 
menge h  (a;  f,  91  ®)  abgeschlossen ;  es  gibt  also  untei  unseren  Intervallen  3„ 
eines,  das  zwar  w,  aber  keinen  Wert  von  h  {a;  f,  91  fÜ)  enthält.  Das  aber  heißt: 


')  Bin  Spezialfall  dieses  Satzes  wurde  bewiesen  vonW.  H.  Young,  Lond. 
Proc.  (2)  8  (1910),  117. 

=)  Dabei  muß  a  zu  (9t ®)^  gehören,  da  sonst  h{aif,  91®)  keinen  Binn 
hätte. 

»)  Wie  schon  erwähnt,  ist  dann  a  nicht  Punkt,  sondern  nur  Begrenzungs- 
punkt  von  ®. 

')  Denn  andernfalls  gäbe  es  in  11  (a;  —]  ®  einen  Punkt  a„  (+  a)  von  91. 
so  daß:  ^      "' 

und  es  hätte  demzufolge  h(a;  f,  9i  ®)  einen  Wert  in  [/,  /']. 

'')  Solche  Punkte  gibt  es,  weil  nach  Voraussetzung  a  zu  (91®)^  gehört. 
(Fußn,  2). 
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Kap. 

ni,  §  1.    HäufungB werte  einer 

Funktion. 

a  gohürt  v. 

H  einer  un: 

seror  Mengen  %„.    Also  ist: 

und  da,  w 
von  erster 

a.  =  ar,  +  si.+  ----i-w„-i-, 

ic  schon  beiriosen,  jedo  Menge  a„  nirgandi 
Kategorie  in  a",  und  Satz  X  ist  bewiosor 

ä  dicht  in 

Sei  nun  insbesondere  31  eine  Punktmenge  des  9t^,  und  somit  f 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen.  Wir  definieren  dann:  Ist  a 
Punkt  von  3t V  (Kap.  11,  §  13,  S,  177),  so  heißt  die  Zahl  l  ein  rechts- 
seitiger^) Häuftingswerfc  von  f  m  a  auf  91,  wenn  es  in  ?l  eine 
Punktfolge  {tt„}    gibt,  so  daß: 

lim  ß^i  =  a;     fl„  >  a ;     lim  f{a^  =  l. 

Ordnet  man  jedem  Punkte  a  von  9t}.  die  Menge  aller  rechtsseitigen 
Häufungewerte  von  f  in  a  auf  %  zu,  so  entsteht  die  rechtsseitige 
Häufungsfunktion  ?!+(«;  f,  9t)  von  f  auf  9t. 

Es  folgt  sofort  in  Analogie  zu  Satz  II: 

Satz  XI.  Damit  die  Funktion  f  einer  reellen  Veränder- 
lichen in  a  auf  91  den  rechtsseitigen  (linksseitigen)  Grenz- 
wert l  habe,  ist  notwentJig  und  hinreichend,  dafl  h_^(a;f,%) 
[bzw,  h_(a;f,%)]  nur  den  einen  Wert  (  habe. 

Gaiiz  ebenso  wie  Satz  VII  beweist  man: 

SaU  XII.  Die  Menge  aller  rechtsseitigen  (linksseitigen) 
Häufungswerte  von  f  auf  9t  in  einem  Punkte  von  91^  (von  9ty 

Ea  gibt  also  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert  in  der 
Wertmenge  A+(a;  f,  9t)  [oder  h_{a;  f,  9t)],  und  zwar  gilt: 

Satz  Xni.  Größter  und  kleinster  Wert  in  der  Wert- 
raenge  A+(a;/',  a)  [ä_  (a; /■,  St)]  stimmen  überein  mit  den  redu- 
zierten einseit igen  Sohrankenf unk tionenG!|.(«;  f,  91),  g'+{a;f,^) 
[bzw.  G'^{a;f,%),  g^a;  f,sn)]. 

Versteht  man  unter  der  offenen  Menge  ®  eine  einseitige  Umgebung 
(a,  a-\-  s)  oder  (a  —  q,  a)  von  a,  so  gelien  für  Funktionen  f  einer  reellen  Ver- 
änderlichen die  oben  betrachteten  „Häutwngswerte  von  f  bei  Annäherung 
durch  @"  über  in  die  einseitigen  Häufungsworte  von  f,  und  Satz  X  lehrt,  daß 
die  Menge  aller  Punkte  von  31^,  in  denen: 
(0)  hia;f,^)^h+(a;f,'ä), 

von  erster  Kategorie  in  91"  ist.  Doch  gilt  hier,  für  Funktionen  einer  reellen 
Veränderlichen,  noch  beträchfcÜch  mehr*): 


')  Ganz  ftüalog  ist  die  Definition  der  linkseeitigeti  Häufungswerte,  und 
dann  auch  weiter  der  linksseitignn  Häufungsfunktion  Ä_  (a;  f,  31) . 

ä)  W.  H.  roung,  Quart.  Joum.  39  (!907),  67;  Rend.  Line-  17/1  (1908), 
582.  (Ein  Spezialfall  auch  bei  L,  Tonelli,  Rend.  Lomb.  (2)  41  (1808),  773). 
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190  Die  unstetigen  Funktionen, 

SatzXrV.  iBt  f  eine  auf  dar  Punktmenge  %  dos  3},  definiüito 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist  die  Menge  %*  aller 
Punkte  von  %'+,  in  denen  (0)  gilt^),  abzahlbar. 

Wie  beim  Beweis  von  Satz  X  bezeichnen  wir  mit  3,  {n=  1,2,.. .)  die 
sämtlichen  Intervalle  des  31,  mit  rationalen  Endpunkten,  mit  M„  die  Menge 
aller  Joner  Punkte  von  ffl}-,  in  denen  ft{a;  f,  %)  einen  Wert  aus  3„  enthält, 
A+(a;  f,  %)  aber  nicht.  Wie  beim  Beweise  von  Säitz  X  zeigt  man,  daß  es  zu 
jedem  a  von  St«  eine  rechtsseitige  reduzierte  Umgebung  (a,  a-\-e)  und  ein 
«>Ogibt,  HO  daß,  wenn  3„=  [/,  !■"],  die  Funktion/^  in  'S.-ia,  a-\-Q) 
keinen  Wert  aus  [r"  —  e,  r"-|-EJ  annimmt,  woraus  wie  beim  Beweise  von 
Satz  X  folgt:  in  (a,  a  +  o)  liegt  kein  Punkt  von  %,.. 

Kein  Punkt  von  'äu  ist  also  rechtsseitiger  Häufungepunkt  von  3I„,  also  ist 
(Kap.  II,  §  13,  Satz  I)  %„  abzählbar. 

Da  auch  hier  wieder,  wie  heim  Beweisvon  Satz  X: 

a*  =  S(,  +  sHj-f...-|-S!t„4--..  . 
so  ist  auch  3t*  abzählhar,  und  Satz  XIV  ist  bewiesen. 

Aus  ihm  folgt  unmittelbar: 

Satz  XV.  Ist  f  eine  auf  der  Punktmenge  %  des  91,  detiniertn 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist  die  Menge  aller 
Punkte  von  %\-%h,  in  denen: 

A+(aiA2£)  +  ft-(«;A9l) 
ist,  abzählbar. 

Und  daraus  insbesondere  nach  Satz  XIII; 
Satz  XVI.     Ist  f  eine   auf   der  Punktmenge  91  dee  SR,   definierte 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist  überall  auf  ^1..9fi, 
abgesehen  von  einer  abzählbaren  Punktmenge: 

Q\  (a;  f,  ?t)  =  GL  («;  f.  %);    g'^  (a;  f,  31)  -/_  (a;  /,  31). 

§  3.    Die  Schwankung  einer  Funktion. 

Ist  die  Funktion  f  definiert  auf  51,  so  verstehen  wir  unter  der 
Schwankung  von  f  auf  91  den  Ausdruck: 

a>(/-,SI}==(?(f,3t)-5(f,9l)- 
Diese  Definition  versagt,  wenn: 

(?(f,at)  =  3(/',9I)  =  +  oD     oder     ff  (/■,  «)==^(/-,  9t)=  — (x>, 
d.  h.  wenn  auf  ganz  M : 

/'=-j-oo     bzw.     f=  —  CO. 
In  dem  Falle  setzen  wir  fest: 

Es  ist  also  stets: 
lind  zwai  gilt: 

')  Ebenso  die  Mange  aller  Punkte  von  Sil,  in  denen; 
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Satz  I.  Damit  (i>(f,  5t)  =  0  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  f  konstant  sei  auf  Sf, 

Aus  den  charakteristischen  Eigenschaften  von  (?(/',  3t),  ?(/",  31) 
(Kap.  n,  §  1,  S.  114)  folgt  weiter; 

Satz  IL  Ist  die  Schwankung  co(f,  9t)  +  0,  so  ist  sie 
charakterisiert  durch  folgende  Eigenschaften: 

1.  Es  ist: 

\fia)-f(c^)\£a>{f,^) 

für  alle  Punktepaare  a,  a'  von  91,  für  die  die  Differenz 
/■(a)  —  f(a')  einen  Sinn  hat. 

2.  Zu  Jeder  Zahl  z: 

gibt  es  in  91  ein  Punktepaar  a,a',  so  daß: 

irt.)-f(«')!>.. 

Ist  n  ein  Punkt  von  Sl"*,  so  verstehen  wir  unter  der  Schwankung') 
von  f  in  a  auf  %  den  Ausdruck: 

oiia;f,%)^Gia;f,^)-9(a;f,^)- 
Diese  Definition  versagt,  wenn: 
(0)  ff{«;^9t)  =  ff(a;/;91)  =  +  co  oder  G (ii; /", 91}  =  s(«; /',9l)  =  —  co, 

d.h.  (vorausgesetzt,  daß  a  zu  9i  gehört):  wenn  f  in  a  stetig  auf  % 
ist  und  dort  einen  unendlichen  Wert  hat.  In  dem  Falle  setzen 
wir  fest: 

Es  ist  also  stets: 

co{a;f,t)>0, 
und  zwar  gilt  (Kap.  II,  §  3,  Satz  II): 

Satz  III.  Damit  im  Punkte  a  von  9(: 
«,(<!;  f,  9t)  =  0 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,    daß  f  stetig   sei   in   a 
auf  St. 

Aus  Kap.  II,  §  2,  Satz  IV  folgt: 

Satz  IV.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (0) 
gilt,  ist  a)(a;f,9i)  die  untere  Schranke  von  (o{f,ü)  lür  alle 
Umgebungen  II  von  a  in  91. 

Aus  Kap.  JI,  %  2,  Satz  VI  folgt: 


')  Auch  Ünßtetigkeitsgrad  genannt. 
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]^92  ^'^  unstetigen  Funktiünen. 

Satz  V.     Wenn    nicht    eine   der    beiden   Gleichungen  (0) 

gilt,  ao  gibt  ea  in  St  zwei  Punktfolgen  {a'„},  {a'ä},  ao  daß: 

(00)      lim»;  =  a;     limo;;  =  rt;     lim[f{a',>)~  f(a':.)]^o>(a;  f,t). 

Ana  Kap.  II,  §  2,  Satz  VU  folgt: 

Sab;  VI.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (0) 
gilt,  ao  iat  «{a;  f,  9t)  charakterisiert  durch  folgende  Eigen- 
schaften: 

1.  Zu  jeder  Zahl  p: 

j,><o(a;f,«) 
gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  SU,  ao  daß: 

ir(«')-/-K)l<p 

für  jedes  Punktepaar  a',a"  von  U,  für  das  dieae  Differenz 
einen  Sinn  hat. 

2.  Zu  jeder  Zahl  z: 

0<^<«(«;f,at) 
gibt  ea   in   jeder  Umgebung  U   von  a  in  9t    ein  Punktepaar 
a',  a",  ao  daß: 

\f{a^-f{a")\>z. 

Ist  a  ein  Punkt  von  2t^,  so  verstehen  wir  unter  der  redu- 
zierton Schwankung^)  von  /  in  a  auf  9t  den  Ausdruck: 

oj'{a;f,%)^G'(a;f,^)~^(a;f,^(). 
Dieae  Definition  versagt,  wenn: 

(t)  ff'(a;f,9t)  =  3'(«;f,3l}=-  +  co  oder  a' (a;  f,  9t)=/(a;f,  'H)^-oo, 
d.  h.  wenn  f  in  a  auf  91  den  Grenzwert  -^co  oder  — oo  hat.  In 
dem  Falle   setzen  wir  fest: 

a>'(«;A  9t)=-0. 
Es  iat  also  atet«: 

und  zwar  gilt: 

Satz  VII.     Damit  im  Punkte  a  von  91^: 
Cü' («;/■,  9t)  =  0 
sei,  iat  notwendig  und  hinreichend,  daß  f  in  a  auf  9t  einen 
Grenzwert  besitze. 

Satz  VIII.     Wenn  nicht    eine  der  beiden  Gleichungen  (f) 

')  VünM.Pasch  als  Schwingung  bozeielmet,  Math,  Ann.  30  (1887),  139. 
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Kap.  III,  g  2,    Die  Schwankung  ei 

i'(«;  f.  s 


gilt,   so  gilb  Satz  V  auch   fü 
hinzugefügt  werden  kann: 

«;  +  a; 

SatJi  IX.     Wenn   nicht    ei 

gilt,  so  gilt  Satz  IV  und  VI  -. 


r  Funktion.  193 

wobei   in  (00)  noch 


an    Stell 
Umgebungen  U' 


Vn 


<*'»  +  «■ 

3    der   beiden  Gleichungen  (f) 

■  ch  für  cu'((j[; /■,  9(),  wenn  darin 

Lngen  11    von  «    in  9t    die    reduzierten 

in  31  treten. 


Endlieh  definieren  wir  noch  für  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
änderlichen die  einseitigen  Schwankungen  und  reduzierten  ein- 
seitigen Schwankungen  durch: 

<»+(«;  f,  a()  =  (?+(a;  f,  91)-?+(a;  /',  91); 

to^  (a;  f,  «)  =  G-  («;  f,  a)  —  g^  [a;  f,  ai); 

<  («;  /■,  at)  =  ff'-H  («;  f.  w)  -  /+  («;  A  st); 

«*'_  (ffl ;  A  2t)  =  (?'_  (a;  f,  at)  —  g'-(a;  f,  ?t) 
mit  dem  Zusätze,   daß  jede    dieser  Diiferenzen  durch  0  zu  ersetzen 
ist,  wenn  Minuend  und  Subtrahend  beide  -|-  co  oder  beide  —  oo  sind. 
Es   gelten    dann   ähnliche   Sätze,  wie  für  oj  {a;  f,  ^),  a>' (a;  f,  %),  von 
denen  wir  nur  folgende  anführen: 

Satz  X.     Damit  im  Punkte  a  von  % 

«>+(«;  f,at)=^0     (a>^(a;/',a)  =  0) 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  f  in  a  rechtsseitig 
(linksseitig)  stetig  sei  auf  9f. 

Satz  XI.     Damit  im  Punkt  a  von  at'^.  (von  Sil) 
o;;(«;f,^3t)  =  0     («'_(«;/;  31)  =  0) 
Bei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  f  in  a  auf  9£  einen 
rechtsseitigen  (linksseitigen)  Grenzwert  besitze. 

Es  sind  w(a; /;  a),  «o'(a;  f,  9E)  auf  91"  bzw.  auf  %^  definierte 
Fimktionen  von  a;  wir  nennen  sie  daher  auch  Sehwankungs- 
funktion,  bzw.  reduzierte  Schwankungsfunktion  von  fauf?!. 
Ebenso  sprechen  wir,  bei  Funktionen  einer  reellen  Veränderliehen, 
von  den  einseitigen  (reduzierten)  Schwankungsfunktionen. 

Satz  Xn.  Es  ist  a>(a;A^)  oberhalb  stetig  auf  St"  in  jedem 
Punkte  von  at",  in  dem  nicht^): 

')  Diese  Einsohränkung  kaaa  nielit  entbehrfc  werden.  Beispiel:  Sei  %  das 
iDt«rvall  [0,  1]  des  Ki  und  sei: 

f="    ^(t^'I]    ("=1,2,....);    /■(0)  =  +  oo. 
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104  Die  unstetigeo  Funktionen. 

(0)  Oia;f,%)  =  g(a;f,^)  =  -\-<x  oder  G(a;/,9t)  =  s(a;/-,9()  =  — o^, 
insbesondere  also  in  jedem  Punkte  von  2t,  in  dem  f  endlich 
iatj  sowie  in  jedem  Punkte  von  'H',  in  dem  f  nicht  einen 
unendlichen  Grenzwert  auf  91  besitzt. 

In  der  Tat,  ist  S  die  Menge  aller  Punkte  von  a",  in  denen  nicht  (0) 
gut,  so  ist  auf  58 

m(«;  A  9t)  =  (?(a;  A?l)-ff(a;  f,  Sü). 
Nun  ist  (Kap.  II,  §  11,  Satz  U)  G  (a;  f.  91)  oberhalb,  j({a;  f,  9t)  unter- 
halb und  mithin  (Kap.  II,  §  8,  Satz  VI)   —  g  (a,  f,  9i)  oberhalb'  stetig 
auf  «t"..   also,  ist   (Kap,  II,  §  S,  Satz  VII)   auch  oj  {a;f,  9t)    oberhalb 
stetig  auf    iß;  und  da: 

a)(a;/;9t)^0    auf  50;        —0   auf     ^1°  —  ^, 
so  ist  w  auch  oberhalb  stetig  auf  9t*  in  jedem  Punkte  von  ^,  und 
Satz  XII  ist  bewiesen. 

Ganz  ebenso  folgern  wir  aus  Kap.  H,  §11  Satz  IV: 
Satz  Xin.     Es   ist   <o'  (a;  /',  *a)    oberhalb   stetig    auf   W    in 
jedem   Punkte   von  9(^,   in   dem    nicht  f  einen   unendlichen 
Grenzwert  besitzt. 

Aus  Kap.  II,  g  13,  Satz  X  folgt: 

SatzXiy.  Ist  f  Funktion  einer  reellen  Veränderliciien,  i,u  i.il 
tü+C«;/,  31)  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  a^  in  jedem  Punkte 
von  St^,  in  dem  nichtr 

■&+{a;f,n)  =  g^{ii;f,M)  =  +  00  öder  (?+(«;/■,  Üi)- 3+ («;/',  9!)  =  -  00  . 
insbesondere  also  in  jedem  Punkte  von  91,  in  dem  f  endlich  ist 

Au8  Kap.  II,  g  18,  Sata  XI  folgt: 

SataXY.  Ist  /■  Punktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist 
o>l{a!f,M)  reohtaseitig  oberhalb  stetig  auf  a^  in  jedem  Punkte 
von^i.,  in  dem  nicht  /^  einen  unendlichen  rechtsseitigen  Grenz- 
wert besitzt. 

Aus  Satz  XII  nun  folgern  wir  vermöge  Kap.  II,  §9,  Satz  IV 
sofort: 

Satz  XVI.  Ist  f  endlich  auf  9t,  so  ist  für  jede  Zahl  q  die 
Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen: 

.     "»(«iASD^g 
ist,  abgeschlossen  in  9t. 

,.«.,/,»)„(""»".'       C.  =  ü,8....) 
lO  für  aJle  andern  a  von  [0,1], 
Also  ist  m(a;  f,  91)  nicht  oberhalb  stetig  auf  9I"  =  a  im  Punkte  «  =  0. 
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Säte  XTU').    I«t  in  «llen  Puniito»  von  M: 

(')  a.(»;f,a)ä«, 

eo  bann   ;"  zerspalten  werden  in  zwei  Summanden: 

deren  einer  /j  stetig  iat  auf  9[,  während  der  andere  der 
Ungleichung  genügt; 

(-)  ir.!i|. 

In  der  Tat,   wegen   (*}  ist: 

Nach  Kap.  II,  §11,  Satz  II  ist  die  iinka  stehende  Funktion  ober- 
halb, die  rechts  stellende  unterhalb  stetig  auf  91.  Nach  Kap.  II,  §  10, 
Satz  IV  gibt  es  daher  eine  aui  91  'stetige  Funktion  fj,  so  daß: 

o(»if,«)-|ä/;{<')ä9(«;f.9i)+f. 

Dann  ist  auch  (Kap.  II,  §  2,  Satz  II): 

(•••)  /■(«)- f  ä  f.  («);:/•(")+ f 

Setzen  wir  also: 

(wobei  unter  dieser  Differenz  der  Wert  0  zu  verstehen  ist,  wenn  f(a) 
und  f^{a)  denselben  unendlichen  Wert  haben),  so  ist  wegen  (*••) 
auch  (**)  erfüllt,  und  Satz  XVII  ist  bewiesen. 

Mit  Satz  XVII  steht  in  enger  Beziehung  folgende  Verallge- 
meinerung des  Satzes  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  (Kap.  II,  §  4, 
Satz  IX): 

Satz  XVin^).  Sei  ä  kompakt  und/' beschränkt^)  auf  31.  Ist: 
(t)  co{a,f,^)^p    auf    r, 

')  H.  Haha,  Wien.  Ber.  126  (1917),  109,  Für  Puaktionen  einer  reellen 
Veränderlichen  war  der  Satz  bewiesen  worden  von  R.  Baire,  Äim.  di  mat. 
(3)  3  (1899),  57,  wobei  aber  in  (**)  q  statt  |  auftrat.  Die  Majorante  |  für  \ft\ 
kann  offenbar  nicht  weiter  verringert  werden. 

')  T.  Broden,  Acta  Univ.  Lund.  33  [Neue  Solge  8)  (1897),  88; 
B.  Baire,  Ann.  di  mat,  (3)  3  (1899),  15;  E.  R.  Hedrick,  Am.  Bull.  (2)  13 
(1907),  378. 

^  Setzt  man  31  auch  als  abgeschloseen  voraus,  so  genügt  es,  f  lü.^ 
endlich  anzunehmen;  daS  f  beschränkt  ist,  folgt  dann  von  selbst. 

13* 


yGoosle 


196  Uie  «natetigen  Funktionen. 

so  gibt  es  zu  jedem  ä>j*  ein  q~I>0,  aodaß  für  jedes  Puhkte- 
paar  a',a"  aus  2(,  dessen  Abstand: 

K.',<.")<e 

ist,  die  Ungleichung  besteht: 

Angenommen  in  der  Tat,  der  Satz  wäre  nicht  richtig;  dann  gibt 
es  ein  q'^p  und  eine  Folge  von  Punktpaaren  a^,  a^"(n  =  l,  2,  ...) 
aus  ?f,  für  die; 

(tt)  iimr(a;,ß„")  — 0;    i /(O ^ /'(O I  > a >i'- 

Da  ^  liompakt  ist,   hat  die  folge  {a„'}  einen  Häutungspunkt  a;  er 
gehört  gewiß  zu  %".     In  {»„'}  gibt  es  eine  Teilfolge  {a'„^}  mit: 
!im  öj,__  =  « . 

Wegen  der  ersten  Relation  (ff)  ist  auch; 
limal,'^,=  a, 

infolgedessen  wegen  Satz  VI : 

I  ''{""J  —  /'(""v)  I  <  ä     ^"'  ^*^*   ^*^®  '■' 
im  Widerspruche  mit  der  zweiten  Relation  (ff).    Damit  ist  Satz  XVJII 
bewiesen. 

In  ganz  derselben  Weise    zeigt  man  (vgl.  Kap.  II,  §4,  SatzX); 

Satz  XIX.  Ist  91'  ein  kompakter  Teil  der  beliebigen 
Menge  %[,  ist  die  auf  %  definierte  Funktion  f  beschränkt 
auf  ai',  und  ist: 

(o{a;f,%)£^p     auf  {n% 
aogibt  ee  zu  jedem  q'^p  ein  p>0,  so  daß  für  alleo'vonW' 
und  alle  der  Ungleichung 

.•(«',  «")<e 

genügenden  a"  von  at: 

Wir  untersuchen  nun,  was  aus  Satz  XVIII  wird,  wenn  statt 
der  Schwankung    die    reduzierte  Schwankung   eingeführt   wird^). 

Satz  XX.  Sei  9t  kompakt  und  f  beschränkt  auf  91.  Ist: 
(*)  o>'(a;f.^)£p    auf  9tS 

')  Vgl.  zu  dieaem  und^den  folgeodeu  Sätzen;  M.  Pasch,  Math.  Ann.  38 
(1887),  140. 
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«o  gibt  es  zu  jedem  $>p  eine  endliche  Anzalil  in  31  offener 
Mengen  91^,  St^, . .,,  M^,  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Es  gibt  in  31  nur  endlich   viele  Punkte,   die  nicht  zu 

ai'-=iK,  +  9t,-f  ...--i-ia, 

gehören; 

2.  es  ist.  o>{f,%)<q       (»  =  1,  2,  . . .,  i). 

In  der  Tat,  wegen  (*)  gibt  es,  wenn  q^p,  zu  jedem  a  von  91' 
eine  reduzierte  Umgebung  W{a),  so  daß  (Satz  IX): 

w(f,m'ia))<q. 
Durch  Hinzufügung  von  a  zu  11'  («)  entsteht   eine  Umgebung  von  a, 
die  mit  U{«.)  bezeichnet  werde. 

Nach  Kap.  I,  §  3,  Satz  XVIII  ist  %'  kompakt,  nach  Kap.  I, 
§  3,  Satz  VIII  ist  31^  abgeschlossen.  Also  gibt  es  nach  dem  Borel- 
echen  Theorem  (Kap.  I,  §6,  Satz  I)  in  a'  endbch  viele  Punkte 
a, ,  rtj,  ...,  a,^,  so  daß  jeder  Punkt  von  %'-  innerer  Pimkt  von: 

9i'-u(«,)  +  n(<.,)  +  ...  +  u(.,.) 

18t  Außerhalb  dieser  Menge  a'  kann  es  also  nur  endlich  viele 
Punkte  von  W  geben^).  Also  können  wir  die  reduzierten  Um- 
gebungen "tU  (j^)  TiV.' (%),..., -all' (a^)  für  die  Mengen  9ti,  Sla, . ..,  W^ 
dei  Behauptung  wählen,  und  Satz  XX  ist  bewiesen. 

Satz  XXI  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  XX  gibt 
efs    w  enn  /      ^    m  "(**  nur  endlich  viele  Punkte,  in  denen; 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  ihrer  unendlich  viele.  Da 
mit  W  auch  Sl"  kompakt  ist  (Kap.  I,  §  .S,  Satz  XVIII),  hätten  diese 
Punkte  einen  Häufungspunkt  ä,  der  gewiß  zu  9(*  gehört.  In  jeder 
reduzierten  Umgebung  von  ä  gäbe  es  dann,  wenn  ö^-j'^-jp,  Punkte 
a',a"  von    «t,   so    daß; 

\fW~f(a")\>q'>P. 
im  Widerspruche  zur  Voraussetzung,   daß  in  jedem   Punkte  von   91^ 
(•)  von  Satz  XX  gilt.     Damit  ist  Satz  XXI  bewiesen. 

Handelt  es  sich  um  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen,  bo  können 
auch  die  einseitigen  Schwankungen  herangezogen  werden.  An  Stelle  von 
Satz  XX  erhalten  wir: 


')  Denn    gäbe    ea  unendlich  viele,  so    hätten    sie,  weil  St  kompakt,  einen 
Häufungspunkt;    es    gäbe  also  einen  Punkt  von  %\  der  nicht   innerer  Punkt 
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Die  unstetigen  Funktionen, 


Satz  XXII. 

ägende  Menge 
in  a+  und  vo 

Sei    SS   eine    im   endlichen  Inten 
:,  und  sei  /"beschränkt  auf  a.    Gilt 
n  ?IL  die   entsprechende  der  beide 

.alle   [ft-,  c]   des  SB.- 
in  jedem  PunMe 
m  Ungleichungen 

gibt  es  zu  je 

dem  q>p  endlich  viele  Punkte; 

daß: 

,k). 

In  der  Tat,  zi 
iden  Intervalle  ( 

1  jedem  a   von  W   gibt    es   ein  p  >  0 ,    so   daß  für  jedes  der 
a  — e,a),  (a,  n  +  e),  das  überhanpt  Punkte  von  W  enthält; 

»««■(«-«,  "))<«;      «(f.  ?!■(<.,  0  +  8»  < 

Duroh  Anwendung    des   Borelsohen  Theorems    gelangt   man 
Satz  XXII  wie  oben  bei  Satz  XX, 
SatK  XXin').     Ist    f   1 


f  eine   auf   der  Pui 

ikt 

gilt    in    jedem    Pu 

nkt 

Ungleiohungen  (*•; 

Punkte  von  H°,  i 

ist,  abzahlbar. 

In  der  Tat,  naoh  Kap.  II,  §  IS,  Satz  I  ist  91"  — a^-^l- ^'"^tlbar.  Es  ge- 
nügt also,  nachzuweisen,  daß  die  Menge  aller  Punkte  von  9t!|.'9(L  ,  in  denen 
(•*•)  gilt,  abzahlbar  ist.  Nach  g  1,  Satz  XVI  ist  aber  überall  auf  «4  ■  SL  ,  mit 
abzählbar  vielen  Ausnahmen: 

e'+  !a,  r,  n>-G'^i<ti  f.  a)i     si («i  f.  si)-jl («;  f.  a), 

und  daher  nach  Kap.  11,  §  13,  Satz  IV  auch : 

g-  (a;  f,  ai)  -g'+  (a;  f.  S«  =^1.  (a;  f,  3), 
und  weil  in  jedem  Punkte  von  St^-'SL  mindestens  eine  der  Ungleichungen  (**) 
gilt,  30  ist  in  jedem  Punkte  von  ^V'®-  '^'^  abzälilbar  vielea  Ausnahmen  auch: 

Da    aber   nach  Kap.  II,  g  11,  Satz  VII    überall  auf    9(',  mit    abzahlbar   vielen 
Ä  USD  ahmen : 

,o(a;f.'U)=.--^'{a;f,%) 
gilt,  HO  ist  also  auch  überall  auf  914. -911  "*'*  abzahlbar  vielen  Ausnahmen: 

und  Satz  XXIli  ist  bewiesen. 

§  3      VettPilong  der  Unstetigkcitspunkt«. 

Sei  :8  cm  beliebiger  Teil  der  Punktmenge  9{.  Wir  werden 
sehen,  daß  es  dann  im  allgemeinen  keine  Funktion  /geben  wird,  die  in 
allen  Punkten  ^  on  ,0  unstetig  in  allen  Punkten  von  ?[' —  35  stetig 
auf  31  wäre  Wie  der  Teil  ,8  beschaffen  sein  muß,  damit  es  eine 
solche  Funkt]  n  gebe,  stli  nun  festgestellt  werden. 

')  Vgl,  M,  Pasch,  a.  a.  O.  141;   Ä.  Scboenfües,  Gott,  Nachr.  1899.   188. 
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Satz  I').  Die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  eine 
Funktion  f  unstetig    ist    auf    %,    ist  Vereinigung    abzählbar 

In  der  Tat,  vermöge  der  Sohränkungstranafomiation  können  wir 
obne  weiteres  annehmen,  f  sei  endlich.  Nach  §  2,  Satz  XVI  ist 
dann  für  jedes  n  die  Menge  39^  aller  Punkte  von  91,  in  denen: 

abgeschlossen   in  %    und    da   in   einem    isolierten   Punkte    von  9t 
f  stetig  auf  %  ist,  so  ist: 

Aus  §  2,  Satz  in  aber  entnehmen  wir  sofort  für  die  Menge  S  aller 
Uristetigkeitsp  unkte  von  f  auf  91: 

S-»,  +  9,  +  ...  +  B.  +  ..,. 
womit  Satz  I  bewiesen  ist. 

Völlig  gleichbedeutend  mit  Satz  l  ist; 

Satz  II.  .Die  Menge  aller  Punkte  von  %,  in  denen  eine 
Funktion  f  stetig  ist  auf  9t,  ist  ein  o-Durchschnitt  in  9t. 

In  der  Tat,  sei  wieder  S  die  Menge  aller  Unatetigkeitspunkte 
von  /'auf  %.  Da  nach  Satz  l  SS  eine  a -Vereinigung  in  %,  so  ist 
(Kap.  I,  §  2,  Satz  X)  %  —  Sd  ein  o- Durchschnitt  in  91,  und  Satz  II  ist 
bewiesen. 

Daraus  nun  entnehmen  wir-): 

Satz  III.  Ist  9t  separabel  und  vollständig,  so  ist  so- 
wohl die  Menge  aller  Stetigkeitapunkte,  als  auch  die  Menge 
aller  Unstetigkeitspiinkte  von  /'  auf  9t  abzählbar  oder  von 
der  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  für  die  Menge  aller  Stetigkeitspunkte,  die  nach 
Satz  II  ein  o- Durchschnitt  in  9t  ist,  folgt  dies  aus  Kap.  I,  §  8,  Satz  IX. 
Die  Menge  S  »Her  ünstetigkeitsp unkte  aber  ist  nach  Satz  I  eine 
(»-Vereinigung  in  9t,  und  da  jede  in  9t  abgeschlossene  Menge  als 
o-Durchachnitt  in  9t  {Kap.  I,  §  3,  Satz  lli)  abzählbar  oder  von 
der  Mächtigkeit  c  ist,  gilt  dies  auch  für  S8,  und  Satz  III  ist  be- 
wiesen. 

Wir  werden  uns  nun  überzeugen,  daß  von  Satz  I  auch  die 
Umkehrung  gilt.     Dazu  benötigen  wir  einen  Hilfssatz.    Wir  nennen 

')  Vgl  W.  H.  Young,  Wien.  Bei'.  112  (1903),  IS07;  H.  Lebesgue,  Buli. 
soc.  math.  32  (1904),  285. 

»)  W.  H.  Youag,  a.  a.  0.  1312;  W.  Sierpinski.  Praee  mat.  fli.  22 
(1911),    19. 
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eine 

Funktion  total-unstetig^)  auf  91,  wei 

m  sie  ii 

1  jedem 

Punkte» 

von 

2(  unstetig  ist  auf  ?t. 

Wir  zeigen: 

SatalV.     Auf  jeder 

(nicht  leeren)  i 

nsichd 

ichten 

Menge 

yt  g 

ibt  es   total-unsteti 

ge   Funktionen, 

,    die   11 

i«r    zw 

ei    ver- 

schi 

iedene  Werte  p  und 

q  annehmen. 

Zum  Beweis  genügt  e: 

3,  die  Existenz  ein 

.ea  Teiles  ®  von 

,  9i  dar- 

zutun,  der  gleichzeitig  mit 

seinem  Komplemente  3! 

—  ®  in 

■&  dicht 

ist. 

Denn  setzt  man: 

\q     auf     ?(  — e, 
so  ist  /■  total-unstetig  auf  ä. 

Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XX,  ist  9t  gleichmjwhtig  einer  wohl- 
geordneten Menge;  sei  y  deren  Ordnungstypua.  Es  gibt  dann  eine 
eineindeutige  Zuoi-dnung  von  91  zu  den  Oi-dinal zahlen  u<^y;  den  da- 
bei der  Ordinalzahl  a  zugeordneten  Punkt  von  51  bezeichnen  wir  mit  a„. 

Nun  definieren  wir  die  Aufteilung  der  Punkte  von  St  auf  S 
und  91  —  Ii  durch  Induktion  {Einleitung  §  4,  Satz  XIX),  indem  wir 
festsetzen : 

1.  Es  gehöre  a^  zu  g,  «^  zu  % — i- 

2,  Sei  ffür«>l)  91^  die  Menge  der  Pmikte  .i„- ((;'< -i),  und  sei 

=  9i;^-e. 


15, - 

Dann  gehör 

e  a^  : 

m  S,  wenn 

(•) 

>•(«.,  (8.)  i 

■(«„,«„— ®„). 

sonst  zu  9i  —  S , 

Auf  Grund  dieser  Vorschriften  steht  nun  für  jeden  Punkt  von  S 
fest,  ob  er  zu  6  oder  zu  9t  ~-  ©  gehört.  Wir  haben  zu  zeigen,  daß 
sowohl  S  als  9t — (£  dicht  in  91  ist. 

Angenommen,  es  wäre  ®  nicht  dicht  in  %.  Dann  gäbe  es  in  9t 
einen  Punkt  a  mit  einet  Umgebung  U(a),  in  die  kein  Punkt  von  S 
fällt.  Dann  gibt  es  aber  ein  q^O,  so  daß  nach  U(a;f)  kein  Punkt 
von  ®  fällt,  und  dann  ist  offenbar: 

Da  91  insichdicht    ist,   gibt   es    in   U  (ß;|)  gewiß  zwei    verschiedene 
Punkte  von  at:  ii„,aß{<i,<ißy,  für  sie  ist 


')  Hiervon  abweichend  bezeichnen  manche  Autoren  als  total-unstetii,' 
s  Funktion,  die  nicht  punktweise  unstetig  (§4)  ist. 
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Wegen  i**)  aber  ist: 

(+t)  '(«„«fe^- 

Da  «a  als  Punkt  von  U(«;e)  zu  9  —  ©  gehört,  wäre  also  wegen  (-(■) 
und  (ff)  für  den  Punkt  aß  {*)  erfüllt,  und  es  müßte  also  aß  zu  fö 
gehören,  entgegen  der  Annahme,  daß  Il(a;ß)-(S  leer  ist.  Damit  ist 
ein  Widerspruch  erreicht;  es  muß  also  S  in  91  dicht  sein. 

Ebenso  beweist  man,  daß  %  —  ®  in  9t  dicht  ist,  und  Satz  IV 
ist  bewiesen. 

Nun  können  wir  das  Schluß resultat  unserer  Untersuchung  aus- 
sprechen : 

Satz  V^).  Damit  es  eine  Funktion  /'gebe,  die  unstetig 
ist  auf  %  in  allen  Punkten  des  Teiles  S&  von  91,  stetig  auf 
%  in  allen  Punkten  von  91  —  58,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  ©  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  3t  abge- 
schlossener Teile  von  St9E'  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  I  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  in  der  Tat; 

*ö= ^,  -f-  S.J  -j-  ■■■  +  »«+■■  •;      ^B„-<9tat', 

wo  jedes  a3„  abgeschlossen  in  91.  Nach  Kap,  I,  §  2,  Satz  XI  können 
wir  annehmen: 

(1)  ^«■<®«^l■ 
Wir  zerlegen  nun; 

(2)  S8„  =  B'„  +  »^ 
worin: 

55;=  58„-(9t—  Sj^;     K'  =  ^«~  %' 
und. behaupten:  5ß^'  ist  insichdiebt. 

Sei  in  der  Tat  a  Punkt  von  ^,'.  Da  dann  a  nicht  Punkt  von 
(21  —  ^„)^  gäbt  es  eine  Umgebung  ^^{a)  von  a,  in  der  kein  Punkt 
von  üt  —  S8„  liegt.  Dann  aber  liegt  in  lIo{(t)  auch  kein  Punkt  von 
58^,  da  ja  59^, -<(9E  —  S9JS  also  Jeder  Punkt  von  58',  Häufungspunkt 
von  St— S^  ist.    Sei  nun  U(a)  eine  beliebige  Umgebung  von  a.    Da 

5e„<9t\ 
hegen    in    n(a)-ll^(ft}    unendlich    viele    Punkte    von  9t,    und    da    sie 
weder    zu  St- — a3„    noch   zu  ©^  gehören,    gehören    sie  zu  S'^.     Also 
ist  1&'^  insichdicht  wie  behauptet. 

')  Für  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  zuerst  bewiesen  von  W,  H. 
Young,  a,  a.  O.  1312. 
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Aus  der  Definition  von  $i^  folgt  weiter: 

In  der  Tat,  zunächst  ist  wegen  (l)  und  (2): 

Ferner  ist: 

(9t  — SjXüt  — ?i„+J', 
Da   aber   ein  Punkt  von  S5'^  niemals   zu  (9t  — 3Ö„)^  gehört,    so   auch 
nicht  zu  (9t  —  ^3„^.J)',  und    somit   auch  nicht  zu  ^'„^.l.     Er    gehört 
also  zu  39„+i.  aber  nicht  zu  59^^.i ,  somit    zu  S^'+i-     Damit    ist  (3) 
bewiesen. 

Wenn  nun  'id'ü  nicht  leer,  so  gibt  es  nach  Satz  IV,  da  48'^  insich- 
dicht,  eine  auf  ^"  total-unstetige  Funktion  f^,  die  nur  die  beiden 
Werte  0   und    -  annimmt. 

Setzen  wir: 

s'= 83  —  («;'+ «ä  +  •■■  +  ®" +■■■)  ' 

so  haben  wir^); 

9( = S9" + (s;'  —  ffl")  +  -  ■  ■ + (C  —  ^«  - 1)  +  ■  •  ■ 

+  58;SÖ'  +  (S9;©'— ^;  ©')  +  ■■■ +  (^n^'  —  S'„-,S3')  +  ...-|-(9i  — SB), 
und  wir  definieren  nun  eine  Funktion  f  auf  2t  durch  die  Vorschrift: 
/■=/;      auf     S;';  /■=/■„      auf     ^'^  —  S^^ij 

f^l      auf     SH;«';       f=^-     auf     «'„  *S' —  *B;\_  ,  »' ; 

/■=0     auf     a  — iß. 
Wir    Isehaupten:     diese    Funktion    /'   ist    unstetig     auf    3t    in    allen 
Punkten  von  33,  stetig  auf  %  in  allen  Punkten  von  9t  — S. 

Sei,  um  dies  zu  beweisen,  zunächst  a  ein  Punkt  von  S  und  U  (rt) 
eine  beliebige  Umgebung  von  a.  Gehört  a  zu  SS"  —  ^"-i  (oder 
zu  35"),  so  gibt  es  unter  den  Mengen 

«e;',®;',  ...,ss'; 

eine  erste,  die  in  lt(a)  Punkte  hat,  etwa  33^-    Es  gibt  dann  üi  U(a) 
unendlich  viele  Punkte,   in  denen  /'=-  und  /'=0;  es  ist  also: 

«<(/■,  3l-U(«))^4ä^. 

')Ma!ibeaohCe,dalJiß'^S'<S^^,a3'.  in  der  Tat,  wegen  »^  <  iB„  <^H-t-l 
gehört  jeder  Punkt  von  ^J^SS'  auch  zu  ^„_i,i  S',  und  da,  er  als  Punkt  von 
©'  nicht  zu  ffl^l(_i  gehört,  so  gehört  er  xu  ffl^Jj,!  8'. 
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iin(]   mithin  auch : 

d.  h,  a  lab  Unstetigkeitspunkt. 

Gehöre  &odaim  a  zu  ffl^^S'— 33^,  ^  S' (oder  zu  33;  33').    Dann  ist; 

•  '       n 
und  a  ist  Häufimgspunkt  von  91  —  ^„,  d.  h.  von  Punkten,  in  denen 
f'^    -       .     Also  ist  a  wieder  Unstetigkeitspunkt, 
Sei  endlich  a  ein  Punkt  von  %  —  58,  somit: 

(4)  m-0^ 

Eine  Punktfolge  {a^}  aus  91  mit  lim  a^  =  a  kann  aus  jeder  Menge  S^ 

nur  endlich  viele  Punkte  enthalten;  andernfalls  wäre  a  Häufungs- 
punkt einer  Menge  ©„,  und  da  die  '<d^  abgeschlossen  in  91,  Punkt 
dieser  Menge  ©^,  entgegen  der  Annahme,  daß  a  Punkt  von  at  —  S. 
Da  aber: 

0^f<~     auf     9(  — S9„ 
und  in  {a,,}  nur  endlich  viele  Punkte  zu  S5„  gehören,  ist; 

d.h.  bei  Beachtung  von  (4):  f  ist  stetig  in  a  auf  91,  Damit  ist 
Sat7  V  bewiesen. 

§  1.    Punktweise  unstetige  Funktionen. 

Sei  wieder  'ä  eine  beliebige  Punktmenge,  f  eine  Funktion  auf  9(, 
S  die  Menge  ihrer  ünstetigkeitsp unkte,  9[  —  iß  die  Menge  ihrer 
Stetigkeitspunkte  auf  9t.  Neben  den  beiden  extremen  Fällen,  daß 
91  — SB-  «I  (d  h  f  stetig  auf  91)  und  9t  — £9  leer  (d.h.  f  total- 
unstetig auf  ^il)  ist  von  besonderem  Interesse  der  Fall:  91  —  Sö 
dicht  jn  JI 

Wir  definieren  die  Funktion  f  heißt  punktweise  unstetig^) 
auf  9(  wenn  die  Menge  ihrer  Stetigkeitspunkte  auf  St  dicht  in  W 
ist.  Die  auf  ?l  stetigen  Funktionen  gehören  also  zu  den  auf  91 
punktweise  unstetigen  Funktionen. 

')  Oder  punktiert  unstetig.  Dieser  Begriff  rührt  liec  von  H,  Hankel, 
Gratiilationäprogr,  der  Tübinger  Univ.  1870  ^  Math.  Ann.  20,  (1887),  89 
^  Oatw,  Klass.  Nr,  153,  74. 
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Satz  I.  Auf  einer  separierten  Menge  a  ist  jede  Funktion 
punktweise  unstetig. 

In  der  Tat,  in  einem  isolierten  Punkte  von  ?I  ist  jede  Funk- 
tion t  stetig  auf  Sf.  Es  ist  also  nur  zu  zeigen:  ist  21  separiert,  so 
iet  die  Menge  21'  aller  isolierten  Punkte  von  %  dicht  in  %.  Ange- 
nommen, 91'  wäre  nicht  dicht  in  9t;  -dann  gäbe  es  eine  offene  Menge  ®, 
so  daß: 

«■©  nicht  leer,     a'-(5(  leer. 

Da  also  zu  ä(®  kein  isolierter  Punkt  von  a(  gehört,  so  ist  'ü® 
ineichdicht.  Also  ist  der  insichdichte  Kern  von  9t  nicht  leer, 
und  9E  wäre  nicht  separiert  gegen  die  Annahme.    Damit  ist  Satz  l 


Für  das  B'olgende  bildet  die  Grundlage  dei-  Sata: 
Satz  IL    Ist  f  endlich')  und  punktweise  unstetig  auf  a, 
so  ist  für  jedes  5>0  die  Monge  59    aller  Punkte,  in  denen: 

(*)  ''>{«;/',  9t)  ^.3 

ist,  nirgends  dicht  in  91. 

In  der  Tat,  wäre  ^  nicht  nirgends  dicht  in  9(,  so  gäbe  es 
einen  nicht  leeren,  in  9t  offenen  Teil  9i'  von  9(,  in  dem  33^  dicht 
wäre.  Weit  aber  nach  §  2,  Satz  XVI  SB^  in  3t  abgeschlossen  ist, 
so  wäre  (Kap.  I,  §  4,  Satz  X) : 

9I'-<S9,- 
In  jedem  Punkte  der  in  9t  offenen  Menge  9t'  würde  also  (")  gelten, 
entgegen    der    Annahme,   f  sei  punktweise  unstetig,   dorzufolge   die 
Stetigkeitspunkte  von  f  auf  %  dicht  in  'ü  liegen,  so  daß  auch  in  91* 
sich  ein  Stetigkeitspunkt  finden  müßte.    Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Sat2  lU.  Ist  /'punktweise  unstetig  auf  9t,  so  ist.  die 
Menge  58  aller  Unstetigkeitspunkte  von  /'  auf  91  von  erster 
Kategorie  in  91. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungetransformafcion,  bei  der 
Stetigkeitspunkte  in  Stetigkeitspunkte,  Unstetigkeitspunkte  in  Un- 
stetigkeitspunkte  übergehen,  können   wir   /'  als  endlich  annehmen. 


')  Diese  VorauBsetEung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel:  Sei  91  das 

Intervall  (0,1}   dee_^3ii   und  f  folgende  Funktion  der  reellen  Veränäerliobenii; 

f(a)  =  -|-o'  wenn  a  irrational, 

f{a)=^n  wenn  a  =  —  {m,n  teilerftemde,  natürliche  Zahlen). 

Dann   iet   f   stetig   auf   91  in   jedem   irrationalen   Punkte;    in   jedem  mtionaleu 

Funkt«  aber  ist; 
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Ist  ^  wieder  tlie  Menge  aller  Punkte  von?!,  in  denen  (*)  gilt, 
eo  ist: 

(**)  58 = SB,  4-  501  + . . .  4-  ®  1 4-  ■  ■  ■  ■ 

Nach  Satz  H    aber   ist  jede  Menge  fdi   nirgends  dicht  in  W,  womit 
Satz  III  bewiesen  ist. 

Die   Umkehrang   von   Satz  11   und    III   gilt  in   folgender  Eorm: 
Satz  IV.     Ist  91   relativ-voüständig^),  und  ist   für   jedes 
a>0  die   Menge  59^  aller  Punkte   von  §t,   in  denen  (*)  gilt, 
von  erster  Kategorie*)  in  ai,  so  ist  f  auf  BT  punktweise  un- 
stetig. 

In  der  Tat,  ist  für  jedes  gl>0  33  von  erster  Kategorie  in  %, 
SU  nach  (**)  auch  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX)  die  Menge  ^  aller  Un- 
stetigkeitspunkte  von  f  auf  "H.  Nach  Kap,  I,  §  8,  Satz  XV  ist  also 
die  Menge   91—^  der  Stetigkeiispunkte  dicht  in  9t,  und  Satz  IV  ist 


Gleichbedeutend  mit  Sata  IV  ist  der  Satz: 

SSatz  Y.  Ist  9t  relativ-vollständig,  und  ist  für  jedes 
5>0  die  Menge  ST^  aller  Punkte  von  91,  in  denen: 

«(«;/;3t)<a, 

dicht  in  y(,  so  ist  /'  punktweise  unstetig  auf  9t, 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstranaformation  können 
wir  f  ^Is  endlich  annehmen*).  Dann  ist  nach  §  2,  Satz  XVI  die 
Menge  ig  _  9t  —  S  abgeschlossen  in  at,  und  somit  ist,  weil  31  dicht, 
S8    nirgends  dicht*)  in  9t.     Nunmehr  folgt  Satz  V  aus  Satz  IV. 


')  Diese   Bedingung  kann  nicht  entbehrt   werden.      Beispiel:    S« 
Menge  der  rationalen  Punkte  im  Intervalle  (0,1)  des  ?R^,  und  sei: 

^(a)  =  —  für  «;=—  (m,  n  teilerfremde,  natürliche  Zahlen). 

D%nn  ist  S^  endlich  fui  jedes  3>0,  und  mithin   nirgends   dicht,  ; 
eiptei  Kategorie  in  '"l    aber  /  jst  total  unstetig  auf  St. 

)  Insbesondere  kann  es  hier  heißen:  nirgends  dicht. 

)   Denn    geht    f   durch   die   Sohränkungstransformation    über    ir 


und  daher  auch  ; 


')  Andemfalla  gäbe  es  einen  nicht  leeren, 
in  dem  So,  dicht  wäre;  und  weil  S^  abgesehlosse 

entgegen  der  Annahme,  daß  91;  dicht  in  %,  derz 
von  91^  gehen  muß. 
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Aus  diesen   Sätzen  fließen    einige   merkwürdige   Folgerungen^): 

Satz  YI.  Ist  91  relativ-vollständig,  und  ist  sowohl  die 
Menge  58  aller  Unstetigkeifcspunkte  als  auch  die  Menge 
yi  — S9  aller  Stetigkeitspunkte  von  f  auf  91  dicht  in  ?t,  so 
gibt  es  keine  Funktion  g,  für  die  58  die  Menge  aller  Stetig- 
keitspunkte, 31  —  5ß  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte 
auf  91  wäre. 

In  der  Tat,  es  wäre  dann  sowohl  f  als  g  punktweise  unstetig 
auf  31,  also  nach  Satz  III  sowohl  58  als  St  —  5B  von  erster  Kategorie 
in  «,  entgegen  Kap.  I,  §  8,  Satz  XVII. 

Satz  "VII.      Ist  91  relativ-vollständig,  und  sind 
L:   f„   ■■;   f„:    ■■• 
abzählbar    viele    auf  9t    punktweise    unstetige    Funktionen, 
so  ißt  die  Menge  ®  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  sämtliche 
f„  stetig  sind  auf  91,  dicht  in  9t. 

Sei  in  der  Tat  5B„  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  f^ 
auf  9t.  Dann  ist  nach  Satz  III  S8„  von  erster  Kategorie  in  91,  mit- 
hin (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX)  auch  die  Menge: 


Also  ist  (Kap.  I,  §8,  Satz  XV)  91  — S9  =  (J  dicht  in  9t,  wie  be- 
hauptet. 

Daraus  nun  folgt  unmittelbar: 

Satz  Vni.  Ist  9r  relativ  vollständig,  und  sind  f^,  f^ 
punktweise  unstetig  auf  91,  so  auch  (falls  sie  auf  9t  defi- 
niert sind)   die  Funktionen   f\-\-f...  d  —  fi^  d' k'  y- 

In  der  Tat,  nach  Satz  VU  und  nach  Kap.  JI,  §  3,  Satz  VII 
liegen  für  jede  dieser  Funktionen  die  Stetigkeitspunkte  dicht  in  91, 
womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Und  in  derselben  Weise  folgt  aus  Kap.  II,  §  3,  SatK  VIII; 

Satz  IX.  Sei  9(  relativ-vollständig,  und  seien  f^,f^,...f^ 
endlich  viele  auf  91  punktweise  unstetige  Funktionen.  Be- 
deutet f  den  größten  (kleinsten)  unter  den  &  Funktions- 
wert^n  fj,  f^,  .  .  .,  f^,  so  ist  auch  f  punktweise  unstetig 
auf    91. 

Wir  wollen  nun  in  die  Diskussion  der  punktweise  unstetigen  Funktionen 
statt  der  bisher  alldn  benutzten  Scliwankuiig  <o{a-,f,'&)  die  reduzierte 
Schwankung  o)'(a;/',  91)  einführen. 

1)  V,  Volterra,  Giorn.  di  mat.  19  (1881),  76. 


y  Google 


Kap.  III,  §  4,    Punktweise  unetetige  Funktionen.  207 

SatzX.  Ist  a  relatip-yolletändig'),  und  ist  die  Menge  S  aller 
Punkte  von  W,  in  denen  f  einen  Grenzwert  auf  M  besitzt,  dicht  in 
1',  HO  ist  f  punktweise  unstetig  auf  'S. 

In  der  Tat,  geht  f  durch  die  Sohränkungstraneformation  in  f*  über,  so 
haben  in  einem  Punkte  a  f  und  f*  gleichzeitig  einen  Grenzwert  auf  at.  Wir 
können  also  ohne  weiteres  f  als  beschränkt  annehmen.  Nach  §  2,  Satz  XII  ist 
dann  oi(a;f.1Cj  oberhalb  stetig  auf  Si.     Wir  setzen  abkürzend: 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  IS.  Eb  gibt  dann  zu  jedem  ^  >  0  eine  redu- 
zierte Umgebung  U'(a)  von  a,  so  dali  (Kap.  II,  g  11,  Satz  XI)  für  je  zwei 
Punkte  a'.  a"  von  fflU'(Q): 

(1)  \f{a')-f(.a'^)[<,. 

Ist  ffl'  Punkt  von  9t.U'((i),  so  gibt  es  eine  Umgebung  U(ft'),  so  daß; 

ü{a')<U'(a), 
und  doun  iat  wegen  (1): 

..(/•,au(.'))ä<. 

und  mithin  in  jedem  Punkte  a'  von  9l'U'(a): 

Da  hierin  e  >  0  beliebig  war,  gut  für  die  untere  Sehrankentunktion  von  lo  auf 

a    n  i  d  m  Punkt  g 

(  1  g{  ii  =  o 

8  g"~-0        dlfldMgnPk  SI,  in  denen  01  <g. 

Nacl    St\gg  g         I  dhnSlSeJK«  dem  Zwecke 

®     m       if         Mg  d  Q   21®        11  W      h  ben  zu  zeigen:  in  W® 

1   gt    m  P     kt  ä 

D  thdPUw  a®  1  r  Punkt  von  a  liegt, 

d       njd  ltePnkt(o  =  0tL!8tb        n^O   kein   jaolierter 

Punkt  S(  a®<a@  1    b      ISd    It        M     gibt  es  in  a'®  einen 

Punkt  (£         d  (2)  f  Igt       d  nn    d  ß  l®  Punkte  von  91,  gibt. 

AI  adh         a        dtX        Iwi 

V,  hl  1      it  f  1       d      A     i  g  IV: 

Sal     XI      I      )I      1   t  II  t      d  i      t  fov  jedes  9>0  die 

M  ng       n      P      k  n    U  1 

ist,  von  erster  Kategorie  in  W,   so  ist  f  punktweise   unstetig  auf  «. 
In  der  Tat,  ist  ffl,'  die  Menge  aller  Punkte  von  SS",  in  denen  (■]■)  gilt, 
ffl'  die  Menge  aller  Punkte  von  9191'^,  in  denen 
«,'(a;f,Sl)>0 
gilt,  so  ist; 

S'  =  i8',  4.50-^4.  .,.4  SB',  +  ..., 

und  da  iö'    von  erster  Kategorie  in  %  mt,  eo  («ich  58'.    Und  mithin  ist  (Kap.  I, 

§  8,  Satz  XV)  n  —  m'  dicht  in  31. 

Kua  ist: 
(tt)  W  —  S'  --  (a  —  Siai)  +  (a  a^  —  S9') . 
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Sei  nun  a  ein  beliebiger  Punkt  von  SI,  und  U(a)  eine  beliebige  Umgebung 
von  a.  Da  S  — SO'  dicht  in  IS,  Siegt  zufolge  (ff)  in  l}(a]  aei  es  ein  Punkt  von 
9t_()I(jlS  sei  es  ein  Punkt  von  ^W —  W.  Die  Punkte  a'  von  ?(--?tSt'  sind 
isoüorte  Punkte  von  91,  in  ihnen  ist  also: 

und  eojnit: 

(ttt)  g{c^;,o,%)^0. 

In  den  Pwtikten  a'  von  ^91'  —  S'  ist: 

<«'(«' ;A  31)  =  0, 
mithin  gilt,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  X  sahen'),  wieder  (Itf).  In 
jeder  Umgehung  U(o)  liegt  aJao  ein  Punkt  von  SI,  in  dem  (fff)  gilt,  d.  h,  die 
Menge  aller  Punkte  a'  von  ffl,  in  denen  (fft)  gütt  ist  dicht  in  St.  Und  da 
o>  oberhalb  stetig  auf  91  (§  2,  Satz  XII),  so  gibt  es  nach  Kap.  II,  g  9,  Satz  VI 
einen  in  St  dichten  Teil  von  91,  auf  dem  (0  =  0.  Das  aber  heißt:  f  ist  punkt- 
weise unstetig  auf  91,  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Bei  Funktionen  einer  reellen  Veränderhohen  können  die  Sätze  X  und  XI 
noch  etwas  verschärft  werden  durch  Einführung  der  i'eduzierten  einseitigen 
S  ehwankungen. 

Sata  XII=).  Ist  91  eine  relativ-vollständige  Menge  des  31,"),  und 
gibt  es  einen  in  91'  diohten  Teil  von  91',  in  dessen  Punkten  f  wenig- 
stens einen  einseitigen  Grenzwert  besitzt,  so  ist  f  punktweise  un- 
stetig auf  SI. 

In  der  Tat,  in  jedem  Punkte  von  91',  in  dem  f  wenigstens  einen  ein- 
seitigen Grenzwert  besitzt,  ist  (§  2,  Satz  XI)  wenigstens  eine  der  Gleii^hungen 
erfuUt 

(0)  <(a;/',9t)  =  0i    <oL(ai  ^,  9t)  =  0. 

Ist  aber  im  Punkte  a  von  91'  eine  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllt,  so  ist 
dort  auch*): 

ir(«;«',9I)  =  0. 

Von  da  aus  schließt  man  weiter,  wie  beim  Beweise  von  Satz  X. 

Satü  Xni*).  Ist  91  eine  relativ-vollständige  Menge  des  SR,,  und 
ist  für  jedes  s>0  die  Menge  aller  Punkte  von  9191;.  SL,  in  denen 
die  beiden  Ungleichungen  gelten: 

von  erster  Kategorie  in  SI,  so  ist  /■punktweise  unstetig  auf  SI. 

')  Man  hat  dabei  wieder  f  als  beschränkt  anzunehmen,  was  vermöge  der 
Sohränkungstransformation  zulässig  ist. 

^)  U.  Dini,  Grundlagen  f.  e.  Theorie  d.  Funktionen  einer  veränderlichen 
reellen  Größe  (1892)  g  151. 

3)  D.  h.  (Kap.  I,  §  8,  Satz  li,  V)  St  ist  abgeschlossen  odel>  ein  o-Durch- 
Bohnitt  in  einer  abgeschlossenen  Menge. 

')  Man  beweist  dies  (indem  man  wieder  f  als  beschränkt  annimmt)  ganz 
ebenso,  wie  heim  Beweise  von  Satz  X  aus  tu'((i;  f,  ai)  =  0  auf  (2).  geschlossen 
wurde;  man  hat  nur  an  Stelle  der  dort  benutzten  reduzierten  Umgebung  U'(o) 
nun  eine  der  beiden  einseitigen  reduzierten  Umgebungen  von  c 

=)  V.  Volterra,  Giom.  di  mat.  19  (1881),  84. 
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In  der  Tat  EimaehRt  zeigt  man  in  gewohnter  Weise,  daß  die  Menge  SS* 
aller  Punkte  von  St^t^'tL    in  denen  die  beiden  Ungleichungen  gelten; 

von  erster  Kategorie  in  %  ist. 

Die  Menge  31  (SP  —  S!}.  ml')  ist  als  abzählliarer  Teil  von  aSt'  (Kap.  II,  §  13, 
Satz  1)  von  erster  Kal«goTie  in  31  (Kap.  I,  g  4,  Satz  XXII).  Es  ist  also  auch 
a«  _|_  a  (at' —  9[i+ Mi-)  von  erster  Kategorie  in  %,  und  mithin  (Ka-p.  I,  §8, 
Satz  XV): 

lä  =  91  —  »*  -  9t  (ai'  —  a!j-  SIL)  =  (St  -  MK^)  -f  (SSSÜV  Sil  —  W) 
dioht  in  9t.     Nun  sind  aber  die  Punkte  von  St  — 3191^  die   isolierten  Punkte 
von  a,  und  die  Punkte  von  StSt^  SIL  —  B*  sind  solche,  in  denen  mindestens 
eine  der  Gleicliungen  (0)  besteht.     Also  gilt')  in  jedem  Punkte  von  <S: 

S(«;(ü,9I)  =  0. 
Und  da  ü  dicht  in   St,   folgt  daraus  (Kap.  II,  §  9,  Satz  VI),  daß  auch  die 
Menge  aller  Punkte  von  31,  in  denen  io(a)  =  0,  dicht  in  SI  ist,  d.  h.  f  ist  punkt- 
weise unstetig  auf  81,  wie  behauptet. 

§  5.    Erweiterimg  einer  punlitweise  unstetigen  Funlition. 

Im  Gegensatze  zu  den  stetigen  Funktionen  ist  eine  auf  3t  punkt- 
weise unstetige  Funktion  keineswegs  völlig  bestimmt  durch  die  Werte, 
die  sie  aui  einem  in  St  dichten  Teile  von  %  annimmt.  Dies  hat 
zur  Folge,  daß  hier,  im  Gegensätze  zu  Kap.  II,  §  5,  Satz  III,  der 
Satz   gilt: 

Satz  I.  Ist  31  eine  relativ-vollständige  Menge,  deren 
insichdichter  Kern  nicht  leer  ist,  so  hat  die  Menge  alier 
auf  %  punktweise  unstetigen  Funktionen  mindestens  die 
Mächtigkeit  2'. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  VIII  gibt  es  einen  in  3t 
nirgends  dichten  und  abgeschlossenen  Teil  E  von  31  der  Mächtig- 
keit c.    Die  Menge  alier  Funktionen  auf  S  hat  also  die  Mächtigkeit: 

und  dasselbe  gilt  diher  \on  dei  Mence  aller  Funktionen  /  auf  31, 
die  beliebig  sind  auf  S  und  gleich  0  auf  91  — ■  E  Ist  a  ein  Punkt  von 
^—-g,  so  gibt  es,  da  iS.  abge=!chlo=isen  m  31  eme  zu  E  fremde  Um- 
gebung U(a)  \on  a  m  "t  m  deren  samthchen  Punkten  also  f=0 
ist;  es  ist  somit  f  stetig  auf  9l  m  jedem  Punkte  von  E  —  31.  Da 
aber  E  nirgends  dicht  m  OE,  so  ist  31  —  g  dicht  m  91  (Kap.  I,  §4, 
Satz  XIV a),  d  h  f  ist  punktweise  unstetig  auf  *il  Damit  ist  Satz  I 
bewiesen. 
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Ist  SB  Teil  von  9£,  ao  kann  (außer  wenn  S9  abgeschlossen  in  ^ 
ist)  nicht  jede  auf  Sß  stetige  Funktion  zu  einer  auf  9t  stetigen  er- 
weitert werden.  Auch  hier  verhalten  sich  die  punktweise  unstetigen 
Funktionen  anders.     An  Stelle  von  Kap,  II,  §  5,  Satz  VI  tritt: 

Säte  W).  Ist  f  punktweise  unstetig  auf  ^,  und  wird  f 
auf  33"  so  erweitert,  daß  in  jedem  Punkte  von  SO**  — ©: 

(1)  ?(«;/■,  s8)^/t«)^G(«;A  58), 

so  ist  f  auch  punktweise  unstetig  auf  SB";  und  zwar  wird 
dann  f  stetig  auf  58**  in  jedem  Punkte  von  58,  in  dem  es 
stetig  auf  SB  war. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermine  der  Schiünkungstransfor- 
mation,  annehmen,  f  sei  beschränkt  auf  S;  dann  ist  auch  die  ge- 
mäß (1)  erweiterte  Punktion  f  beschränkt  auf  58". 

Wir  beweisen  zunächst:  Ist  f  stetig  auf  S8  im  Punkte  a  von  93, 
so  ist  die  erweiterte  Funktion  stetig  in  a  auf  SS".  Sei  {«„}  eine 
Punktfolge  aus  S"  mit 

(2)  lima,^  =  a. 

Wir  haben  zu  zeigen: 

(3)  jhnf(a„)  _/(«). 
Nun  ist  gewiß: 

(4)  ?K;f.®)^/K)^G(a„;AS8); 

in  der  Tat,  gehört  a^  zu  SQ,  so  gilt  dies  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  II; 
gehört  a,^  zu  58'*— 58,  so  gilt  dies  nach  (l). 

Aus  (4)  nun  folgern  wir  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VI:  Zu  jedem  a^ 
gibt  es  in  58  ein  a'„  und  ein  a^',  so  daß: 

(5)  rK,ay<i;     .(..„oJX-i; 

/■«)</■(«.) +|;   fK)>rt»„)-^, 

und  somit: 

Aus  (2)  und  (5)  folgt: 

lim  a'„  =  a;     liiaa'^^^a. 

und  somit,  weil  /'  stetig  in  a  auf  58: 

(7)  lim  f{cQ  =  /■(«);      lim  f  (a'„')  =  /"(«) . 

')  T.  Brodln,  Acta  Univ.  Lund.  33  (Neue  Folge  8)  (1897),  16. 
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ÄU3  (6)  und  (7)  aber  folgt  (3),  d.  h.  /'  ist  stetig  in  a  auf  SS",  wie  be- 
hauptet. 

Sei  nun  (S  die  Menge  aller  Punkte  von  5S,  in  denen  f  stetig  auf  SS 
(und  mithin  auf  S**},  Nach  Voraussetzung  ist  IS  dicht  in  95,  und  daher 
auch  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XIII)  in  S";  also  ist  f  punktweise  unstetig 
auf  S",  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

An  Stelle  von  Kap.  II,  §5,  Satz,  VIII  tritt  nun: 

Sata  III.  Ist  58  ein  Teil  von  9i,  so  kann  jede  auf  95  punkt- 
weise ungtetige  Funktion  f  erweitert  werden  zu  einer  auf 
3t  punktweise  unstetigen  Funktion,  die  stetig  auf  9(  ist  in 
jedem  Punkte  von  95,  in  dem  f  stetig  war  auf  SS. 

In  der  Tat,  zunächst  erweitern  wir  naeh  Satz  U  f  za  einer  auf 
91-®"  punktweise  unstetigen  Funktion,  und  sodann  diese  (da  ^■SS" 
abgeschlossen  in  91)  nach  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII  zu  einer  Funktion  F 
auf  31 ,  die  nun  offenbar  alles  in  Satz  III  Verlangte  leistet. 

Wir  kehren  zurück  zu  Satz  IL  Sei  f  definiert  auf  iß-  VPir  wollen  jede 
auf  SB"  definierte  Funktion  f*,  die  überall  auf  !6  mit  f  übei-einstimmt,  überaJl 
auf  S"  der  Ungleichung 

genügt,  eine  mögliehafc  stetige  Erweiterung  von  f  auf  SS"  nennen'). 

Satz  IV.     Ist  ^   definiert    auf   S9,    und  f   eine   möglichst  stetige 
Erweiterung  von  /  auf  Sg",  so  ist  für  jede  offene  Menge  (£: 
(00)  G (/; Bg)  =  <? if*,  S"®);      g(f,^m^9 {f*,  S"®) • 

In  der  Tat,  da  jeder  Funktionewert  von  f  auch  ein  Funkfcioiiewert  von  f* 
iet,  SU  ist: 

&{f'*,Wi&)^G(f,^^). 
Angenommen,  ee  gäite  hierin  dae  Zeichen  >,  so  g^be  es  eine  Zahl  p: 

G(/',SÖIS)<iJ<(?  (/■•,»")£). 
Es  gäbe  also  emen  zu  (S  gehörigen  Punkt  a  von  59°,  so  daß: 

und  mithm  wogen  |(J) 

a(a;f,^)>aif,miS), 

i,a.f,^)   die  untere   Schranke   von   ff(/;SBe)    für   alle 
i   Mengen   g.     Damit    ist  die   erste   Gleichung   (00)   be- 
wiesen  und  ebenso  beweitt  man  die  zweite. 

Indem  man  m  (00)  dio  unteren  (oberen)  Schranken  für  alle  a  enthaltenden 
offenen  Mengen  6  bildet   erhält  man  daraus: 

Satz  V.  Iet  f  definiert  auf  S  und  f  eine  möglichst  stetige  Er- 
weiterung von  f  auf  S»,  so  ist  in  jedem  Punkte  von  W: 

>)  Das  durch  (0)  gegebene  Intervall,  innerhalb  dessen  f*{a)  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  wird  von  A,  Schoenflies  (Die  Entwicklung  der  Lehre 
von  den  Punktmannigfaltigkeiten,  132)  »1b  das  ünetetigkeitsintervaH  be- 
zeichnet. Seine  Länge  a{a;f,^)  —  g(a;f,^)  bezeichnet  T.  ß'rod^n  alB„LBti- 
tude"  (a.  a.  0.  14). 
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G(a;f,16)^0(aif',Wh    9{a;f.m=^s{a;f'',W), 
und  mithin  aimh: 

«>[a;f,»)=«<{o;f,S8'>). 
Ais  Spezialfall  entaehmen  wir  hieraus: 

SatzYI.  letf*  eine  mögliehst  stetige  Erweiterung  der  Funktion/" 
von  ffl  auf  'B",  30  ist  f*  stetig  auf  »"  in  jedem  Punkte  von  S,  in  dem 
/'stetig  auf  *8  ist. 

Iq  der  Tat,  aus  <o  (a;  f,^)  =  0  folgt,  nach  Satz  V  auch  <o  (a;  f*,  S°)  =  0, 
womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Sei  nun  insbesondere  /'  punktweisi 
Stetigkeitspunkte  von  f  auf  Sl .  Dann  ii 
(Kap.  I,  §  4,  Satz  VIII). 

Betrachten  wir  nun  f  nur  ais  Funktion  auf  S8,  d.  h.  nur  in  seinen  Stetig- 
keitsatellsn;  jede  möglichst  stetige  Erweiterung  f*  der  Funktion  f  von  der 
Menge  49  auf  die  Menge  91°  nennen  wir  eine  au  /'gehörige  mogliehst  Btetige 
Funktion'), 

In  einem  Punkte  von  91  — »  kann  /"-=/*  sein,  doch  muß  dies  nicht 
sein').  Die  Bezeichnung  als  zu  ^  gehörige  möglichst  stetige  Funktion  wird  ge- 
rechtfertigt durch  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Satz  Vn.   Ist  f  punktweise  unstetig  auf  Sl,   ist  /'♦  eine  au  f  ge- 
hörige möglichst  stetige  Funktion,  und  ist  S  die  Menge  der  Stetig- 
keitspunkte von  f  auf  a,  so  ist  in  jedem  Punkte  von  W: 
(000)  &{a;f*,%'')  =  G{a;f,^)ge{a;f,m);g(a;f,S&')^g{a;f.^)^</iaif,'a), 
und  mithin  auch: 

»  (o;  r,  31")  =  <o.{a ;f,^)^  <o  (a;  f.  St) . 

In  der  Tat,  weil  S-<M,  so  ist: 

a{a!f,m)£Giaif.%). 
Da  S8  dicht  iir  ai,   ho  ist  weiter  S8"  =  9t"  (Kap.  I,  g  4,  Satz  VIII)  und  somit 
nach  Satz  V: 

G{a;f*,%'')  =  &{a;f*,m'')  =  G(a:f,^). 
Damit  ist  die  erste  Ungleichung  (000)  bewiesen,  und  analog  beweist  maa  die 
zweite. 

Die  nach  Satz  VII  niemals  negative  Größe: 

wird  bezeichnet')  als  der  äußere  Sprung  von  f  in  a  auf  31. 

')  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  A,  Schoenflies,  Die  Entwick- 
lung der  Lehre  von  den  Punktmannigfalfcigkoiten,  13.5,  Vgl.  hierzu  H.  Hahn, 
Monatsh.  f.  Math.  16  (1905),  312. 

«)  Beispiel:  Sei  SI  der  jH,  und 

f(a)  =  (~^     füra<0 

''■•'       \       I     füra^O, 
Dann  kami  f*{a)^f{a)  gesetzt  worden;    es  kann  aber   z.  B,  auch    gesetzt 
werden ; 

f*(„)-(f{-^)    für  a  +  0 

und  dann  ist  f*{0)  +  f(0). 

!>)  Nach  E,  Study,  Math,  Ann.  47  (1896),  301. 
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Sat*  Vm.  Ist  /■  punfctwoise  unstetig  auf  a,  ist  f*  eine  au  f 
gehörige  möglichst  stetige  Funktion,  und  ist  A  eine  Punktion  auf  91", 
die  in  allen  Stetigkeitspunkten  von  f  auf  31  mit  f  übereinstimmt, 
so  ist  in  jedem  Punkte  von  9t": 

|x)  G  (a;  h,  W)  >  G  (o;  f,  %");    g  (o;  h,  %'')^g  (a;f,  %"), 

und  mithin  auchr 

In  der  Tat,  da  unter  den  Werten,  die  A  auf  W  annimmt,  auch  die  vor- 
kommen, die  f  auf  der  Menge  10  seiner  Steti^eitspunkte  annimmt,  so  ifib: 
G(a;Ä,1!l")^G(a;A!8). 


SatK  Et.  Ist  f  auf  %  punktweise  unstetig,  und  ist  f  endlich, 
oder  gibt  es  unter  den  zu  f  gehörigen  möglichst  stetigen  Funk- 
tionen eine  endliche  f*,  so  ist  f—f  eine  auf  %  punktweise  un- 
stetige Funktion,  die  in  jedeni  ihrei  '^tetigkeitspunkte  auf  91  den 
Wert  0  hat. 

Sei  in  der  Tat  S9  die  Menge  allpr  St etigkeitfl punkte  von  f  auf  a.  Nach 
Satz  VI  ist  in  jedem  Punkte  von  ^  auch  f*  und  mithin  auot  f — f  stetig 
auf  9i,  also  ist  f — f*  punktweise  unstetig  auf  9t. 

Sei  nun  a  ein  Stetigkejtspunkt  von  f—f  auf  9t.  Da  SB  dicht  in  91,  ist 
<t  Häufungspunkt  von  ^    und  da  m  jedem  Punkte  b  von  S: 

muß  wegen  der  Stetigkeit  in  a  auch: 

sein.     Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Daraus  folgt  unmittelbar; 

Satz  X.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  IX  ist  jede  zu 
f—f*  gehörige  mögliclist  stetige  Funktion  =0  in  allen  Punkten 
*on  %•> 

Beachten  «ii    daß 

/*(o)  =  /ta)  +  (/'la  ~f(a\) 
so  können  wir  dip  batze  IX  und  X  kurz  po  iUBammentassen ;  Jede  auf  Ä 
punktweise  unstetige  und  endliche^)  Funktion  kann  durch  Addition  einer  punkt- 
weise unstetigen  Funktion  dmen  zugehörige  möglichst  stetige  Funktionen  =  0 
smd  m  eine  ihr  ^ugehonge  möglichst  stetige  Punktion  verwandelt  werden; 
und  zwar  genügt  die  zu  addierende  punktweise  unstetige  Funktion  f*  —  f  auf  91 
der  Ungleichung 

C")  .fW-f*{<^)\^<«{<i<f.^^) 

In   der   Tat,   wie  aus  ihrer  Definitionsnngleichung  (0)  (S.  211)  hervorgeht,   go- 


'-)  Diese  Voraussetzung  kann  nioht  entbehrt  werden.    Beispiel;  sei  K  das 
Intervall  (0,1)  des  SR,  und; 

fia)-=^n       für       o^=—   {m,n  t<ilerfremde  natürliche  Zahlen) 
/*(o)  =  +  CO  für  irrationales  a 
Dann  ist /"*((»)  ^=-)-oo  ßberall  auf  91,  und  mithin  /»(o)  — /■(<!)  =  --|- oo  in  allen 
rationalen  Punkten  von  31. 
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nügt  f,  wenn  S9  die  Menge  der  Stetigkeitspunkte  von  f  auf  31  bezeichnet, 
der  Ungleichung: 

«(«i/'.sDäsC«;  f.  »)Sr(«)4s(«if.»)ie(»i /",«), 

und  da  auoh  /■  der  Ungleichung  genügt; 

3{a;ASI)Sf(o)Se(«if,Sl), 
foJgt  die  Eohauptuiig  (xx). 

Für  die  in  der  Definitionsunglei chiing  (0)  der  ?,u  /  gehörigen  möglichst 
stetigen  Punktionen  auftretenden  Größen  ff(a;/',  S9),  g{a;f,'^)  gilt  noch: 

Satz  XI.  Ist  %  relativ-vollBtändig,  ist  f  punktweiee  unstetig 
auf  a,  und  S9  die  Menge  der  Stetigkeitspunkte  von  f  auf  91,  ho  ist  in 
äedem  Punkte  von  %": 

(t)  G{a;f.^)  =  G*ia;f,'&)^     g{a;f,^)  =  g*ia;f,%), 

wo  ö*  und  3*  obere  «nd  untere  Sohrankenfunktion  von  f  auf  St  bei 
Vernaohläesigung  von  Mengen  erster  Kategorie  in  a  (Kap.  II,  %  12, 
8,  174)  bedeuten. 

In  der  Tat,  nach  %  4,  SatK  III  ist  die  Menge  91—  S9  aller  Unntetigkeits- 
punkte  von  f  auf  91  von  erster  Kategorie  in  9t;  also  ist: 

(tt)  »•(«;f,K)Sff(«i/',»). 

Würde  hierin  das  Zeichen  <  gelten,  so  gäbe  es  ciae  Zahl  jj : 

(tft)  e'(aif,%)<,<0(a:f,m. 

und  mithin  in  jeder  Umgebung  U(a)  einen  Punkt  6  von  SS,  in  dem  auch: 

Da  aber  6,  als  Punkt  von  S,  Sbetigkeitspunkt  von  f  auf  91  ist,  gäbe  es  in 
a(a)  eine  Umgebung  von  b  in  91,  d.  !i.  eine  in  K  offene  Menge  1^,  auf  der 
durchweg : 

f>p. 

Nach  Kap.  I,  g  8,  Satz  XVI  ist  aber  @  von  «weiter  Kategorie  in  il,  so  daS: 

und  mithin,  da  dies  für  jede  Umgebung  U  (o)  von  a  gilt,  auch : 

im  Widersprucha  mit  (fff).  Also  kann  in  (ff)  nicht  das  Z.^ichen  <  gelten, 
und   die   erste  Gleichung  (f)  ist   bewiesen.     Analog  beweist  man  die  zweite. 

§  6.    Beispiele  punktweise  unstetiger  Funktionen. 

Wir  wollen  nun  von  einigen  einfachen  Funktionsarten  nacii- 
weiaen,  daß  sie  punktweise  unstetig  sind.  Zunächst  gilt  dies  von  den 
haibstetigen' Funktionen.     Wir  gehen,  um  dies  einzuaehen,  aus  vom 


Satz  I.    Ist  /oberhalb  stetig  auf  %.  so  hat  die  Schwa 
kungsfunktion  von  f  auf  %: 

„{a)-.»(<.;f,a) 
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in  jedem  Punkte  von  ^l",  in  dem'): 

g{a;f,%)>  —  oo 
ist,  die  untere  Schranke  0: 

(1)  j(.;a,,9)-.0. 

In  der  Tat,  die  Behauptung  trifft  zu  für  jeden  Punkt  n  von  W", 
zu  dem  es  eine  Umgebung  in  3[  gibt,  auf  der  durchweg  /■=-!- co; 
denn  in  jedem  Punkte  dieser  Umgebung  ist  a>=:0. 

Andemfalla  gibt  es  in  Jeder  Umgebung  U(a)  einen  Punkt  a 
von  at,  in  dem  f(a')  und  damit  auch  g(a';  f,  §1)  endlich.  Da  g  unter- 
halb stetig  auf  91  (Kap.  II,  §  11,  Satz  II),  gibt  es  weiter  zu  jedem 
e>0  eine  Umgebung  U(a')i  so  daß: 

(2)  g{a";  f,  91)  ></{«';  f,%}  —  e     iüraUea"  von  U («')■«. 

Nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  gibt  es  in  U (a)  ■  U  («')  ■  a  mindeatena 
einen  Punkt  «,  in  dem: 
!31  f(<i)<j  (»';/-,«)!+.. 

Da  /■  oberhalb  stet^  auf  9t,  ist  (3)  gleichbedeutend  mit  (Kap.  II,  §  8, 
Satzl); 

Da  (2)  auch  für  o"  =  ä  gilt,  folgt  aus  (2)  und  (4); 
(5)  «,(ä;f,9l)<2e. 

In  jeder  Umgebung  U(o)  gibt  es  also  einen  Punkt  ä  von  Sf,  in  dem 
(5)  gilt,  und  da  stets  w^O  ist,  so  folgt  aus  (6)  in  der  Tat(l),  und 
Satz  I  ist  bewiesen, 

Satz  IP).  Jede  auf  einer  relativ-vollständigen'')  Menge  ^i 
oberhalb  (unterhalb)  stetige  Funktion  ist  punktweise  un- 
stetig auf  a. 

In  der  Tat,  wir  können  wieder /'als  beschränkt  annehmen;  dann 
ist  o>(a)  oberhalb  stetig  auf  t  (§  2,  Satz  XII);  es  folgt  also  aus  (l) 


')  DiE*o  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Beispiel  im  SR,; 

f{a)^  —  n     für     u  =  +—     (nt,  n  teilerfremde  natürliche  Zahlen). 

Dann  ist  f  oberhalb  stetig  auf  der  Menge  ^1  aller  rationalen  a  ^  0  des  S, , 
a,ber   in   jedem   Punkte   von  Sf  ist  <o(a)  =  -{-  OO. 

*)  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  13.  (Vgl.  auch  Bull.  soc.  math,  28 
(!900),  179).    H.  Lebeague,  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  233. 

')  Diese  Voraassetsung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Sei  {im  31,)  3( 
die  Menge  aller  Punkte  +—  (»»,  m  teilerfremde  natürliche  Zahlen),  und  sei 
f  f— j  =  — .    Dann  iat  /'oberhalb  stetig,  aber  tota.! -unstetig  auf  Sl, 
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von  Satz  I  nach  Kap.  IJ,  §  9,  Satz  VI,  daß  auf  einem  in  9[  dichten 
Teile  von  9t; 

<>y(a)^0     d.h.     ro(a)  =  0 

ist.    In  jedem  solchen  Punkte  aber  ist  f  stetig  auf  ^ ,  womit  Satz,  11 


Wit  behandeln  nun  insbesondere  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
änderlichen und  unterscheiden  ihre  Unstetigkeiten  in  solche  erster 
und  zweiter  Art.  Sei  9!  eine  Punktmenge  des  9!^.  Die  auf  ?( 
definierte  Funktion  f  heißt  unstetig  von  zweiter  Art  auf  9[  in 
jedem  Punkte  von  ?(?I^ ,  in  dem  kein  rechtsseitiger  Grenzwert  (Kap.  II, 
§  13,  S.  179)  von  fa,af  %  existiert,  sowie  in  jedem  Punkte  von  9(9(1:,  in 
dem  kein  linksseitiger  Grenzwert  von  f  auf  91  existiert.  In  allen  andern 
Punkten  von  9(  heißt /'von  erster  Art  unstetig  auf  91.  Stetig- 
keit und  hebbare  ünstetigkeit  (Kap.  II,  §  11,  S.  173)  sind  also  Spe- 
zialfälle von  Ünstetigkeit  erster  Art.  Eine  Funktion,  die  auf  91  keine 
Unstetigkeiten  zweiter  Art  besitzt,  heißt  kui'z  unstetig  von  erster 
Art  auf  9t. 

Aue  §4,  Satz  XII  folgt  sofort: 

Satz  ni.  Ist  /  unstetig  von  erster  Art  auf  der  relativ- 
vollständigen^)  Menge  Stdes  9!^,  so  ist  /'punktweise  un- 
stetig auf  9[. 

Darüber  hinaus  aber  gilt: 

Satz  IV.  Ist  f  unstetig  von  erster  Art  auf  der  Menge  *JI 
des  91^,  so  gibt  es  nur  abzahlbar  viele  ünstetigkeitspunkte 
von  f  auf  9(. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Sehränkungstransfor- 
mation,  /als  beschränkt  annehmen.    Set  a  ein  Punkt  von  3( ,  indem: 

(•)  »(o;ASl)i:?(>0). 

Wir  behaupten:  Es  gibt  ein  Intervall  (a,  a-\-k),  in  dem  kein  Punkt  u' 

von  9t  liegt,  in  dem: 

n  «>(«'; /■,9r)^a 

wäre.  In  der  Tat,  dies  trifft  in  trivialer  Weise  zu,  wenn  a  zu  9(  —  '■'Ü  ■  91^ 
gehört.  Wenn  hingegen  a  zu  9t^  gehört,  so  gilt,  da  f  nur  unstetig  vojt 
erster  Art,    für   die   reduzierten  |reehtsseitigen  Schranken funktionen: 

ö;(«;/,9()  =  ?;(a;/,t). 
Es    gibt    also    zu  jedem  e^O    ein  Intervall  (a,a-\-h),    so  daß    für 

')   Diese   Bodiugung    kann    »jcht   entbehrt   werden,    wio   das   Beispiel   zu 
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alfe  n'  von  «-{o.a -|- ft): 

G'Ja;  f,^)~e<  f(a')  <  Q'^a;  f,  91)  +  e . 
In  jedem  Punkte  a'  von  'ä-(a,  a-\-Jt)  ist  aber  dann: 

Wälilt  man  insbesondere  2E<Cq,  so  gilt  also  (**)  in  keinem 
Punkte  a'  von  'il-(a,  a-\-k),  wie  bebauptet.  —  Ganz  ebenso  beweist 
man,  daß  es,  wenn  (*)  gilt,  ein  Intervall  (a~A,a)  gibt,  das  keinen 
Punkt  von  9t  enthält,  in  dem  (**)  gelten  würde. 

Wir  schließen  dai'aua:  Die  Menge  aller  Punkte  a  von  9t,  in 
denen  (*)  gilt,  ist  eine  isolierte  Menge  (Kap.  11,  §  4,  S.  75);  nach 
Kap,  II,  §  7,  Satz  Via  ist  sie  also  abzählbar. 

Sei  nun  9t„  die  Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen; 

a.(c;/-,9()^-V 

Dann  ist  3t, -j- ^a  "i"  ■  ■  ■  +  3t„  + ■  ■  ■  ^^  Menge  aller  Unstetigkeits- 
pnnkte  von  f  auf  9t.  Da  aber  nach  dem  eben  Bewiesenen  jede 
Menge  9I„  abzahlbar  ist,  so  auch  t,  -j-  «,;  -j-  -  •  ■  "f  ^n  +  ■  ■  ■ '  ""**  ^**^  ^^ 
ist  bewiesen^}. 

Satz  V^).  Sei  5t  eine  im  endlichen  Intervalle  [b,c]  des 
SR,  liegende  abgeschlossene  Punktmenge.  Damit  die  be- 
schränkte Funktion  f  unstetig  von  erster  Art  sei  auf  %, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e^  0  end- 
lieh viele  Punkte  in    [h,c]    gebe: 

6^a„<a,  <«,<...<«„.._,  <«„  =  o, 
so  daß  [wenn  äf'(ßi_„ai)  nicht  leer]: 

ö»  (f,  3t -(«^-i,  «,.))<£       (i==l,2,...,n). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  f  unstetig  von 
erster  Art  auf  St,  so  gilt  in  jedem  Punkte  von  Slj.  bzw.  von  9ti  die 
entsprechende  der  beiden  Ujigleiehungen : 

a>;(a;f,  9t)  =  0;     a.'_(a; /■,  91)  =  0, 
so  daß  die  Behauptung  unmittelbar  aus  §  2,  Satz  XXII  folgt. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  sei  f  m  a  unstetig  von 
zweiter   Art    auf  9t.     Dann    gilt   mindestens    eine    der    beiden   Un- 
gleichungen: 
<(a;r,2t)>0;     «'_(«;  f,  9t)>0, 

•)  Säte  IV  folgt  auoh  unmittelbar  aus  §  !,  Satz  XVI  und  Kap.  II,  g  13, 
Satz  XII. 

■■')  H.  Lebesgue,  Ann.  de  Tool.  (3)  i  (1909),  60, 
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z.  B.  die  erste: 

Ist  ()<'s<^_q,  so  gilt  also  für  Jedes  Intervall  (a,a-\-h): 

uy(t  n  («  «  +  /!))       e, 
6jO   daß    für   ein   solches  t    die  Behauptiin^^   \on  Satz  V    nicht   gelten 
kann     Damit  ist  Satz  V  bewiesen 

Es  hat  keine  Schwiengkeiten  punktwi  ise  unstetige  Punktionen  einor  i'eellfii 
Verandei  liehen  anzugeben,  die  im  !R,  dicht  hegende  ünatetigkeitspunkte  erster 
Art  bzw  zweite!  Art  besitzen')  Wir  Iftssen  für  den  ersten  Pall  einige  Bei- 
spielp  folgen  und  verweisen  fui  den  /weiten  Fall  auf  die  Methode  der  Ver- 
dichtung der  hmguUritaten  (Kap.  IV,  §  IZ). 

Ein  besonders  einfaches  Beispiel  liefert  die  Funktion-'): 

(0   wenn  a  irrational, 
-  wenn    i  —       -    m    h  teilertr  n  df  r  xt  irhchi    Zahl 
]    wenn  0  =  0 

Sie  ist  stet  K  im   JI    fui  irritionales    mst  t^        nd   zwm    \on  eieter   ^r^     fii 
rationales  a^) 

Fin  zweites  Beispiel  erhalten  wu  duich  Betiaohting  ciuoi  beliebigen 
nirgends  dichten  perfekten  Punktmenge  $  des  ffl.  Nach  Kap  I  i^  0  Sitz  V 
gibt  es  ©me  ähnliche  Abfildnng  A  der  [natürlich  geordneten)  Menge  der 
irrationalen  Zahlen  auf  die  (natiilich  geordnete)  Menge  der  Punkte  zweiter 
Alt  von  3ä  Wir  delimeren  eme  Finktion  f(o)  im  iRj  durch  die  Vorsohrift 
Ist  a  iriational  so  sei  f(a)  der  a  duioh  A  zugeoidnet«  Punkt  zweiter  Art 
von  %  fftt  u  rational  so  ruft  a  in  dei  Menge  dei  irrationalen  Zahlen  einen 
Schnitt  hervor  ihra  entspricht  lermoge  A  em  Schnitt  in  der  Menge  der 
Punkte  zweiter  Art  lon  "ß 

$^^  +5ß       ^    vo.  $  ) 
Es  gibt  dl]  I    Pill     iid    ur  em  pinktfre  es  InteiTall        lon  $    so  daß 

3>   itr  3  voi  ^ 
nd  einen  beitbgen  iunkt  dieses  Inteivalies  3   ordnen  wii   dem  rationalen  a 
als   Funkticnswert   f{a)   i        Min   erkennt   sofort      die   so   deflmerte  ]<tinktion 
ist  stets  wachsend. 
/■(«')  >  f  («")     wenn  ß'  >  a". 

^)  Auegehend  von  Satz  II,  g  5  wurden  solche  Funktionen  konbtiuiert  von 
T,  Broden,  Acta  Univ.  Lund.  33  (Neue  Folge  8)  (1897),  17.  Zahlreiche  Bei 
spiele  punktweise  unstetiger  Funktionen  wurden  hergestellt  duroh  Ziflrrngesotze, 
die  an  die  Darsteihmg  der  reellen  Zahlen  durch  Systembruche  anknüpfen 
G.  Peano,  Biv.  di  mat,  2  (1892),  42.  A.  Schoenflies,  Gott.  Nachr  1899,  187, 
(vgl.  auch  Gott.  Nachr.  1896,  255);  ferner  T.  Brodln,  Math.  Ann.  54  (1901).  518. 

')  Vgl.  über  diese  nnd  ähnliche  Funktionen  W.  D.  Ä.  Westtall,  Am, 
BuU.  15  (1908),  225. 

^  Eine  Punktion  f  einer  reellen  Veränderliohen,  die  stetig  im  Si,  wäre 
für  rationales,  unstetig  für  in'ationales  a,  kann  es  nicht  geben  (§  4,  Satz  111,  VI). 
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Sie   ist  stetig   im  SH,   füi   inationales     unstetig   (und   zwar  vnn  tratei   Art)   füi- 
j'ationaleB  a. 

Die  eben  beeproehpue  AI  bitdung  4  kann  benutzt  werden  um  aufi  einer 
im  Jft,  deünierton  Funktion  /  eine  auf  der  nirgends  dichten  perftkten  Punkt- 
mnnge  ^  definierte  Funktion  f*  hoizuleiten  In  der  Tat  vermöge  Ä  entspricht 
wio  wir  sahen,  jedem  irrationalen  a  ein  Punkt  zweiter  Art  ]edem  rationalen  a 
ein  punktfreies  Intervill  3  von  $  Wir  definieren  nun  f*  auf  *)J  durch  dit 
Vorsphrift;  Ist  b  der  vermöge  A  dem  irrationalen  a  zugeordnete  Punkt  zweitei 
Art  von  $,  so  setzen  wir  f*{b}=^f{a)  I^t  ^  das  vermöge  4  dorn  rationalen  a 
zugeordnete  punktfreie  Intervall  \on  ^  b  ein  (als  Punkt  eratai  Art  zu  5?  ge 
höriger)  Begrenzungspunkt  von  3  bo  setzen  wir  wieder  f*(b)^f  a)  Dadirch 
ist  f*  auf  33  definiert.  Ist  f  stetig  (uüStetig  von  erster  Art)  iti  a  im  9i  so 
ist  f*  im  entsprechenden  P  inkte  (bzw  den  beiden  entsprochen dnn  Punkteui  b 
stetig  (unstetig  von  erster  Art)  auf  ^  Dieses  Verfahren  fuhrt  also  jede  im  SR, 
punktweise  unstetige  Funktion  in  eine  auf  ^  punktweise  unstetige  Funktion  über. 
Wir  können  dies  Verfahien  auch  benutzen  um  punktweise  unstetige 
Funktionen  einer  reolkn  \erand^t]jchen  heiiustellen  die  n  ir  abzahlbar 
viele  verschiedene  Weite  annehmen  wahrend  ihre  Sohwankungafunktion 
alle  Werte  ^0  annimmt  Wir  bilden  zu  dem  Zweoko  zunathst  folgende 
(im  JR,  total-unstetigo)  Funktion 

<■  0      für  irrationales  a  und  a-=0 

[  fui  raticnalt»  a 

[  +  00    £ür    a  =  0. 
Wir   führen   die   Funktion  f  in   der  vorhin   besprochenen   Weise   über   in   eiue 
auf   der  nirgends   dichten   perfekten   Menge  $  definierte   Funktion  f*  und  or- 
woitern  deren  Definition  auf  den  ganzen  8),,  indem  wir  setzen: 

/■*  =  !)     auf!R,  — *p. 
Die  so  definierte  Funktion  /*  leistet  ofienbar  alles  Verlangte. 

Wir  können  noch  ein  wenig  weitergefien')  und  eine  punktweise  unstetige 
Funktion  herstellen,  die  nur  abzählbar  viele  verschiedene  Werte  annimmt, 
wahrend  ihre  Sohwankungsfunktion  Jeden  Wert  ^0  in  einer  Punktmenge 
der  Mächtigkeit  c  annimmt:  Sei  g  eine  im  iRj  stetige  Funktion,  die  jeden 
Wert  ^0  in  einer  Punktmenge  der  Mächtigkeit  c  annimmt  (Kap.  II,  §  7,  8.  150). 
Wir  setzen: 

,        _  (   .0       für  irrationales  fl, 
^13(0)    für  rationales  a. 

Ganz  wie  vorhin   Jeiton  wir  aus  f  eine   neue  Funktion  f*   her,   die  dann   alles 
Verlangte  leistet. 

§  7.   Verallgemeinerungen. 

r  bezeichnen  ihre  (auf  W  definierte) 

GA'^)^Gi<^:f.^- 

')  Vgl.  A,  Soiioenflies,  Gott,  Nachr.  1899,  192. 
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Bilden  wir  von  Gi(a)  wieder  die  obere  Schrankeufunktion,  so  wird  sie,  da 
(?i(a)  oberhalb  stetig  (Kap.  II.  §11,  Satz  11),  nach  Kap.  II,  §8,  Sata  1 
gleich  öi(a).  Bilden  wir  hingegen  von  <?i{a)  die  untere  Schrankenfunktion, 
so  werden  wir  im  allgemeinen  auf  oine  neue  Funkfcion  geführt;  wir  hezeiuhnen 

(0)  6,  (a)^  ff  {a;  &„%"). 

Und  so  fortfahrend  definieren  wir  allgemein^): 

(00)  Ö3^(a)  =  3(<iiGg^_„a");       Gsi^+^(a)  =  G{a:G^^,^''); 

und  ebenso  von  der  untereu  Schrankenfunktion  von  f: 

ft(«)  =  ?('';ASI) 
ausgehend; 

Es  gilt  der  Satv: 

Satz  I.     Es  iat  stets  auf  ganz  %": 

G,^{a)  =  Q^ld);       ffgfc_i_i(a)  =  (?„(«)       (k=l.  2,  .  . .); 

In  der  Tat,  aus  der  Definition  (0)  von  G^  folgt: 

daraus,  indem  man  beiderseita  die  obere  Schrankenfunktion  bildet; 

lan  beiderseits  die  untere  Schrankenfunktion  bildet: 

Ga  ^  ff, , 
s  der  Definition  (00)  von  G,^: 

G^^&^, 
lan  beiderseits  die  untere  Solirankenfunktion  bildet : 
G,^G,. 

Aus  (V)  und  (o%)  aber  folgt:  G,  =  Gf.  Indem  man  hierin  beiderseits  die 
obere  Schrankenfunktion  bildet,  erhalt  man:  Gj^Gj,  hieraus  durch  Bildung 
der  unteren  Schrankenfunktion;  G,=  G^,  usf.  Damit  ist  die  eine  Hälfte 
von  Satz  I  bewiesen,  und  analog  beweist  man  die  zweite. 

Satz  II.     Ist  f  punktweise  unstetig  auf  ?i,   so  ist«): 

(1)  e.{a)  =  öä(«);       ?.W  =  G,(«)     auf  ganz  1«. 

In  der  Tat,  wir  bezeichnen  mit  S  die  (in  S£  dichte)  Menge  aller  Stetigkeits- 
punktc  von  f  auf  91,  und  beweisen  zunächst: 

(2)  G,(a)  =  g(a;f,m. 
In  jedem  Punkte  6  von  ^  ist: 

fg>)~a,{t). 

'■)  Mit  diesen  Funktionen  hat  sich  eingeliend  befaJJt  A.  Denjoy,  Bull, 
soc.  math.  33  (1905),  98. 

')  Von  den  beiden  Gleichungen  (1)  folgt  jede  aus  der  anderen.  Z.  B,  fulgt 
aus  ffä^tfu  durch  Bildung  der  oberen  Schrankenfunktionen:  G^,=^g,,  und 
wegen  Satz  I;   ffj:=</a. 


und  daraus, 

indem 

W) 

Andererseits 

folgt  f 

und  daraus, 
(oOo) 

indem 
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Also  ist  auf  gan«  W; 


Angenommen,  « 

(4) 

Dann  gäbe  ea  t 


e,C)<s(fl:f,f 


a  daß: 

(6)  G,(t)<p<g(a;f,!S). 

Nach  Definition  von  G,.  gäbe  ee  in  jeder  Umgebung  U  (n)  von  a  e 
von  ST»,  in  dem; 

e.(S)<p, 
mithin  auch  eine  Umgebung  U{ä)<;U(a),  eo  daß: 
(6)  f<p    auf  St.U(S); 

und  dft  a3  dicht  in  S,  gäbe  es  in  a'U{a),  und  mithin  in  U(a)  e 
von  8,  in  dem  wegen  (6); 

fii-)  <  P. 


im  WideiBpraohe  mit  der  z 
B,m  (3)  folgt  (2), 

Sodaan  zeigen  wir; 

m 

In  jedem  Punkte  b  v 


1  (5),    Also  iat  (4)  u 


J  ist  oäenbar  auch  G,  stetig  auf  91 ,  uad  mithin; 

(8)  f(b)~e,{b)~e,(b). 

Also  ist  auf  ganz  91*': 

(9)  Q,{a)=G(a;G^,W>)^e(a;G„'&)  =  G(a:f,^). 


a  Punkt  ä 


(10) 

G,(aj>G{a;f.m- 

Dann  gäbe  ea  eil 

1  i*,  80  daß: 

(11) 

<?n(a)>p>G(a;/',S8)' 

Nach  DegDition  < 

i-on  ff,  gäbe  ea  in  jeder  Umgebung  U(a) 

1  W,  i 


und  da  G^  unterhalb  stetig,  auch  eine  Umgebung  U(ä)<^U(a),  so  daß 
(12)  Gj>jJ     auf  910. U(a). 

Da  18  dicht  in  St,  und  daher  auch  in  Sl",  gäbe  es  in  W-\S(ä),  und  somit  in 
a  (a)  auch  einen  Punkt  b  von  ©,  in  dem  wegen  (12) 

G,{b}>p, 
und  wegen  (8)  auch 

f{b}>P. 
im  Widerspruche  mit  der  zweiten  Hälfte  von  (11).    Also  iat  (10)  unmöglich, 
und  aus  (9)  folgt  (7). 

Ebenso  wie  (2)  und  (7)  aber  beweist  man 

Ans  (2)  und  (7)  einerseits,  (13)  andererseits  aber  folgt  Satz  II. 

Von  Satz  II  gilt  folgende  Umkehrung: 

Sat8  III.     Ist   9(    relativ-vollständig,    ao    folgt    aus    jeder    der 
beiden  Gleichungen  (1),  daß  f  punktweise  unstetig  auf  9. 
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Angenommen  in  def  Tat,  f  sei  niolit  puniitweise  unstetig  auf  8t.  Naoli 
g  4,  Satz  V  gibt  es  dann  ein  g  >  0  und  eine  {nioht  leere)  in  8(  offene  Menge  61, 
in  deren  sämtlichen  Punkten: 

Sei  p'^q  die  untere  Sohranke  g{oi,&).    Vermöge  der  Schrttnkungstranaf ormation 
können  wir  jj  als  endJich  annehmen.    Sei  a  ein  Punkt  von  ®,  in  demr 

Wir  behaupten:   e»   gibt   eine  Umgebimg  \\\d)  vim  a  in  Sl,   so  daß  für  alle  a' 
von  »(»): 

(••)  «,(<.')Sft(»)  +  f ;       8,(a')i0,(<.)-|  . 

In  der  Tat,  beweisen  wir  etwa  die  erste  Hälfte  von  (**).  Wäre  sie  nicht 
richtig,  BO  gäbe  es  in  jeder  Umgebung  U  (a)  von  tt  in  S  einen  Punkt  a',  in  dem 

j,(a')>J.(«)  +  |. 
und  mithin: 

»,  (•')  =  ft  (<•')  +  » (•')  i  ft  (<■')  +f  >  s.  W  +  ^ . 

Weil  Gl  oberhalb  stetig,  wäre  also  auch; 

e,(«)ij,  («)  +  */■ 

im  Widerspruche  mit  (•), 

Aus  (*•)  zusammen  mit  o{<i)^i'  folgt  nun  für  alle  a'  von  U(a); 

»,Ms:s,W+|<e.W-fäe.(«'), 

mithin,  durch  Bildung  der  oberen  bzw.  ünt«ren  Schrankenfunktionen,  auch; 

».(»')S»,(«)+f  <e,(«)-|-So.(«'), 

und,  indem  man  von  ^j(a')  nochmals  die  untere  Schrank enfunktion  bildet: 

j.(»)<e,(o). 

Es  gilt  also  die  erste  Gleichung  (1)  nioht.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Weiter  folgt  nun  auch  leicht: 

Satz  IV.    Damit  f  punktweise  unstetig  sei  auf  31,  und  es  eine 
zu  f  gehörige  mögliehst  stetige  lunktion  gebe,  die  auf  31"  stetig 
ist,    ist   notwendig   und,    wenn    %    rolatiy-vollständig.    auch   hin- 
reichend, daß  auf  ganz  W: 
("•)  G.  (o)  =  j?.  (a)  =  ©3  (")  =  g>  («)  ■ 

In  der  Tat,  man  hat  nur  zu  beachten,  daß  (••*)  wegen  {'2)  und  (13) 
gleichbedeutend  ist  mit: 

und   daß    diese  Funktion   sowohi    unterhalb    wie  oberhalb   stetig,    und  somit 
stetig  ist  auf  91"- 

Sei  f  definiert  auf  der  Punktmenge  St;  die  Kugehörige  Schwankungs- 
funktion  i»>{a;  f,il[)  ist  dann  definiert  auf  %",    Wir  setzen: 
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und  definiej'en*)  durch  Induktion  die  ft-te  Schwankungsfunktion  von  f  auf  9t; 

«,<«)-«(.,•,.„»•); 
sie  ist  hierdurch  definiert  in  allen  Pnnkten  von  St". 

Wie  wir  in  g  2  sahen  (Satz  XII),  ist  oi,  im  allgemeinen,  aber  nicht  aus- 
naimelos,  oberhalb  stetig  auf  9!.     Wir  ergänzen  nun  dies  Resultat: 

Satz  T.     Ist    f  punktweise   unstetig   auf  %.,    so   ist   .Uj   oberhalb 
Btetig  auf  31". 

In  der  Tat,  da.  /  punktweise  unstetig  auf  9i,  liegen  die  Punkte,  in  denen; 

dicht  in  %,  und  mithin  in  91".     Es  ist  also  in  jedem  Punkte  a  von  91"; 

S(a;(öi,9I'')-0, 
Also  ist: 

<«,(«)  =  «,  (a;»„r)  =  G(a;  .».,9t"). 

Naeh  Kap  II    g  11    Satz  II  ist  also  lo^  {a)  oberhalb  stetig  auf  91*',  und  Satz  V 


Die  VoiauB^etzung  f  sei  punktweise  unstetig,  kann  in  Satz  V  nicht 
entbehrt  werden,  wie  folgondta  Beispiel  einer  in  [0,  1]  definierten  (und  end- 
lichen) Funktion  emer  reellfl»  Veränderlichen  zeigt: 

I  —    fui  irrationales  a, 

'   ■  '^t—   -f-«   für    die  rationalen  a   von   !■  -,      ,  — (, 

0     füra  =  0. 


l  +  CO     für  0  ^  0  , 
md  mithin: 

'  0     in      f_L^ ,  ._'.")     und  für  a  =.  0,  «  =  I , 

1     für     a=  -  (w=2,  3,...). 

Also  ist  tuj  (a)  nicht  oberiiaib  Btetig  auf  [0,  1]  im  Punkte  0 '). 

Allgemein  gilt; 

Sata  VI.   Für  jede  beliebige  Funktion  f  auf  91  ist  03^  oberhalb 
stetig  auf  %". 

In   der   Tat,    ist  a  Punkt    von   91",    so    ist   nach   g  %  Satz  XII   (u,    in  a 
oberhalb  stetig  auf  W,  es  sei  denn,  daß; 

(!)  0(a;/,m)  =  ?(a;f,91)  =  +  Oü     oder     =-cX>, 

und  mithin: 

(9)  ,^,(a)  =  0. 

Wir    bezeichnen    mit   SB    die  Menge    aller    Punkte  von  91",    in  denen  (1)    gilt. 
Überall  auf  ffl  gilt  also  auch  (2). 

^)  W.  Sierpiiiski,    Bull.   Crac.    1910,    633.     Verallgemeißeiungen   bei 
H.  Blumberg,  Proc.  Nat.  Acad.  Am.  2  (1916),  646. 

')  Wegen  einer  spateren  Anwendung  bemerken  wir,  daß ; 
»,(0)  =  1,    also     +«,(0). 
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a»  — »,  ums 

Q  mehr  also 

in  jedem 

vünm°  — 

und  daJier  auch  auf  ^l"  — ! 

B».    Mao 

ist  aaoh 

a»  — 18": 

(4) 

g{a;  oi^ 

,a«-93<') 

Da  aber  a"  - 

■  mo  offen  in 

a",  so  ia 

t  offenbar 
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-  S)°.  In  jeder  Umgebung  U(rt)  iiogt  dann 
'  —  83 .  In  jedem  Punkte  6  von  59 "  —  ©  ist : 
ö(6;  ASt)  =  4-CO;       g{b;f,1l)  <  +  CO, 

odert  Gj6;/',3t)>_00;       fl(6; /■,  3)  =  — OO, 

jedeafalla  also:  ,., ,         _ 

üuf  B  aber  gilt  (2).    Also  iat  in  unserem  Punkte  a: 

Da  dies  in  jedem  Punkte  von  (iö"  —  SB)"  gilt,    so   ist   auf   dem  in  Sl"  offenen 
Kerne  B  von  (»"—  »)«  (Kap,  II,  §  3,  S.  71): 
(3)  ">M-0. 

Wir  haben  nun  noch  tu^  aui  a"  —  S  zu  bei'eofini;ii.    In  jedem  Punkte  von 

"    -58"  ißt  <u,  oberhalb   stetig   auf  H" 

§  6,  Sata  I  in  jedem  Punkte  von 

')  =  0. 

ao  daß  (4)  für  jeden  Punkt  von  a"  —  SB"  ergibt; 

(5)  s(n;a>„a")  =  0. 

Da  aber  g{a;  o>^,W^  unterhalb  stetig  auf  W  ist  (Kap.  II,  g  11.  Satz  II),  «o 
gilt  (5)  auoh  in  allen  Häufungspunkten  von  M»— Iß",  d.  h.  auf  gana  (31"  —  S'^)". 
Gehört  a  nicht  zu  (a"  — BT,  so  gibt  es  eine  Umgebung  U(a)  von  a  in  W>, 
die  <  SS".  Weil  der  Punkt  a  nicht  zu  dem  in  a"  offenen  Kern  S  von  (53"  —  »)° 
gehört,  liegen  ia  jeder  Umgebung  von  a  Punkte  von  S",  die  nicht  zu  (1ö°  —  S)" 
gehören.  Sei  b  ein  solcher.  Es  gibt  eine  Umgebung  11(6),  die  zu  £9"  — 59 
fremd.  Dann  ist  U(o)  ■  U(6)-<S9,  und  mithin  gilt  (2)  in  aUen  Punkten  von 
U(a).U(&),  und  dahe>7  ist: 

(6)  "j(i)  =  0. 

In  jeder  Umgebung  von  a  liegt  also  ein  Punkt  b,  in  dem  (6)  gilt,  alao  gilt 
wieder  (5). 

Da  nun  (5)  überall  auf  9to~fi  gilt,  so  ist  auf  Sl»  — S"; 

(7)  o,,ia)^a>{a    o,,  M»)- ff  (a;  ö),,  St«). 

Durch  (3)  und  (7)  ist  coj  auf  ganz  a"  gegL.bon.  Da  W  —  H  abgeschlossen, 
und  ff(a;(Ü2,a'')  oberhalb  stetig  auf  ai"  folgt  (Kap.  II,  §  9,  Satz  IV)  sofort, 
daß  auch  w^  oberiialb  stetig   auf  a",  und  Satz  VI   ist  bewiesen. 

Satz  TII.  Ist  die  Funktion  /  punktweiae  unstetig  auf  a,  und 
hat  sie  in  keinem  Punkte  von  ^'  einen  unendlichen  Grenzwert 
auf  SP),  so  ist  auf  ganz  W: 

- —  <^.Ca)  =  !%(<»)      (fe-2,  3, , . .). 

')  Diese  Voratissetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Beispiel  im  9(i: 

ij^        für  a  +  0    und     ^-^  (n=l,2,...), 

/■(a)=i+oo     für  0  =  0, 

»4-1     für  a  =  —  (n=l,3,...). 
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Es  genügt,  den  Beweis  für  ft  =  9  zit  führen.  Da  f  piinktvFeine  unstetig 
auf  'Jl,  liegen  die  Punkte,  in  denen 

ist,  dicht  in  Sl   und  mithin  in  91";  also  ist  in  jedem  Punkte  von  %": 

(0)  s(a;«,.,9t")  =  0. 

Da  ö),  obeihftlh  stetig  auf  91"  (§  2,  Satz  XII),  ao  ist: 

(00)  ff(o:rc^,9l<')  =  ^.{a), 

Aue  (0)  und  (00)  folgt; 

und  SatK  VII  ist  hewieseo, 

SatzVm.  IstZ-punktweiKe  unstetig')  BufS,  uad  ist  die  Menge« 
aller  Punkte,  in  denen  a.,  =  +  oo  ist,  nirgends  dicht  in  W"'),  so  ist 
auf  ganz  SC: 

^(a)  =  ,^{ffi)       (Ä=.-3,4,...), 

Es  genügt,  den  Beweis  für  fc^3  zu  führen.  Nach  Satz  V  ist  cu^j  ober- 
halb stetig  auf  91°: 

(t)  ö'"    "i    H")  — CjCöi) 

Die  beim  Beweise  von  Satz  VI  mit  St  bezeichnete  Menge  ist  hier  leeF;  denn 
andernfalls  wäre  in  ihr  SB"— S  dioht  und  da  in  jedem  Punkte  von  S"  — St 
<u,  =  -f-  oo  ist,  wäre  E  nicht  nirgends  dicht  m  %" 

Da  S  leer,  gilt,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI  gezeigt,  in  jedem  Punkte 
vun  910; 

(tT)  3(«       ,   S'.l-O 

Aus  (t)  und  (tt)  afcer  folgt: 

»Ja)  ^  «.(«;»„  91«)  =  ■■»,(«), 
und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 


und  mithin: 


0  für   a+  _ 

1  f iir  a  =^  ■ 


<^(0)  =  0,-     «.,(0)  =  1. 
')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden,  wie  aus  FuBn.  ''),  S.  223 
hervorgeht. 

*)  Auch  diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel  im  9f,; 


n 

für  o  =  +  -(M, 

M  teilerfremde  natürliche  Zailen),- 

t\a)  = 

=     +00 

für  irrationales  o 

Dftim 

ist: 

«,(«)  = 

0 

fiirfl-0. 

für  rationales  a, 
für  irrationales  a 

Also: 

«>9(Q)  = 

=  +  00,       <",(«)  = 

^0       für  alle  a. 

Ha 

lin. 

Theorie  A 

:ei  zf-m^r,  1 

Amktioneii.  1. 

15 
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Die  unetetigen  Funktionen. 

:  Funktion    auf   Sl,    deren    ScIiwaDkiiiig»^- 

cndlieh  iet=)  au£  91",  so  ist: 

™,(a)  =  a.,(a)        (k^3,4,...). 

In  der  Tat,  da  ai,  endlich  ist,  so  ist  nach  §  2,  Satz,  XII  lUj   oijej'iiaib  stetig 
auf  W,  80  daß  weiter  geschloBsen  werdan  kann,  wie  teim  Beweise  von  Satz  VIIT. 

Satz  X.    Ist  f   eine  beliebige  Funktion  auf  a,  ao  ist  auf  ganz  ■$':■. 
WS  {«)  =  0-3  («)       (Ä  =  4,  5,.,.J. 

Eb  genügt,  den  Beweis  für  lt-—i   a«  führen.   Nach   Bat«  VI   ist  «,  ober- 
halb stetig  auf  ?l": 

(•)  ö(n;™„Sl»)  =  «,(«), 

Wir  ersetaeu  im  Beweise  von  Sata  VI  f  durch  aii,   vei'sttlicn  denigüiuiiö   loitei 
S  die  Menge  »Der  Punkte  von  %",  in  denen: 
(••)  e(«i«„«')-.i,(«;«„'F)--j-0O, 

und    bezeichuen  wieder    mit   S:    den   in  91"   offenen  Kern  von  (S"  —  SB)". 

Wie  der  Beweis  von  Satz  VI  lehrt,  gilt  auf  «"  ~  S  die  an  Stelle  von  (5) 
tretende  Beziehung: 

Aus  (")  und  {•'**)  aber  folgt  für  alle  Punkte  von  m"  — S: 
(*  *)  o,  {a)  =  <o(a-<o    «0  =  <-,,(«)■ 

A   t  ^  ka  i      W    t     0         d  -]-CO    annehnion.     13eiiii  iväre   in 

P     kt  n  S 

)  (a)  ^  +  oo, 

wa      na  fi  §       bat    XU  n  b    halb  stetig  auf   9i",    es   gäbe   also 

ünf,  bung  U(  )      n  de  "-[-Oj     n  U(a)  läge  daher  Jiein  Punkt  vonlB, 

1  1  e      u  I    k   n  P  nkt      n  S     was  unm  g!  eh,  da  o  zu  ffi  gehört. 

''e      un  e   dl     M  nge    all      Punkt  n  H,    in    denen  w,  =  0.     Wir  be- 

1      [ten  t  >Q  und  s  m  t  a    1  ^         g     U  dicht  in  ff.    In  der  Tat,  andern- 

tall    g  b  n      fl  n    Menge  ©    s    daQ  öB  nicht  leer  und  §  dicht  in  ®ä. 

In  j  d  m  Punkt  n  ®S  wa  e  lann  g{a  ,,«'^  =  0.  in  ®  läge  daher  kein 
Punkt  n  S9  d  1  a  h  k  n  Punkt  n  W,  entgegen  der  Definition  von  ff. 
d         f  lg    S<S8 

■\Ia        k  nnt  n       a  g  n  i    kl    h    daß 

o  =-|-oo        f  ?    )t  ^0    aufS  — S^Sf, 
w              f    t  w   t      f  Igt 

— -i-cüafpft  =0    auffi-~,§"ff, 

Ji    glt  al      (,      )  a    h         all  n  P  ukt  on   ff,  mithin  auf    ganz  %">,    und 


jj         Ve  ailge  und  r    Funktion   /'    auf    91    gehörigen 

'^  hw  nk  ngd  nkt    n        (      Z'  K)        h  It        wir,    indem    wii'    an    die    BegrifEs- 

1)  W.  Sierpiöski,  a.  a.Ü. 

")  Es  gonügtnioht,  daß  f  selbst  endlich  sei  auf  St,  wie  ausFußn.  ^),  8.223 
hervorgeht. 
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bildungen  von  Kap,  II,  §  32  anknüpfen.  Sind  Gf*(<ii  ^,91),  g*  (a;  f,U)  obere 
nnd  untere  Schranke  von  f  auf  ffl  bei  Vernachlässigung  von  E- Mengen,  so 
bezeichnen  wir  die  Differenz; 

«•(.if,«)-e"(«if,ir)-j<  (»;/,») 

ab  die  Schwankung  von  f  in  a  auf  Sf  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen. 
Dadurch  ist  ai*  (a;  f,  Sl)  deüniert  in  allen  Punkten  von  31",  ausgODummen  die, 
in  denen: 

G*(n; /',W)  =  g*(a; /■,«)  = -|-cx)    oder    -=  — ao; 

In  dem  Falle  aefczen  wir; 
Dann  gilt: 

Sata  XI.    Damit  im  Punkte  a  von  Sl; 

Bei,  ist  notwendig  und  Kinreichend,  daß  f  stetig  eei  in  a  auf  91  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen, 

Die  Punktion  f  heißt  punktweise  uuBtetig  auf  31  bei  Vernach- 
läsaigung  von  E-Mongcn,  wenn  die  Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen  f 
stetig  ist  auf  St  bei  Vernachlässigung  voa  E-Mengen,  dicht  in  ?I  ist.  In 
Aiiftlogie  zu  Kap.  n,  §  12,  Satz  VI!  gilt  dann: 

Satz  XII.  Ist  f  auf  der  separablen  Menge  31  punktweise  un- 
stetig bei  VernachläBSigang  von  E-Mengen,  so  gibt  es  eine  auf  31 
punktweise  unstetige  Funktion,  von  der  sich  f  nur  in  einer  E- 
Menge  unterscheidet. 

In  der  Tat,  wir  definieren  eine  Funktion  f*(a)  dvmh  die  E'estsetzung ; 
In  jedem  Punkte  von  31,  in  dem; 

«•(«i/.WirMi  ff- (»;/.») 
/■•(«)-/(«). 

In  allen  anderen  Punkten  von  3t  habe  f*  iß)  einen  beliebigen,  der  Ungleichung 

(0)  j«(«if.«)irwäG*<«,  ^,si) 

genügenden  Wert,    Es  genügt  aJso  /*  (a)  auf  ganz  Sl  der  Ungleichung  (0)  und 
unterscheidet    sich  (Kap,  II,  §  12,  Satz  V)    von   f{a)    nur   m   emei   E-Menge, 
Wir  haben  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  /'*{o)  auf  91  punktweise  unstetig  ist. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung; 

g*(a)  =  9*(a;f.%)i     G*  (a)=a' (a;  f.U), 
Bo  folgt  aus  (0): 
(00)  g(a;g*,^l)<g{a;f*.^)i&(a;r,^)gG(a^&*.^}. 

Da  g*(a)  unterhalb,  G*  (a)  oberhalb  stetig  ist  auf  St  (Kap.  II,  §  12,  Satz  III), 
so  ist  (00)  gleichbedeutend  mit  (Kap,  II,  §  8,  Satz  I); 

g*(a)<g{a;f*,^)£G(a;f*,^)S6»(a), 
worauä  sofort  folgt; 

»(<.ir,<a)ia<(oi^,«), 

folgt  also: 
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In  Jedem  Pitakte,  in  dem  /■  stetig  ist  auf  St  bei  Vemachläsaigüng  tob  E-Mengeil,' 
ist  also  (nach  Satz  XI   und  g  2,  Satz  III)  f  stetig  auf  91.  Also  ist  f*  punkt- 
weise unstetig  auf  ?l,  und  Sata  XII  ist  bewiesen. 
Ganz  wie  Satz  XII  von  g  2  beweist  man; 

cü*(a;f,at)    oberhalb  stetig  .auf  W  in    JRdem 
nicht: 

G*(«; /;«)=- 5*  (a; /;«)  =  + OO     oder     -^  — Oü, 
Ganz  ebenso  wie  Satz  II  von  g  4  beweist  man: 

Satz  XIV.  Ist  /"auf  Sl  beschränkt  und  punktweise  unstetig  bei 
nachlässigung  von  E-Meagen,  so  ist  für  jedes  q>0  die  Menge 
sr  Punkte  von  «,  in  denen: 


In  Analogie  zu  Satz  III  und  IV  von  g  4  gelten  nun  die  beiden  Sätze: 
Sata  XV.    Ist  f  auf  m  punktweise  unstetig  bei  Vernaohläsaigung 
von    E-Mengen,   so  ist  die  Menge  S8   aller  Punkte  von  91,   in  denen  f 
auf  91  unstetig  ist   bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,   von  erster 
Kategorie  in  9t, 

Sata  XVI.  Ist  9!  relativ-vollständig,  und  ist  für  jedes  e>0  die 
Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  (t)  gilt,  von  erster  Kategorie 
in  91,  so  ist  f  auf  ffl  punktweise  unstetig  bei  Vernachlässigung  von 
E-Mengen. 

Bei  Funktionen  einer  i'cellen  Veränderiichen  kann  auch  einseitige 
punktweise  Unstetigkeit  in  Betracht  gezogen  werden.  Ist  91  Punktmenge  im 
iß,,  so  heißt  f  rechtsseitig  (linksseitig)  punktweise  unstetig  auf  95, 
wenn  die  Menge  aller. Punkte  von  9t,  in  denen  f  rechtsseitig  (linksseitig)  stetig 
auf  91  ist,  dicht  ist  in  91.  Es  kann  f  rechtsseitig  punktweise  unstetig  und 
dabei  total-unstetig  auf  9t  sein'^).     Hingegen  gilt: 

Satz  XVn.  Jede  in  einem  Intervalle  des  31,  rechtsseitig  (links- 
seitig) punktweise  unstetige  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle- 
auch  punktweise  unstetig. 

In  der  Tat,  dies  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  g  4,  Satz  XII, 
An  Stelle  von  §  6,  Safa  I  tritt  der  ganz  analog  beweisbare  Satz: 
SatK.XTIlI.   Ist /"rechtsseitig  oberhalb  stetig   auf   der  Punkt- 
menge 91  des  %.  so  hat  die  rechtsseitige  Schwankungsfunktion: 

tü+(a)-™+(a;f,9I) 
in  jedem  Punkte  von  M"^,  in  dem: 

S+(«;/,91)>-00, 
die  rechtsseitige  untere  Schranke  0: 
g^(Q;r,.+  ,9t)  =  0. 

»)  In  der  Tat,  ist  iä  — 9t91+  dicht  in  M  (wi 
dichten  perfekten  Punktmenge  des  M,  zutrifft),  sc 
rechtsseitig  punktweise  unstetig. 
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An  Stelle  von  §  6,  Sata  11  tiitt; 

Satz  XIX.  Ist  91  eine  linksseitig  abgeschlossene  Punktmenge 
des  SR,,  und  ist  f  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  91,  so  ist  f  reehfcs- 
seifcig')  punktweise  unstetig  au£  31, 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  der  Tatsache,  dafl  (bei  beschränktem  f) 
01+  (a;  f,  %)  rechtsseitig  oberhalb  stetig  (g  2,  Sat/  XIV).  und  aus  Kap,  11,  g  13, 
Satz  IX, 

^)  Es  kann  (auclt  wenn  91  abgeHchlosson  ist)  nicht  behauptet  werden, 
daß  /■  punktweise  unstetig  auf  9(  ist.  Beispiel;  Sei  S  eine  nirgends  dichte 
perfekte  Punktmenge  des  iR,,  und  sei  /"==  I  auf  91+ ,  und  f^O  auf  9i  —  Sl^.. 
Dann  ist  f  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  %,  aber  total-unstetig  auf  91.  Di^s 
scheint  in  Widersprach  «u  stehen  mit  einer  Bemerkung  von  W.  H,  Young, 
Quart,  Joum,  1908,  263. 
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Viertes  Kapitel. 
Funktionenfolgen. 

§  1.    Maximal-  und  Minimalfunktioaen. 

Sei  auf  der  Punktraenge  9t  eine  uiieiidÜcho  Folge  von  Funk- 
tionen; 

f,.f, f,,... 

gegeben;  wie   bisher    bezeichnen   wir   sie  kurz  mit   {/',.}.      Die  Folge; 

fk,fk  +  l<  -  ■  v/i  +  vi  ■  ■■ 

bezeichnen    wir    als  die  ft-te  Eestfolge  {fy},,    von  /;, ;    die  endliche 
Folge: 

/ii/iH  1 ,  fk-\  i 

werde  bezeichnet  mit  (Z,.)^''. 

Eine  Zahl  p,  die  so  beschaffen  ist,  daß: 

fy  (•*)  ^  P     ^^^  ^'"^  ^  ^^'^  ''^^  ""'^  ^^'®  '' ' 
heißt    eine    Oberzahl    (majorante    Zahl)     von    {t„}    auf  ''ä,    und 
analog  werden  die  Oberzahlen  für  {fv}^  und  {fv}l  ' '  definiert.     Kine 
Funktion  F(a),  die  so  beschaffen  ist,  daß: 

f,.{a)^F{a)  für  alle  a  von  %{  und  alle  i-, 
heißt  eine  Oberfunktion  (majorante  Funktion)  von  {fr},  «nd 
analog  werden  die  Oberfunktionen  von  {fr}^  und  {fr}l  '" '  definiert. 
Ganz  entsprechend  sind  die  Definitionen  von  Unterzahl  (minorante 
Zahl)  und  Unterfunktion  {minorante  Funktion)  einer  Funktioneu- 
folge. 

Eine  Funktionen  folge  heißt  nach  oben  (nach  unten)  beschränkt 
auf  9t,  wenn  sie  eine  endliche  Oberzahl  (Unterzahl)  auf  9t  besitzt, 
oder  —  was  dasselbe  heißt  ■ —  wenn  sie  eine  nach  oben  beschränkte 
Oberfunktion  (bzw.  eine  nach  unten  beschränkte  Unterfunktion)  be- 
sitzt.    Sie   heißt   beschränkt  auf  91,   wenn   sie   sowohl  nach  oben 
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ais  nach  unten  beschränkt  ist  auf  %.  Eine  Funktioneniolge  kann 
für  jedes  a  von  ?[  beschränkt  sein,  ohne  auf  ?I  beschränkt  zu  seiii^). 
Diejenige  Funktion  auf  3t,  die  in  jedem  Punkte  a  von  21  gleich 
ist  der  oberen  (unteren)  Schranke  der  Folge  {/'v  («)},  nennen  wir  die 
obere  (untere)  Schrankenfunktion  von  {f„}.     Die  durch 

f(a)  =  m  f,.  (a) ;      f(a)  =  lim  /;,  {a) 

definierten  Funktionen  nennen  wir  obere  und  untere  Grenzfunk- 
tion von  [f^y 

Jeder  Punkt  von  9t,  in  dem  {/■^}  konvergiert,  d,  h.  in  dem 

lim  f,  (a)  =  hm  f..  (a)  =  hm  f.  («). 

heißt  ein  Konvergenzpunkt,  jeder  andere  ein  Oszillationspunkt 
von  {fy}.     Ist   eine  Folge   in,  jedem  Punkte  von  9(  konvergent,  so 
heißt  sie  konvergent  i^uf  'X,     Die  durch 
/■(a)  =  lim  f^.{a) 

definierte  Funktion  heißt  dann  die  Grenzfunktion  von  {/V}. 

Wenden  wir  auf  sämtliche  Fimktionen  einer  Folge  die  Schrän- 
kungetransformation an,  so  geht  sie  in  eine  beschränkte  Folge  über 
Aus  Kap.  II,  §  1,  Satz  I,  II,  III  entnimmt  man  sofort; 

Satz  I.  Geht  durch  die  Schränkungstransformation 
{/„}  über  in  {If},  so  gehen  dabei  obere  und  untere  Schran- 
kenfunktion und  Grenzfunktion  von  {fy}  über  in  obere  und 
untere  Schrankenfunktion  bzw,  Grenzfunktion  von  {/?}- 

Satz  IL  Geht  durch  die  Schränkungstransformation  {/;} 
über  in  {/*},  so  haben  {f.}  und  {/?}  dieselben  Konvcrgen/.- 
uTid  Oszillationspunkte. 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  St°,  Zu  jedet  gegen  a  konvergieren- 
den Folge  {aj  aus  ■H: 


md  jeder  ins  Unendliche  wachsenden  Indizesfolge  (*'„}: 
Ifnken   wir  uns  nun  gebildet: 

m  ffA   Heieu   dieaelbii,    auf  91  endliche,  absr 
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Die  obeie  Schranke  Alet     lieaei  i    bezeichnen  wii   mit  /'(a;  {/'^},  *Jl), 
und  nennen  die  bo  auf  Jt"  detmieite  Punktion  die  Maximalfunk- 
tion v(n  {t}  auf  fl(^)      Griinz   analog  ist  die  Definition   der   Mini- 
malfunktion  y{a  {f,}  <>(}  al?  untere  Schranke  aller  Werte: 
lun/     {a)^^it      \hma  ^^a      Um  i   =-|-oo}. 

Äua  dieser  Definition  ergibt  sich  unmittelbar: 
Satz  m.     Ist  SOt  und  a  Punkt  von  SS^  so  ist: 

r(«;{f;},a5)är(a;{f.},90;     r(a;{a3)^r(«;  (/;.}, st). 

Aus  Kap.  II,  §  1,  Satz  I  und  II  folgt  weiter  sofort: 
SaU   IV.      Geht    durch   die   Sohränkungstransformation 
{/;}    über   in   {ff},    so   auch    r{a;{f.},'ü)    in    r(a;  {/:<}, 91)    und 
yia-{f„},^)  in  r{a;{n}M}. 

Maximal-  und  Minimaifuiiktion  gewinnen  sehr  an  Äiiachaulich- 
keit  durch  folgende  Betraehtungs weise');  Wir  bilden  aus  dem  zu- 
grunde gelegten  metrischen  Räume  SR  einen  neuen  Raum  3t,  dessen 
Punkte  die  Paare  [a,«]^)  aus  einem  beliebigen  Punkte  a  von  SR  und 
einer  beliebigen  (endlichen)  reellen  Zahl  i  seien,  wobei  der  Punkt 
a  von  *R  als  identisch  mit  dem  Punkte  [a,0]  von  9J  betrachtet 
werde*},  in  Zeichen: 
{<)  «-[«,0). 


Wir   machen   den   Raum 

^    zu   einem   metrischen  durch  die 

Festsetzung:  der  Abstand  der 

zwei  Punkte  [«,«]    und    [a',/\    von  §! 

sei  gegeben  durch: 

(")          r([<.,.],  [.',/]). 

-VV(a,fi.7  +  (2  — /)*. 

Aus  (*)  und  (**)  folgt  dann: 

{*-■*)          limK, .„]  =  «,    wen, 

n     lim  ((^^  =  (( ;     lim  s^^  =  0 . 

Ist  niin  9t  irgendeine  Punktmenge  aus  9i ,  so  werde  {bei  ge- 
gebenem  z)    unter    ^i{z)    die   Menge    aller    Punkte  [a,e\    von    Sfi  ver- 

')  Vgl.  zu  diPMJ  Begriftfcbildimg  (.  A  Dell  Agnola  Afcti  Veii  fc« 
(1909/10),  151. 

')  Sie  dürfte  (fui  Folgen  (ou  Funkfionou  einti  leelleii  Veiandeilicheiil 
zuerst  von  P.  Du  Bois  Reymoud  angewendet  noideii  -^em  J  f  Math  100 
(1887).  831. 

')  Eine  VerweohBlung  dieses  Symbolo  mit  dem  der  abgesoiiloBapncti 
Intervalle  ist  nicht  zu  befürchten 

*)  In  der  Spiathe  der  aoalyttschfn  (ieometne  konnte  man  sagen  SB  int 
die  Ebene  s  =  0  von  §{ 
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etandeu,  iür  tiie  a  zu  9(  gehört.  Wir  können  nun  eine  auf  W  ge- 
gebene Folge  {/■„}  zur  Darstellung  bringen  als  eine  Funktion  f.auf 
der   Pnnfefcmenge: 

s_«(i)+9i(l)+. .,+«(;)+. ^. 

von  3i,  indem  wir  festsetzen:  Ist  a  Punkt  von  91,  so  habe  f  im 
Punkte  [a,  'j  von  %  den  Wert  f„{a).  Aus  (»**)  folgt  dann  un- 
mittelbar: 

Satf  V.  In  jedem  Punkte  a  von  St"  stimmen  Maximal- 
und  Minimalfunktion  von  {f^}  auf  %  überein  mit  oberer 
und  unterer  Schrankenfunktion  von  f  auf  ^: 

/■(o;{/;},a)_e(.;?,i);    ,{K{f.},«)-,j(a;f,i}. 

Daraus  fließen  nun  leicht  die  wesentlichen  Eigenschaften  von 
Maximal-  und  Minimalfunktion; 

Satz  Tl.  Die  Zahlen  yia;{f,},'ä)  und  />; {/;.}, 3t)  sind 
charakterisiert  durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist        q>r(a;{f;},^)     (oder  ?.<>'(o;{f,},W)), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in   3t,   und   einen   Index 

y^,  so  daß: 

(0)  fi.(a')<g  (bzw.  f;,(<(')>p)  für   alle  a' von  U  und  alle  v  ^  ,'^. 

2.  Ist      5<r(o;{r.},9l)     (oder     p  >  j- («;  {f,}, 'S)), 

so  gibt  es  au  jedem  Index  v^  in  jeder  Umgebung  11  von  n 
in  31  mindestens  einen  Punkt  a'  und  einen  Index  v  ^  *,,, 
so  daß: 

(00)  f.(a')>5     (t^«--     t'Aa'Xp)- 

In  der  Tat,  ist 

4  >/'(«;  {«,«), 

SO   gibt  es  wegen  Satz  V  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  eine  Umgebung 

(t)  0(f,ü(a))<<t. 

Es  gibt  nun  ein  p  ^  0 ,  so  daß  für  die  Umgebung  Ü  (a ;  g)  von  a  in 

ä  gilt; 

ä(.;s)-<a(o). 

Ist  nun  a'  Punkt  von  31  und: 
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so  gehört  der  Punkt  W,-\  iüi-v^%  zu  U(a;3),  mithin  ku  tl  (»)"; 
d.  h.  wegen  {|):  für  jeden  zur  Umgebung  U  (a;  -^)  von  a  in  St  ge- 
hörigen  Punkt  a   gilt: 

/;,(a')<3     für     "^■J'o- 
Damit  ist  (0)  nachgewiesen. 
Sei  sodann: 

(tt)  5<r(<.;{«,a), 

.-sei  Vd  ein  beliebiger  Index  und  U(a)  eine  beliebige  Umgebung  von 
«  in  91.  Die  Menge  aller  Punkte  W,-\  von  S,  für  die  a'  zu  U(a) 
gehört  und  "^^o  ist,  bildet  dann  eine  Umgebung  Ü  (a)  von  a  inÄ, 
Da  nach  Satz  V  (|f)  gleichbedeutend  ist  mit: 

gibt  es  also  nach  Kap.  II,  §2,  Satz  VII  in  Ö  (ra)  einen  Punkt  j«',  || , 
in  dem 

f>9, 
d.  h,   es  gibt  in  U(a)  einen    ['unkt  a'  luid  dazu    einen    IndoK   y  ^^v„, 
80  daß  (00)  gilt.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Satz  Vn.  Ist  «  Punkt  von  31",  so  gibt  ee  in  a  zwei 
Punktfolgen  {«'„},  («Ii'}  "iid  dazu  zwei  Indizesfolgen  {»^}, 
{/i},  80  daß: 

lim  a'„  ---r-.  a:     lim  >■;  =  -f-  oo;     hm  /^-^  («'„)  ==  /'(«;  (/;} ,  W); 

hm  o',;  =  a ;     lim  v'^  -=  -^  oo;     lim  t> «')  =  J'  (« ;  {A'} .  »l) • 

In  der  Tat,  wegen  (**)  (S.  232)  und  Satz  V  ist  dies  gleich- 
bedeutend   mit    der    Behauptung:    Es    gibt    in    Ü    zwei    Punktfoigen 

lim  \<,f]  — «;    K'n  f  ([«i.  ^J)  =^  0  [a;  f,  flj : 

limU;,ij— o;     limf([i.:,ij)  =  j(o;f;ä). 

Dies  aber  ist  der  Fall  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VI. 
Satz  Vni.     In  jedem  Punkte  von  91«  ist: 
(1)     7((i;{f,},«)^j(<i;limf„«)gG((.;iim/„8()^/'(o;{f,},81). 
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En  jedem  Punkte  von  S  ist: 

r  («;  {A)  '^)^g  («;  lim  /; ,  a)  ^  i™  f,  (a) 

Sei  in  dei'  Tat  a  ein  Punkt  von  ai",  und  i;  irgendeine  Zahl; 
!•)  ?>/■(<.;{/,},!!). 

Nach  Satz  VI  gibt  es  eine  Umgebung  It  von  a  in  91  und  einen  Indes 
Vp,  so  daß  (O)  gilt.     Für  alle  a'  von  U  ist  dann  aber; 

Alm  ist; 

G(Tnn/;,u)^«, 

und   mitbin  auch ; 

0(a;ii^/;., 91)^3, 

Da  dies  für    jedes  der  Ungleichung  (*)  genügende  q  Butrifft,    so    ist 
also  auch: 

ff  (« ;  iii^  f. ,  9f)  £  r{a ;  {f.} ,  9t) , 

womit  die  eine  Hälfte    von    (1)   bewiesen    ist.     Analog    beweist   man 
die  andere. 

Ist    a    insbesondere    Punkt    von    %,    so    ist    nach    Kap.  II,  §  2, 
Säte  II: 

ff  (a;  Um  f,  ,  %)  ^  lim  f..  [a);      lim  /;  («)  ^  G  (a;  lim  f.,  %), 


■^o  daß  (2)  aus  (1)  folgt.     Damit  ist  Satz  VIII  l 

In  einem  isolierten  Punkte  von  91  ist  oiJenbar: 

yia;{f,.}.m^limf,.(a);      /'(a;  {/■„},  9r)=- lim  f„  (a). 

Endlich  folgern  wir  aus  SatM  V  und  Kap.  II,  §  11,  Satz  II 
sofort : 

8atz  IX.  Für  jede  Funktionenfolge  {f^}  ist  die  Masi- 
malfunktion  /"■(«;{/;,}, a)  oberhalb  stetig,  die  Minimalfunk- 
tjon  3- (a;  {/;,},  9i)  unterhalb  stetig  auf  31". 

Sü  wie  wii-  in  Kap  II  nebtn  df-n  Schrankenfunktionen  auch  die 
ledii/.iei'ton  SchrankenfunUn. nen  ei  jfefuhit  haben  §1!,  S.  168),  so  können 
wir    hiftr    auch    redir/iertt     "Vif  \  n  al      und    Mimmilhinktion    von    {fy}   ein- 
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führen').  Wif  definiereni  Sei  a  ein  Punkt  von  91'  und  {n^}  eine  Pniiktfoige 
auB  31  mit: 

lima^  =  a;     (!„=(=«     für  allo  n. 

nnd  sei  fvj^l  eJHe  Indizcsfolge  mit; 

lim  r„  ^  -|-  00 . 
Wir  clfinkoii  uns  gebildet: 

und  hezeichnen  mit  -r'(«;{/'j.},  9()  die  obere  ')ohiaake  aller  daeser  GioÖen  i 
SaduTch  ist  r  (a;  {f^},  %)  als  Funktion  von  a  detmiortauf  Sit'  Sie  heißt  die  re 
dusieite  Masimalfunktion  von  {fy}  auf  St  Analog  defimeit  man  die 
reduzierte  Minimalfunktion  /  (a;  {/■,}  i|)  \vt.  d«  Definition  tolgen 
BOfort  die  Sätze; 

8atzX.GehtdiirchdieSchränkuiigstiaii«i±ojmation{/ }  ubei  in 
{n},     Bo     auch     r<a;{f4,m     in     r(a;{n}.^)     und     /f«;(f,.},W     in 

Satz  XI.     In   jedem  Punkte  von  m'  ist: 
(0)  ?(a;(M«)ä/(«-W'5<)Är(«;(,^„},?I)^r{a;(f,},a); 

in  jedem  Punkte  von  3t'  — «?!'  iflt: 
(00)  /(et;  {/■,},  at)  =  K«;{/^>}.  21);     /•'(«;{/■„},  9t)=./-(«;  (/■,.},  St). 

Sali!  XII.  Die  charakteristisohen  Eigenschaften  von  S»tr.  VI 
gelten  auch  für  r {a;{f, },%)./ {a;{f,},W.)  in  jedem  Punkte  o.  von  W, 
wenn  die  Umgebungen  U  von  a  in  a  durch  die  reduzierten  Um- 
gebungen U'  von  o  in  9t  ersetzt  werden. 

In  der  Tat,  ist  a  Punkt  von  St'  — iSW,  so  giifc  dies  wegen  (00)  von 
Satz  SI.  Ist  a  Punkt  von  Sl^',  so  bezeichne  man  mit  31'  die  Menge,  die  au» 
Sl  duroll  Weglassen  von  a  entsteht,  und  hat  nach  (00)  von  Satz  XI: 

/(«i  {/,},  91) ~ K«i  {/■,},  S')i    J'  («i  {f.}. «)-/■<«;  {r,},  «')■ 
Indem  man  nun  auf  9t'  Satz  VI  anwendet,  erhält  men  Satz  XII. 

Ebenso  erhält  man  aus  Satz  VII: 

8alK  XIII.  Ist  «  Punkt  aus  a',  so  gibt  es  in  St  zwei  Punkt- 
folgen {<},  {<},  und  xvfei  Indizesfolgen  {<,},  {<},  so  daß: 

limo;  =  n;     a'^^a;     ]im^„  =  4-0O;     ^im^;  («;)  =  r  («;  (f,,},  3i): 

Iimn';=fl;     <4.(i;     ]im/^  =  +  00;     limf,.-^(a'^)^y'(a;{f,,}.'Ü). 
Auf  dieselbe  Weise  wird  aus  (1)  von  Satz  VIII^): 

')  W.  H.  Young,  Lond.  Proc,  (2)  6  (1908),  29,  298.  Dort  wird 
/"  (o;  {/■,},  W)  als  „peak  function",  /  (a;  (fy\,  Jt)  als  „chasm  funotiou"  be- 
zeichnet. 

«)  Die  KU  (2)  von  Satz  VllI  analoge  Ungleichung: 
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Satz  XIT.     In  jedem   Punkte  von  «1'  ist; 
!■'  (o;  {fy}  .  a)  £g'  (a;  lim /;  ,  31)  ^  G'  {a;ü^f,..  m)<r'  («;  {f^},  «). 

Endlich  folgern  wir  noch  aus  Sata  IX: 

SatK  XV.  Für  jede  PnnktJonenfolge  {f,}  ist  F' (a;  {f..},%) 
oberhalb  stetig.  / (a;{f.},%)  unterhalb  stetig  auf  a\ 

Sei  in  der  Tat  «i  ein  Punkt  von  31^  ußd  sei  9!'  =  M,  wenn  a,  nicht  in 
ai,  hingfige»  sei  9t',  wenn  a^  in  91,  die  aus  91  durch  Weglassen  von  a^  ent- 
stehende Menge.    Nach  Satt  SI  ist: 

It)       /(•,;{/■,},  «)-I'(o,i  {/•.},«'),     '•I<.,;{f„},!l)-r(a,i  {(■,},«'), 

während  für  aJle  a  ^  a,   von  91': 

(tt)        /(a;(r,},a)>M";{/r},3t');    r' (a;  {;'„},  9()^r(B;  {,',},  91'). 

Da  (9l')o=9l»,  ist  nach  Satz  IX  r(a;  {/"„},  91')  oberhalb,  7  (a;  (/■^},  9t') 
«utorhalb  stetig  auf  91*'  mithin  auch  auf  9t'.  Aus  (f)  und  (ff)  folgt  dann 
aber  sofoit,  daß  in  «,  auch  T' (a;,{^J,  St)  oberhalb, /(a;{A.},  9t)  unterhalb 
stetig  ist  auf  a'    womit  Satz  XV  bewiesen  ist. 

In  Et^anznng  von  Satz  XI  zeigen  wir  noch: 

Sats!  XVI.  Sind  im  Punkte  a  von  9tSf'  alle  f^  unlorhalb  stetig 
auf  11    so  ist 

(1}  /"(ö.;  (/',.},  91) -/'(«;{/■.},  9t), 

sind  sie  oberhalb  stetig  auf  91,  so  ist: 

<2)  /(a;{f.},9t)=r(«;{f..},a). 

Vermöge  der  Schränk  ungstransformation  (Satz  IV  und  Satz  X)  können 
wir  {f„J  als  beschränkt  annehmen.  Angenommen  (I)  gelte  nicht.  Wegen 
Satz  XI  ist  dann: 

und  es  gibt  daher  nach  Satz  VIl  eine  Punktfolge  {«„}  in  9t  und  eine  Indizes- 
folge  {v„},  BO  daß: 

(3)  lima.  =  ffl;    limr,  =  +  (X):    lim/-,.„  (a„)>  ^'(ß;  (/-J,  9(). 

Nach  Definition   von  F"  muß  also  sein: 

ft„^=a     für  unendliche  viele  a. 

Indem  v/i"  .nötigenfalls  von  {a„}  zu  einer  Tcilfolge  übergehen,  können  wir 
annehmen : 

und  haben  aus  (3): 

(4)  limA„(a)>r'(a;(f.,},91). 

gilt  nicht  allgemein.  Wohl  aber  kann  man  (ganz  ebenso  wie  in  Kap.  11,  §  11, 
SatE  VIl  bewiesen  wurde)  zeigen,  daß  —  wenn  9191'  separabel  -—  diese  Un- 
gleichung überall  auf  9131'  gilt,  abgesehen  von  einer  aba  ählbaren  Punktmenge. 
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Da  a  Punkt  von  SS'  und  alle  f^^  uotorhalb  eteiig  in  a  auf  ?1,  gibt  <■« 
in   M  ein  a'^  ^  a,  so  daß: 

(5)  r{al.a)<y    t'„Kr,>  K(a)-\ 

AuB  (3),  (4),  (5)  aber  folgt; 

■lima^=-rt;     <  +  a;     lim^^  =  H-CO;    Hm  A„  (a^J  > -("l,a;  {/■„),  «). 

im  Wideiepruoh  mit  der  Definition  von  l'.  Damit  ist  (l)  bewiesen,  und 
ebenso  beweist  man  (2). 

In  Satz  XVI  ist  der  Satz  enthalten: 

SatjB  Xyn.  Sind  im  Punkte  a  von  9tV  alle  f^  stoti,;  auf  31,  so 
gilt  sowohl  (1)  als  (3)  von  Satz  XVI. 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß,  wemi  die  f^  Funktionen  einor  reellen  Ver- 
änderlichen sind,  aueh  einseitige  (reduzierte)  Maximal-  und  Minimalfimktion 
von  {fy}  definiert  werden  können.     Wir  gehen  darauf  nicht  ein'). 

§  3.  Stetige  Kouvergenz  und  halbstetigo  Oszillation. 

In  Analogie  zur  Stetigkeitsdefmitioii  einer  Funktion  (Kap.  II,  §  3, 
S.  122)  definieren  wir  nun:  Die  auf  ?t  gegebene  Folge  {/;,}  heißt  im  Punkte 
a  von  gj*  stetig  konvergent  auf  ^,  wenn  für  jede  Punklfolge  {«„} 
aus  91  und  jede  Indizesfolge  {r,,}  mit: 

(0)  lim  ffl„  ^  a     und     Um  j'^  =  -j-  OQ 

der  Grenzwert  lim  f„„  («,J  existiert.   Aue  dieser  Definition  folgt  sofort : 

Satz  I.  Geht{/;}  durch  die  Schränkungstransformation 
Ü=ber  in  {^},  so  folgt  aus  der  stetigen  Konvergenz  von 
{f^}  in  a  auf  K  auch  die  von  {f*)  und  umgekehrt. 

Satz  II.  Damit  {U}  stetig  konvergent  sei  in  «  auf  %. 
ifSt  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(1)  r(«;{f,},9I)  =  ?(«i{f.).SI).') 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  (/,}  stetig 
konvergent  in  a  auf  %,  so  !iat  für  alle  (0)  erfüllenden  Folgen  {«„}. 
{r„}  der  Grenzwert  lim /;,„  (a J  denselben  Wert  l\ 

(2)  "~"      \\mUjaJ  =  }. 

Denn  angenommen  es  wäre; 

lim  a^  =  « ;     lim  j'^  =  -^  co ;     lim  /^;^  ( «'„)  =  l' ; 

')  Vgl.  .hierüber  W.  H.  Young  a.  a.  0, 

")  Eb  könnte  also  die  stetige  Konvergenz  auth  durch  Gleichung  (1)  defi- 
niert, werden. 
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so  würden  auch  die  Folgen: 

a'i ,  a'l,  a'^,  a!^,  ...,a'„,  a'n<  ■■  ■;     ''j >  ''"  <■'; >  ''."i  ■  ■  ■  >  ''m >  »'k\  — 

(0)  erfüUen,  ohne  daß  die  Folge: 

f.,  K),  ft;  «),  /■,;  «),  ft;  W).  ....  /■,..  K),  ^J  «),  .  .  . 
einen  Grenzwert  besäße,  was  der  Stetigkeit  der  Konvergenz  wider- 
spricht. 

Da  nun  aber  (2)  für  alle  (0)  erfüllenden  {t<^„);{v^)  gilt,  so  ist 
zufolge  der  Definition  von  F  und  y: 

r(.;{f.}.a)-(;   ,(•;{«.»)='. 

und  (1)  ist  als  notwendig  erwiesen. 

Die  Bedingung  igt  hinreichend').  Denu  nach  Definition  von 
r  und  y  folgt  aus  (0): 

(3)  7(«;  {f.},  «)<iim/;„(a„)^iiE/;„(«j^r(«;  {/■„},  st), 

und  mithin,  wenn  (l)  erfüllt  ist: 

lim /;,„{«J  =  iTi^f.„  («.,). 

d.  h.    es    existiert    der   Grenzwert    \axif,.^^{a^,    und  es   ist  somit  {f,,} 
stetig  konvetgent  in  a  auf  91.  """^ 

Satz  m.^)  Damit  {Q  stetig  konvergent  sei  auf  ffl  im 
Punkte  a  von  9t,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß{f^(a)} 
konvergent  sei,  und  daß 

(4)  r{a;  {/;},  %)  =  y(a;  {/;},  9t)  =  lim /;,(«) . 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  {/,}  stetig 
konvergent  in  a  auf  31,  so  gilt  nach  Satz  II  jedenfalls  (l).  Nach 
Definition    von  F  und  y    aber    folgt    aus   (0)  Ungleichung  (3).     Aus 

(1)  und  (3)  aber  folgt  (4),  indem  man  «„=^tt  setzt  für  alle  n. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Dies  ist  schon  in  Satz  II 
enthalten. 

Ebenso  leicht  erkennt  man: 

Satz  Vi.  Damit  {Q  im  Punkte  a  von  9^  stetig  konver- 
gent   sei     auf    9t,    ist  notwendig  und   hinreichend,     daß    für 

')  Dies  ist  ein  allgemeiner  Grenzaat?. 

^)  Definiert  man  die  stetige  Konvei^enz  dnreli  Gleichung  (!)  von  Satz  II, 
so  sind  Satz  III  und  IV  allgemeine  Grenzsätze. 
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alle  (0)  erfüllenden  {a„}   und  {vj: 

(t>  Wi.„  («„>=/'(«;  {f,},  9t)  ^  y  («;  {f.},  9t). 

Ist  insbesondere  a  Punkt  von  ?t,  so  ist  (t)  gleichbedeutend 

mit; 

(l-t)  lim /;.„(aj  =  lim /;,(«). 

Es  folgt  daraus  unmittelbar,  daß  in  einem  isolierten  Punkte 
a  von  9t  stetige  Konvergenz  von  {f^}  gleichbedeutend  ist  mit 
Konvergenz  von  {/v(«)}' 

Siitz  V.  Damit  die  im  Punkte  a  von  9t  konvergente 
Folge  {/;,}  stetig  konvergent  sei  in  a  auf  %,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  p; 

(*)  p<  lim /;(«), 

und  ebenso  zu  jedem  q: 

^:>  lim /;(«), 

eine  Umgebung  II    von  a    in  %    und    einen    Index  v^    gebe, 
so  daß: 

[&'l'"-^\    für  alle  a'  von  U  und  alle  v>v^. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  etwa,  es  gäbe 
zu  einem  (*)  erfüllenden  p  kein  solches  j-^  und  keine  solche  Um- 
gebimg U.  Dann  gäbe  es  für  jedes  n  in  W  [a;  -J  einen  Punkt  a^ 
von  9t  und  einen  Index  y„^n,  so  daß: 

Es  wäre  also  auch: 

iü^ /;,„(«„)<  lim /;(«), 

im  Widerspruche  mit  Satz  IV. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Ist  dann  {«„}  eine  Punktfolge  aus  ?t,  {»■„}  eine  Indizesfolge  mit: 

lim  a„  =  a;     lim  r„  =^  -|-  od  , 

so    liegen  fast  alle  a„    in  U,    und    für    fast   alle  n    ist  ''„^»'n.  d.  h. 
es  ist: 

'*n(''n)^P'      f'')i('*«)^5      ^^''  ^^^  ^1^  •*' 
d.  h.  es  ist: 

lim  U^  (aj  ==  lim  /,  {«), 
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und  nach  Satz  IV  ist  die  stetige  Konvergenz  von  {f,}  in  «  anf  W 
bewiesen. 

Ist  {f^}  stetig  konvergent  in  a  auf  %,  und  ist  der  durch  (f) 
von  Satz  IV  gegebene  Wert  endlich,  so  wollen  wir  sagen,  {/;,}  sei 
eigentlich  stetig  konvergent  in  a  auf  %. 

Satz  VI.^)  Damit  {^,}  im  Punkte  m  von  Sl"  eigentlich  stetig 
konvergent  sei  auf  9(,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
für  jede  Punktfolge  {((„}  aus  91  mit  lima„  =  a  die  Beziehung 
bestehe:  ""■" 

e)  lim      (/;•(««■}  — f,.M  =  o. 


Die  Bedingung  ist  notwendig.  Ängenomöien  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.  Dann  gibt  es  eine  gegen  a  konvergierende  Punkt- 
folge {a^}  ans  91,  ein  e>-0,  und  wennw^jV^  beliebig  gegeben  sind, 
Indizes  w,  n',  v,  /,  so  daß: 

"2;»..«'2"«.'2»«.''ä'.i    lf.-M-f.Wlä«- 

Es  gibt  dann  also  insbesondere  Indizes  «,■,  nj,  i'i,  vj,  so  daß: 

ra^i,  n'i^i,  v,>i,  v^^i;     | /,.(«„;.)-/;,(«„,)  j^e. 
Es  kann  also  die  Folge 

nicht  eigentlich  konvergent  sein,  und  mithui  kann  na,ch  Satz  IV  {f,,} 
nicht  eigentlich  stetig  konvergent  sein  in  a  auf  9t 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Ist  dann  e  >■  0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder 
gegen  a  konvergierenden  Folge  {«„}  aus  "t  Indizes  v„  und  v^, 
so  daß: 

/■.'(«..)-/'.(«,)l<«    !«'    .>«„,«'2«.,»är.,V2.,; 
ist  also  limx'^^-f-oo,  so  gibt  es  ein  n,  so  daß: 

|f... (<•»■) -/■.,(«.)!<<'     ffir,>5,  ,,'>*, 
d.h.  die  Folge  {fv„(a„)}   ist  eigentlich  konvergent.     Daraus   folgt' 
sofort  die  eigentliche  stetige  Konvergenz  von  {f,.}  in  a  auf  91,  und 
Satz  VI, ist  bewiesen. 

Sata  VII.  Damit  {/".,}  im  Punkte  a  von  9t°  eigentlich 
stetig  konvergent  seiauf  ä,  ist  notwendig  undhinreiohend, 


')  Sata  VI  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

[ahn,  Theorie  der  reellen  ¥ 
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daß    es   zu    jedem  e>0  eine  Umgebung  U    von   a   in  9t  und 
einen  Index  v^  gebe,  so   daß: 

(")  I  f..« -f."  («")!<. 

für  alle  a',a"  von  U  und  alle  *'' ^'^'o' ^" ^^o- 
Die  Bedingung  ist  notwendig.     Angenommen   in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  ertüllt.     Dann  gibt  es  ein  s>-0,   ferner  zu  Jedem  n  zwei 
Indizes  v'„'^n,v'^'^n,  und  in  ufa;— 1    zwei   Punkte  a'„,  a'^   von    91 
derart,  daß: 

Also  ist  für  die  gegen  a  konvergierende  Folge: 


die  Bedingung  von  Satz  VI  nicht  erfüllt,    und   somit   ist  {fy}    nicht 
eigentlich  stetig  konvergent  in  a  auf  %. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie  sei 
erfüllt.     Ist  {a„}  eine  Punktfolge  aus  21  mit  lima„  =  ra,   so  gibt  es 

ein  M(|,  so  daß  a^  für  n^n^  in  U  liegt.     Wegen  (**)  gilt  also: 

iA'M -/■.■"  (««'■)!<«     für     n.'>«o.""^no'^'^''o'''"^''o; 
das  aber   ist   gleichbedeutend   mit   der  Bedingung  (*)  von  Satz  VI. 
Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  VIII.»)  Ist  die  Folge  {/;,}  im  Punkte  a  von  St  stetig 
konvergent  auf  9(,  so  ist  sowohl  ihre  obere  als  ihre  untere 
Grenzfunktion 

f^U^f^;      /-^iimf,, 

stetig  in  a  auf  3f 

Vermöge  det  Schrankung'-tranefoimation  kann  {fy},  und  somit 
auch  f  und  f  als  beichrankt  voi ausgesetzt  werden.  Angenommen,  es 
wäre  etwa  f  nicht  stetig  m  a  auf  9t  Dann  gäbe  es  in  3t  eine 
Folge  {«„}  mit  lima„  =  u,  so  daß  die  Folge  {f{aj}  nicht  kon- 
vergiert. Da  {(a^)  ein  Häufungswert  der  Folge  {fy  (o,,)}  (r  =  1 ,  2  . . .) 
ist,  gibt  es  ein  v„^b,  so  daß: 


1  f..  W -/(».)!<-■ 


')  Definiert  man  die  stetige  Konvergenz  durch.  Gleichung  (1)  \ 
so  sind  Satz  VlII  und  IX   allgemeine   Grenzsätze.     Es  sei  noch  l 
merkt,  daß  in  Satz  VIII  die  fr  nicht  als  stetig  in  a  auf  3t  vorausgesetzt  werden 
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Dann  ist  jeder  Hätdungawert  von  {f(a„)}  auch  ein  Häufungswert 
von  {/;.„(«„}},  so  daß  {fv„(a„)}  ebenso  wie  {f{aj}  nicht  konvergiert. 
Dies  steht  in  Widersprach  zur  vorausgesetzten  stetigen  Konvergenz 
von  {fr},  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Derselbe  Beweis  zeigt: 

Sata  IX.  Ist  die  Folge  {f„}  im  Punkte  a  von  91*  stetig  kon- 
vergent auf  3(,  so  hat  ihre  obere  und  ihre  untere  Grenz- 
funktion denselben  Grenzwert  in  a  auf  §(, 

Unter  einschränkenden  Voraussetzungen  kann  Satz  VIII  (und 
analog  Satz  IX)  umgekehrt  werden.     Wir  zeigen  zunächst: 

SatÄ  X.^)  Ist  im  Punkte  a  von  Sl  die  Grenzfunktion  der 
monoton  abnehmenden'*)  Folge  {f„}: 

(*)  ''^JL'"/'     ^^^'  =  ^'' 

unterhalb*)  stetig  auf  3(,  und  sind  unendlich  viele  f^  ober- 
halb'') stetig  in  a  auf  91,  so  ist  {fy}  stetig  konvergent  in  a 
auf  91. 

Beim  Beweise  können  wir  wieder  {f^},  und  somit  auch  f  als 
beschränkt  annehmen.  Es  genügt  zu  zeigen:  Für  alle  Folgen  {«„} 
aus  %  und  alle  Indizesfolgen  {v^}  mit: 

lima^  =  a;     lim  r^  ^ -f- ex; 
ist: 

Wegen  (*)  gibt  es  zu  jedem  e>.0  ein  v,  so  daß: 

und  so  daß  f^  oberhalb  stetig  in  a;  dann  ist  auch: 
f*  (aj  </■(»)  + e     f"r  fast  alle  n. 
Wegen  der  Monotonie  von  {Q  ist  daher  auch: 

(V)  frnM<fi")~\-^     ^"^  *^^*  *^*^  "■ 

Weil  f  unterhalb  stetig  in  «,  ist:     - 

f{a^)>f{a)  —  e     für  fast  aUe  n. 
Wegen  der  Monotonie  von  {f„}  ist  daher  auch: 
(*%)  /■v„W>/-(«)-e     für  fast  alle  «. 

Aus  (***)  und  (*%)  aber  folgt  (**),  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

■)  Satz  X  und  XI  und  allgemeine  Gren^aätze. 

ä)  Für  monoton  wachsende  Folgen  {fy}  gilt  die  Behauptung,  wenn 
/"oberhalb,  und  unendlich  viele  f^  unterhalb  stetig  in  a  sind. 
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Aus  Satz  X  folgt  nun  sofort: 

Satz  XI.  Ist  im  Punkte  a  von  ST  die  Grenzfunktion  der 
monotonen*)  Folge  {/,.}  stetig  auf  S,  und  sind  unendlicli 
viele  fy  stetig^)  in  a  auf  31,  so  ist  {f^}  stetig  konvergent  in 
ff  auf  9£. 

Wir  wollen  nun  noch  eine  Verallgumeinerung  dos  Begriffes  der  stetigen 
Konvei^enz  vorcehraeQ.  War  {m  stetig  konvergent  auf  91  im  Punkte  a  von 
m,  so  galt  (Satz  IV)  für  alle  Punktfolgen  {a„}  aus  91  und  alle  Indizesfolgen 
{v„)  mit: 

(f.\  lim  ([„  =  a;     lim  i>„  =  -[-  oo 

die  Beziehung: 

jim/;_^(a„)  =  hmj;(a). 

Wir  definieren  nun:  Die  Folge  {/;}  heÜJt  oberhalb  stetig  (unterhalb 
stetig)  oszillierend  ia  a  auf  St,  wenn  für  al!e  (0)  erfüllenden  {a,,},  {v„}: 
(OOj  ^J,Ja„)£i^JJa)     [baw,    lim  f, Ja«) ^ lim /; (a)] . 

Ist  die  Folge  ^f^  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  stetig  oszillierend  in 
a  auf  %,  so  heißt  Bie  stetig  oszillierend  in  a  auf  31. 

Satz  Xn^).  Ist  die  Folge  {^}  konvergent  in  a  und  stetig  os- 
zillierend in  a  auf  9(,  so  ist  sie  stetig  konvergent   in  a  auf  S(. 

Iq  der  Tat,  dann  ist 

iira  fy  («)  =  lim  f^  (a)  =  lim  f,.  («) , 
und  aus  (00)  folgt: 


')  Folgende  Beispiele  (im  iRi)  zeigen,  daß  die  einschränkenden  Bedingungen 
nicht  entbehrt  werden  können.    1,  Beispiel:  Sei  f^  =  (i   in   (—  co,  0]    und    in 

l~,+(xi\,f^(~\  =  l  und  f^  linear  in  [o, -^l  nnd  in  [-i-,-^! (Figur 6).   Dann 

ist  lim  f^^O,  alle  f^  sind  stetig,  aber  _ die  Konvergenz  ist  nicht  stetig  im 


Fig.  6.  Fig.  7. 

Punkte  0.  2,  Beispiel:  Sei  f^^O  in  (— cxi,0]  und  in  [-i-.+oo^;  f,=  l  in 
(o,f\  (Figur  7).  Dann  ist  {fy}  monoton  und  Umf^  —  0.  Aber  die  Kon- 
vergenz ist  nicht  stetig  im  Punkte  0. 

=)  Die  Sätze  XII  hia  XVI  sind  allgemeine  Grenzsätze. 
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iiS  fr^  {cQ  =  lim  ^„__  (fl„)  =  lim  f^^  (0.)  =  Hm  f^  (a) , 
Also  ist  {/v}  stetig  konvergent  in  a  auf  9 


Satz  XIII.    Damit  {/;}  oberhalb  stetig  (unterhalb 
■e  in  a  auf  91,  iat  notwendig  und  hinreichend,  daß: 


tig)  oszil- 


(000) 


Mm  U(a)=^r{a;  {(,),%)     [bzw.  \}mf^{a)  =  Y{ai  {U).m- 


Die  Bedingung  ist  notwendig;  in  der  Tat,  da  r{a;  {/■„},  9t)  die  obere 
Schranke  aller   lim  /",,   (a,),  folgt  auB  (00): 

Aus  %  I,  Satz  VIII   aber  folgt  die   umgekehrte  Ungleichung,   womit  (000)  be- 

Die  Bedingung  ist  hinreiohend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt,  so  folgt  aus 
der  Definition  von  r(a\  {/V}.  ^)  ale  der  oberen  Schranke  aller  lim  f^  (a„)  so- 
fort  (00).     Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen.  n  —  » 

Nun  beweisen  wir  in  Verallgemeinerung  von.  Satz  VIII; 
Satz  XIV.     Ist   die  Folge  {/;}  in  a  oberhalb  stetig')  oszillierend 
au  f  S&,  so  ist  ihre  obere  Grenzfunktion. 


oberhalb  stetig  in  u  auf  K 

Vermöge  dei  Sohrankungstranifoimation  kann  {/,,)■  und  somit  auch  f  als 
beschrankt    vorausgesetzt   werden      Angenommen     es    wäre   f  nicht  oberhalb 
stetig  m  a  aaf  «£      Dann  gäbe  es  in  >(  eine  Polge  {«„},  so  daß: 
(t)  hma  =a      hm/(a  )-  /-(a). 


lim/-,,  (a.)=iimf(«„)>na), 


Dann  aber  w. 

<tt) 

entgegen  der  Annahme,  {f^  sei  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  91.    Damit 
ist  Satz  XIV  bewiesen. 

Wörtlich  derselbe  Beweis  lehrt; 

Satz  XV.    Ist  im  Punkte  a  von  9(91'; 
(ttt)  \imf^{a:)-^r'(ai{f,),%, 

so  ist   die  obere  Grenzfunktion  von  {/■„}  oberhalb  stetig  inaauf9l-). 


^)  Bei    unterhalb  stetig   oszillierenden   Polgen  1/",,}  wird    die    um 
Grenzfunktion  unterhalb  stetig. 

=)  Ist:  lim  f^{d)<-/(n;  {Q,  91), 

so    wird  die  untere  Grenz funktion  unterhalb  stetig. 
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In  der  Tat,  wir  können  in  (f)  alle  a^^a  auiiehmen.  Dann  aber  folgt 
aus  (H):  _ 

r  (a;  {A},  ^)>f  (ä)  =Jhn  f,. (a). 

im  Widerspruch  mit  der  Voraussetaung  (fft)-  Dadurch  ist  Satz  XV  bewiesen. 
Insbesondere  eriiaJten  wir  aus  Säte  XV  folgende  Ergänzung  zu  Satz  VIII: 
Satz  XVI.    Ist  im  Punkte  a  von  St 31"  die  Folge  {f,}  konvergent, 

und  ist: 

r"(a;  {Q,  9l)  =  /[a;  {f.},  ai)-_lhn/;,(a), 

so  iBt  sowohl  die  obere  als  die  untere  Grenzfunktion  von  {/■„}  stetig 
in  a  auf  M.  _ 

In  der  Tat,  nach.  Satz  XV  ist  f^^lim  f^  oberhalb,    ^=lim  f^  unterhalb 

stetig  in  a  auf  $;  im  Funkte  a  aber  ist  nach  Annahme: 

f(a)  =  f(a)  =  h^J^ia). 
Sind  also  p,  q  beliebige  Zahlen; 

P<hmJJß),    q>\mj^[a) 

und  {fln}  eine  beliebige  PunktfoJge  aus  ?l  mit  lim  a„  =  a,  so  ist; 

(1)  fianX'i,    f(a^)>P     für, fast  alle  w, 

und  somit,  wegen  f^fanoh: 

(3)  f{a,.)>P:     /■(»«)<  V     für  fast  alle  n. 

Aus  (1)  und  (2)  aber  folgt: 

(3)  Hm  f{a„)  =  lim  f^  (a) ;    lim  /  (a„)  =  Hm  f^  (a) . 

Und  da  hierin  {c«}  eine  beUebige  Punktfolge  aus  %  mit  lim  oi„  =  a  war,  so 
beBagt    (S),     daß    f  und  f  stetig  sind  in  a  au£  W,   wie  behauptet. 

§  3,    Gicichmäßigc  Konvergenz. 

Der  in  §  2  behandelte  Begriö  der  stetigen  Konvergenz  ist  nur 
ein  Spezialfall  des  viel  bekannteren  Begriffes  der  gleichmäßigen 
Konvergenz.  Wir  gelangen  zu  diesem  Begriffe,  indem  wir,  in  An- 
lehnung an  die  in  §  2,  Satz  VI  ausgesprochene  Eigenschaft  der 
stetigen  Konvergenz,  nun  die  Definition  aufstellen:  Die  auf  St  ge- 
gebene Folge  {/;}  heißt')  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
auf  91  im  Punkte  «  von  %°,   wenn  für  jede  Punktfolge  {«„}   aus 

^)  Dieser  Begriff  wurde  wohl  zuerst  eingeführt  von  Weierstraß  1880 
(Werke  2,  203).  Sodann  findet  er  sich  bei  P.  Du  Boia-Reymond,  J.  f.  Math. 
100  (1887),  335  (wo  er  ala  „stetige  Konvergenz  im  Punkte  a"  bezeichnet  wird, 
Bo  daß  unsere  Terminologie  nicht  mit  der  von  Du  Boia-Reymond  überein- 
stimmt).    Vgl.  hierzu  A.  Pringaheim,  Miinch.  Her.  1919,  419. 
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3t  mit  liina,^  =  a  die  Beziehung  besteht; 

oder  was  dasselbe  heißt,    wenn  e.s   zu   jeder  Folge  {a^)    aus  a   mit 
lim  iijj  =^  a  und  zu  jedem  e  >•  0   einen  Index  nu  und  einen  Index  r^ 

gibt,  so  daß: 

(••)  \f.'M-f.M\<'   «"«2«.. 'ä'«.  "'a'.' 


[  Punkt  von  3[,  so  können  wir  in  (**}  setzen: 
((„  =  «  für  alle  n,  und  ersehen:  Eine  im  Punkte  a  von  9t  eigent- 
lich gleichmäßig  auf  9[  konvergente  Folge  {f^}  ist  im  Punkte  a 
■  eigentlich  Isonvergent. 

Nun  definieren  wir  allgemein:  Die  Folge  {fy}  heißt  gleich- 
mäßig konvergent  in  a  auf  %,  wenn  die  aus  ihr  durch  die 
Schränkungstransformation  entstehende  Folge  {f*}  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  ist  in  a  auf  2t.  Auch  hier  gilt,  wenn  a  zu  91  ge- 
hört: eine  in  a  auf  3t  gleichmäßig  konvergente  Folge  {f,,}  ist  im 
Punkte  a  konvergent.  —  In  einem  isolierten  Punkte  von  S  ist 
gleichmäßige  Konvergenz  von  {/■,,}  gleichbedeutend  mit  Konvergenz 
von  {f,(a)}. 

In  Analogie  zu  §  2,  Satz  VII  steht  der  Satz: 

Satz  I.  Damit  {/;}  im  Punkte  a  von  St"  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  sei  auf  9t,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  zu  jedem  *>-0  eine  Umgebung  U  von  a  in  9t  und  einen 
Index  V(,  gibt,  so  daß: 

(V)  \Pia')-f.{a')r<^ 

für  alle  a'  von  U  und  alle  v'>Vg,  v^v,^. 
Die  Bedingung  ist  notwendig.     Angenommen  in  der  Tat,    sie 
sei  nicht  erfüllt.     Dann  gibt  es  ein  e>0,  ferner  zu  jedem  n   zwei 
Indizes  v'„^n,  v^>n  und  in  U  (a;  — J  einen  Punkt  «„  von  3t,  so  daß 

if..(«,)-/..K)lä'- 

Für  die  Folge  (»„}  ist  dann  Bedingung  (**)  nicht  erfüllt,  und  somit 
ist  {f„}  nicht  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  91. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt,     Ist  {a,J  eine  Punktfolge  aus  9E  mit  lim«„  =  a,    sq 

gibt  es  ein  n^,  so  daß  «„  für  «>»o  in  U  Hegt.  Wegen  (*,*)  gilt 
aber  dann  (**),  d.  h,  es  ist  {f,}  eigenthch  gleichmäßig  konvergent 
in  a  auf  9t.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 
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Wir  zeigen  nun,  wie  angekündigt,  daß  die  stetige  Konvergenz 
ein  Spezialfall  der  gleichmäßigen  ist. 

Sata  II').  Ist  die  Folge  {f„}  stetig  konvergent  in  a  auf 
M,  ao  ißt  sie  auch  gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  9t. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation,  genügt  es, 
dies  für  den  Fall  zu  beweisen,  daß  {/"„}  beschränkt  ist.  Dann  aber 
ergibt  es  sich  daraus,  daß  aus  Bedingung  (*)  von  §  2,  Satz  VI  unsre 
obige  Bedingung   (*)  der  eigentlich  gleichmäßigen  Konvergenz  folgt. 

Umgekehrt  gilt: 

Satz  III.  Ist  {/;,}  im  Punkte  a  von  3t  gleichmäßig  kon- 
vergent auf  St,  und  sind  unendlich  viele  f^  stetig^)  in  a  auf 
91,  so  ist  {/■,}  auch  stetig  konvergent  in  a  auf  9t. 

Vennöge   der    Schränkungstransformation   können   wir  {f,,}    als 
beschränkt   annehmen.     Wegen    der   gleichmäßigen  Konvergenz  von 
{/;,}  existiert  dann  der  (endliche)  Grenzwert 
(^.f)  i^bm /",,(«), 

und  zu  jeder  Folge  {a^}  aus  9t  mit  limra,^  =  ß  und  zu  jedem  e^O 
gibt  es  ein  n^  und  ein  v^,  so  daß:    "^" 

(tt)  I  h- («„)  -  f.. («„)  I  <  ß     für  «  >  «0 ,  )■  ^ v„,  v'^v,. 

Wegen  {y)  ist: 

(Y)  i  ^v  («}  —  ;  I  <  e     für  fast  alle  v, 

und    da   unendlich    viele  fy   stetig   sind  in  a,    so  gibt  es  gewiß  ein 

i'^^'o'  so  daß  fy]   gilt  und  f,    stetig   in  a   ist.     Dann   aber    kann 

n^  ao  groß  gewählt  werden,  daß  für  dieses  v: 

(Ä)  \fA%)-fA<^)\<^     für»^«,. 

Aus  (tt),   {^f),   (^t.)  aberfolgt: 

____^__     ifv'{«„)  — ^|<3e     für  alle  n^Uf„v'^Vf,. 

•)  Vgl.  0.  A.  Dell'AgnoU,  Atti  Ven.  69  ()909/10),  Iö9.  Dieser  Satz  ist, 
gleich  allen  folgenden  Sätzen  dieses  Paragraphen  mit  Äiisnalime  von  Satz  IX 
und  XVII,  ein  allgemeiner  Grenzsata. 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Seien  alle 
A.  gleich  derselben  in  a  unstetigenFunktiou /".  Dann  isfc{/'^}  in  a  gleiuh- 
mäßig,  aber  nicht  stetig, konvergent  auf  91.  Doch  kann  (zufolge  brieOiclier 
Mitteilung  von  A,  Rosenthal)  die  vorausgesetzte  Stetigkeit  unendlich  vieler  fy 
ersetat  werden  duroh:  liuito{a;  /j,,9l)  =  0.    Und  zwar  ist  diese  Bedingung  nioht 

nur  hinreichend,    sondern    auch    notwendig    dafür,    daß  eine  eigentlich 
gleichmäßig  konvergente  Folge  zugleich  stetig  konvergent  sei  in  tt  auf  Sl. 
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Ist  nun  {j-jj  eine  Indizesfolge  mit  ]imv^^  =  -\-oü,  so  ist  demnach: 

i  fr,,  (««}  —  l\<^e     für  fast  alle  n , 
d.  h.  es  ist: 

lim /■.„(«„)=-;. 

Alao  ist  {/^}  stetig  konvergent  in  a  auf  9[,  und  SatK  III  ist  be- 
wiesen. 

Eine  leichte  Verallgemeinerung  von  Satz  III  ergibt: 

Satz  IV.  Ist  {/;,}  im  Punkte  a  von  «  gleichmäßig  lionvergent 
auf  a,  und  sind  unendlich  viele  f,,  oberhalb  (uotorhalh)  stetig  in  a 
auf  a,  so  ist  {f,}  oberhalb  stetig  oszillieread  in  a  auf  a. 

In  der  Tat,  es  ist  lediglich  im  Beweise  von  Satz  III  lA)  i^u  ersetzen 
durch: 

woraus  im  Vereine  mit  '(tt)  uad  (^Ä  folgt: 

A'W<i  +  3e     für  alle  n^n^.r'-^r^. 
Dann  aber  ist  für  jede  Indizesfolge  ^r„y  mit  lim  i'„  =  -|-oc: 

ihBf,,^{a„)^i  =  lim /;(«), 
d.  h.  I^^J  ist  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  9(,  wie  behauptet. 

In  Verallgememerung  von  §2,  Satz  VIII  gilt  nun: 
Satz  ¥.    Ist   die. Folge  {/j,}   im   Punkte  a   von   9t   gleicli- 
mäßig  konvergent  auf  91,  und  sind  unendlich  viele  /i  stetig 
in  a  auf  91,    so   ist   sowohl  hm  f^  als  lim/;  stetig  in  a  auf  S(. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  ist  {/;}  stetig  konvergent  in  a  auf  % 
so  daß  die  Behauptung  aus  §  3,  Satz  VIII  folgt. 

Ganz  ebenso  sieht  man  durch  Berufung  auf  Satz  IV  und  §  2,  Satz  XIV: 
Satz  VI.    Ist  die  Folge  {f^}    im   Punkte   a   von    91    gleichmäßig 
konvergent  auf  8,    und  sind  nnendlioh  viele  t\,  oberhalb    stetig   in 
a  auf  ^?l,  so  ist  auch  hm /■,.  oberhalb  stetig  in  a  auf  St. 

In  Verallgemeinerung  von  §2,  Satz  IX  gilt: 

Satz  VII.  Ist  die  Folge  {/;,}  im  Punkte  a  von  a^  gleich- 
mäßig konvergent  auf  9J,  und  gibt  es  in  {f,,}  eine  unend- 
liche Teilfolge  {/;J,  so  daß  /;.  in  «  auf  9t  den  Grenzwert  1,.^ 
hat,  so  hat  sowohl  lim  f„  als  lim  f,.  in  a  auf  31  den  Grenz- 
wert lim  ly..  """^  ■■="> 
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In  der  Tat,  man  erteile  jeder  Funktion  f^  in  a  einen  der  Un- 


S'(a;/;,9t)^/;(a)<(?'(a; /;,?!) 
genügenden  Wert.     Dann  wird: 

/■,(»)-'.,. 

und  /■„.  wird  stetig  in  a;  die  Konvergenz  bleibt  gleiciimäßig  im  Punkte  a., 

und  ea  wird: 

(0)  IM  fUa)  =  lim  ty{a}  =  lim  l,.. . 

Da    aber    nun    nach    Satz  V    lim  f^  und    lim  ^    stetig    sind    in    a 

auf  at,  haben  sie  dort  den  Wert  (0)  zum  Grenzwert,   und   Satz  VII 
ist  bewiesen. 

Aus  der  Tatsache,  daß  {/;,}  gleichmäßig  konvergiert  in  a  auf  ?t, 
kann  nur  geschloesen  werden,  daß  {/„}  im  Punkte  a  selbst  konver- 
giert, nicht  aber  etwa  auf  Konvergenz  in  einer  Umgebung  von  a. 
Nehmen  wir  aber  ausdrücklich  an,  daß  {f„}  auch  in  einer  Umgebung 
von  fl  konvergiere,  so  vereinfachen  sich  einige  unsrer  Sätze: 

Satz  VIIL  Ist  die  Folge  {f^}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  2t,  so  ist,  damit  sie  eigentlich  gleichmäßig 
in  a  auf  9t  gegen  ihre  Grenzfunktion  f  konvergiere,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e>.0  und  zu 
jeder   Folge    {»„)    aus  §t   mit    lim(i^  =  a   einen  Index  v^,  und 

einen  Index   Ji^  gebe,   so   daß: 

(t)  If-W-fWK«   Ilir   «2»„»>^,. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  {/;}  eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  9(.  Es  gibt  dann  ein  i',,  und 
ein  rig,   so  daß: 

if„K)-f,..(«„)i<-|    für    n>n„v^v^,v'>v^; 
durch  Grenzübergang  / — »^   folgt  hieraus: 

!/■.■(«.)-/■(».) is-|  ""  »>"o. -a».. 

wodurch  (t)  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  gibt  es  ein  v^,  und  ein  h^,  ao  daß: 

f.(«.)-«».)r<|;  I /■-•(«.)-«•») I<4  läi  .>..,. 6»., />.., 


y  Google 


Kap.  IV,  §  3.    Gleichmäßige  Konvergenz.  251 

woraus  die  Bedingung  (**)  8.  247   für  eigentlich  gleichmäßige  Kon- 
vergenz in  a  auf  31  folgt. 

In  ganz  derselben  Weise  gewinnt  man  aus  Satz  I: 
Satz  IX.  Ist  die  Folge  {f,}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  %,  so  iat,  damit  sie  eigentlich  gleich- 
mäßig in  a  auf  91  gegen  ihre  Grenzfunlition  /'  konvergiere, 
notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e;>0  eine 
Umgebung  U  von  a  in  91  und  einen  Index  Vg  gibt,   so  daß: 

j /'v (»'}  —  /■(«')  i<s    f"'^  a'le  a'  von  U  und  alle  v^v^. 

Satz  V  vereinfacht  sieh  zu: 

Satz  X.  Ist  die  Folge  {/V}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  91,  und  konvergiert  sie  gleichmäßig  in  a 
auf  9t  gegen  ihre  Grenzfunktion  f,  sind  ferner  unendlich 
viele  f^  stetig  in  a  auf  9t,  so  iat  auch  die  Grenzfunktion  f 
stetig  in  a  auf  9t. 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  V,  da  nun  in  einer 
Umgebung  von  a  in  91: 

f-ih^f,.  =  Um/;,. 


Wir  haben  bisher  gleichmäßige  Konvergenz  in  einem  Punkte 
definiert.  Nunmehr  definieren  wir:  Die  Folge  {/",.}  heißt')  eigent- 
lich gleichmäßig  konvergent  auf  9[,  wenn  es  zu  jedem  c>0 
einen  Index  v^  gibt,  so  daß: 

!  /;'(»)  — f,.(a)|<f    für    r^v^,v'^^va    und  alle  «  von  91. 

Die  Folge  {f^}  heißt  gleichmäßig  konvergent  auf  9t,  wenn 
die  durch  die  Sohränkungstransformation  aus  ihi'  entstehende  Folge 
{ft}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  ist  auf  §1. 

Satz  XL  Damit  {f^}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
sei  auf  91,  ist  notwendig  und  hinreichend  die  Existenz 
einer  (auf  31  endlichen)  Funktion  f,  derart,  daß  bei  belie- 
bigem c^O  für  fast  alle  v  auf  ganz  9t  die  Ungleichunp, 
bestehe: 

(•)  i /;(«)- rt.)|<,. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  {fv}  eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  auf  %.  Für  jedes  a  von  9[  ist  dann  die 
Folge  {fy(a)}  eigentlich  konvergent,  besitzt  also  einen  endlichen 
Orenwert:  f(a)  =  lm  f,(ii). 

')  Diese  Definition  dürfte  sich  zuerst  finden  bei  A.  L.  Cauchy,  C.  R.  36 
(1853),  454  =  (Buvrea  (1)  12,  30. 
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Ferner  gibt  es  ein  r,,,  so  daß: 

I  f^(ay~  f,..[a)  !<--    für    »■^''o.  »''^''o    ""'^  *^^^  «^  ™"  ^■ 
Durch  Grenzübergang  v' — »-cx)  folgt  hieraus: 

i  /"W  —  fWI^-l    für    »'ä'o  ™<*  ^le  «  ™n  S(, 
womit  (*)  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
Fo  gibt  es  zu  jedem  «^0  ein  v^,  so  daß: 

««j-fWK.;     |f..(a)-f(a)!<. 
für  i'^i'o,  J''Si'o  ^f<i  ^l'e  "  ^'011  -f- 
Daraus  aber  folgt: 

I  /;(«)  —  /;'(«)  |<2e     für  j'^j'ji,  i^'^j-g  und  alle  a  von  3t, 
d.h.  {fr}  ist  eigentlich  gleichniäßig  konvergent   auf  ?1,     Damit  ist 
Satz  XI  bewiesen. 

Man  entnimmt  daraus  sofort,  daß  jede  auf  ?l  (eigentlich)  gleich- 
mäßig konvergente  Folge  auch  (eigentlich)  konvergent  iat  in  jedem 
Punkte  von  %  Ist  f  ihre  Grenzfunktion,  so  sagt  man:  {f„}  kon- 
vergiert gleichmäßig  auf  %  gegen  f. 

Darüber  hinaus  folgt  aus  der  Definition  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz sofort; 

Satz  Xn.  Ist  die  Folge  {A}  (eigentlich)  gleichmäßig 
konvergent  auf  %,  so  ist  sie  auch  in  jedem  einzelnen 
"Punkte   von  St"  (eigentlich)  gleichmäßig  konvergent  auf  9t. 

Die  Umkehrmig  gilt  nur  unter  einer  einschränkenden  Voraus- 
setzung: 

Satz  XIIP).  Ist  §1  kompakt^},  und  ist  die  Folge  {f,.} 
(eigentlich)  gleichmäßig  konvergent  auf  91  in  jedem  Punkte 
von  91",  so  ist  sie  auch  (eigentlich)  gleichmäßig  konvergent 
auf  9t. 

')  Dieser  Satz  ist  ähnlich  dem  Satze  von  der  gleich  mäßigen  Stetigkeit 
{Kap.  II,  §  4,  Satz  IX),  ist  aber  znm  Unterschied  von  di^em  ein  Bllgemeiner 
Grenzsatz. 

'')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Denn  ist  SI  nicht  kom- 
pakt, so  gibt  es  in  91  einen  abzählbaren  Teil  a^,  a^,  . . .,  a^,  . ..  ohne  Häufimgs- 
pankt.    Man  setze 

«">={?  s^:±i. 

Dann  konvergiert  {/■,,}  in  jedem  Punkte  a  von  9(  gleichraüßig  gegen  0,  ohne 
gloicbmäßig  auf  91  zu  konvergieren. 
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Verinögo  der  Schränkungstiansformation  können  wir  un'*  beim 
Beweise  auf  den  Fall  der  eigentlichen  Konvergenz  he&chranken  An- 
genommen, es  sei  {f^}  nicht  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  auf  ?l. 
Dann  gibt  es  ein  £>>0,  und  zu  jedem  Index  v„  zwei  Indizes  c^''o> 
v  ^  v^  und  einen  Punkt  ir  m  91    so  daß 

f,  («)-/■.(»)  la«. 

Insbesondere  gibt  es  also  zwei  Indizes  v^,  i^n  "nd  einen  Punkt  «„  von 
3t,  so  daß: 

Da  «I  kompakt  hat  die  Folge  {«,,}  mindestens -einen  Häufungs- 
punkt  a,  und  zwai  gebort  ä  zu  91".  Wegen  (**)  ist  aber  {/;}  in  ä 
nicht  gleichmäßig  konvergent  auf  91,  und  Satz  XIII  ist  bewiesen. 

Auf.  Satz  XI,  XII   X  und  VII  folgern  wir: 

batz  XIV^J.  Ist  die  Folge  {f,,}  gleichmäßig  konvergent 
auf  %,  so  ist  ihre  Grenzfunktion  stetig  auf  %  in  Jedem 
Punkte  Fon  9t,  in  dem  unendlich  viele  fy  stetig  sind  auf  Ul, 
und  besitzt  einen  Grenzwert  auf  %  in  jedem  Punkte  von  91', 
in  dem  unendlich  viele  /"„  einen  Grenzwert  auf  91  haben. 

^benso  folgt  aus  Satz  XII  und  Satz  VI: 

Satz  XT.  Ist  die  Folge  {/■„}  gleichmäßig  konvergent  auf  •&,  so 
ist  ihre  Grenz£unktion  oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  9t  in  jedem 
Punkte  von  St,  indem  unendlich  viele  f,,  oberhalb  (unterhalb)  stetig 
auf  %  sind. 

Insbesondere  ergeben  sich  aus  Satz  XIV  noch  die  folgenden  spe- 
zielleren Sätze: 

Satz  XVI.  Ist  die  Folge  auf  9t  stetiger  Funktionen  {f,.} 
gleichmäßig  konvergent  auf   9f,   so  ist  ihre   Grenzfunktion 

Satz  XVII.  Ist  91  relativ-vollständig,  und  ist  die  Folge 
{/;}  auf  9t  punktweise  unstetiger  Funktionen  gleichmäßig 
konvergent  auf  9t,  so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  punkt- 
weise unstetig  auf  9t. 

^)  Hiatorisoh  sei  zu  diesem  Satze  bemerkt,  daß  noch  Ä.  L.  Cauchy  an- 
fänglieh (Anal.  alg.  (1831),  181  =  (Euvrea  (2)  3,  120)  der  Ansicht  war,  aua 
der  Stetigkeit  aller  f^  einer  konvergenten  Folge  ergebe  eich  die  Stetigkeit 
der  Grenzfunktion.  Dies  wurde  von  N.  H.  Abel  durch  ein  Beispiel  wider- 
legt (1826,  CEuvres  1,  224)  Die  ersten,  die  die  Bedeutung  der  gleichmäßigen 
Kenvergenz  für  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  erkannten,  waren  G.  G.  Stokea 
(Cambr. Trans.  8  (1847),  533  =  Papera  1,  236)  und  Ph.  Seidel  (Müneh.  Abb.  II, 
5  (1848),  338).  Die  heute  übliche  Formulierung  geht  zurück  auf  Cauohy, 
C.  E,  36  (1853),  454=  (Euvres  (1)  12,  30. 
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In  der  Tat,  nach  Kap.  III,  §  4,  Säte  VII  ist  die  Menge  alier 
Punkte,  in  denen  eämtliche  /i,  stetig  auf  91  sind,  dicht  in  9t.  In 
jedem  solchen  Punkte  aher  ißt  nach  Satz  XIV  auch  die  Grenzfunktion 
stetig  auf  9t. 

§  4.     Gilciclimäliige  Oszillation. 

Eine  ähnliehe  Verallgemeinerung,  wie  sie  vom  Begriffe  der  stetigen  Kon- 
vergenz zu  dem  der  halbstetigeii  Oszillation  führte  (§  2,  S.  244),  führt  auch 
vom  Begrifie  der  gleiehmäßigen  Konvergenz  zu  dem  der  halbgleichmäßigea 
Oszillation'). 

Ans  der  Formulierung  (*')  (S.  247)  der  gleichmäßigen  Konvergenz  ent- 
nehmen wir  zunächst  durch  den  Grenzübergang  c^^co;  Ist  -{f^}  eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  9t,  so  gibt  es  zu  jeder  Folge  {a„}  aus  9t  mit 
lim  o,  =  a  und  zu  jedem  e  >  0  einen  Indes  n^  und  einen  Indes  v^,  so  dafl  die 

beiden  Ungleichungen  bestehen: 

(•)  f,,(a„)<nm/;K)  +  s    für«^«„,  /ä^p, 

r)  f^,i,a„)>-iimf^(_a„)-,    für  n^n^,  >'>"«; 

und  nun  definieren  wir:  Die  Folge  {/"„}  heißt  eigentlich  oberhalb  (unter- 
halb) gleichmäßig  oszillierend")  in  a  auf  H,  wenn  sie  beschränkt  ist,  und 
wenn  es  zu  jeder  Folge  {u„}  aus  St  mit  lim  »„  =  o  und  zu  jedem  t  >  0  einen 
Indes  »D  und  einen  Index  r^  gibt,  so  daß  Ungleichung  {*)  bzw.  (**)  gilt. 

Ist  die  Folge  {^}  nicht  beeohrünkt,  so  heißt  sie  oberhalb  (unterhalb) 
gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  9t,  wenn  die  daraus  durch  die  Schränknnga- 
transformation  entstehende  Folge  eigentlich  oberhalb  (unterhalb)  gleichmäßig 
oszilliert  in  a  auf  9t.  Es  wird  daher  im  folgenden  genügen,  die  Beweise  für 
beschränkte  Folgen  durchzuführen,  was  wir  nicht  jedesmal  eigens  hervor- 
heben werden 

Ist  die  Folge  {/'j}  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  gleichmäßig  oszillierend 
in  a  auf  9t,  so  heißt  sie:  gleichmäßig  OBzilHerend  in  a  auf  9t.  Es  folgt 
dann  sofort 

Satz  !>).  Ist  die  Folge  {fy}  konvergent  auf«,  und  gleichmäßig 
oszillierend  in  a  auf  9t,  so  ist  sie  gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  3f. 

In  der  Tat,  es  ist  dann: 

Um  /'^  =  iim/'„  =  hm/^^, 

so  daß  (*)  und  (*")  ergeben; 

ITV'K)- Wv(a.}  I<^    für  nZn,,  v'^v,, 

'■)  Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  stammen  im  wesentlichen  von 
W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  6  (1908),  309;  Camb.  Phü.  Trans.  21  (1909)^ 
241;  Quart.  Journ.  1913.  141;  Lond.  Proc.  (2)  12  (1913),  340. 

°)  Bei  W.  H.  Young:  „Uniform  oseillation  of  the  second  kind." 
')  Alle  Sätze  dieses  Paragraphen  sind  allgemeine  Grenzaätze. 
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und  mithin: 

womit  Säte  I  bewiesen  ist. 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Begriffe  der  halhstetigen  Oszillation  wird 
hergestellt  durch  die  Sätae: 

Satz  IIa.  Ist  {^}  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  31,  und 
ist  f^iim^^  unterhalb  stetig')  in  a  auf  31,  so  ist  {f,}  in  a  auch 
oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  auf  31. 

Sei  zum  Beweise  {a„}  eine  Folge  aus  SU  mit  lim  n,  =  a,  und  sei  i  >  0 

beliebig  gegeben.     Weil  {/■,,}  in  a   oberhalb  stetig  oszillierend  ist,   gibt   es  ein 
n„  und  eio  r^,  so  daß; 

(0)  /■,(«.)<  rto)+J     Hr«Ä«.,  »S».. 

Weil  /'  unterhalb  stetig  in  a  ist,  bann  n„  auch  so  gewählt  werden,  daß; 

(00)  Ao.)>Ä»)-|    Br«J»,. 

Die  Ungleiohungen  (0),  (00)  zusainmen  ergeben: 

/•,(«.)< /■(■•.)  +  .  fsr»a».,,j,., 

das   aber  ist   die   behauptete   oberhalb  gleichmäßige   O.sziilafcion   von    {fr}- 

Was  die  Umkehrung  von  Satz  IIa  anlangt,  gilt; 

Satz  IIb.  Ist  {/;}  oberhalb  gleiobmäßig  oszillierend  in  a  auf 
a,  und  ist  f^Ü^f^  in  o  oberhalb  stetig^)  auf  S,  so  ist  {/;}  ober- 
halb stetig  oszillierend  in  a  auf  91. 

In  der  Tat,  bei  Beibehaltung  der  eben  benutzten  Bezeiohnungs weise  ist 
wegen  der  oberhalb  gleichmäßigen  Oszillation: 

(t)  /;W<:fW  +  H    für«ä«„.ä.„: 


')   Diese  Voraussetzung  kann   nicht    entbehrt  werden,      Beispiel  (Fig.  8); 
Sei  Sf  das  Intervall  [0,1]  des  9i,;  sei  /;(0)  =  1,  f^  =  0  in  \~ ,  11     und   linear 


Fig.  8. 
in     0,  —   ,     Dann  ist  {/■,}    im   Punkte   0   oberhalb    stetig  oszillierend,    aber 
nicht  oberhalb  gleichmäßig  OBzillierend. 

")  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel;  iHan  setze 
f^  (für  alle  v)  gleich  derselben  in  a  nicht  oberhalb  stetigen  Funktion. 
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weil  f  oberhalb  stetig  in  a  ief,  so  gilt; 

also  aus  (f)  und  (ff): 

/■.W<Äa)  +  -    für    n^n,,v^y,; 
dae  aber  ist  die  behauptete  oberhalb  stetige  Oszillation  von  {/",.}. 

Die  Sätze  IIa  und  IIb  zusammen  ergeben: 

Satz  n.  Ist  lim  f,.  stetig  in  a  auf  9t,  so  sind  die  Begriffe  „ober- 
halb gleichmäßig  oszillierend"  und  „oberhalb  stetig  oszillierend" 
identisch. 

Eine  für  die  oberhalb  gleichmäßige  Oszillation  charakteriatisohe  Eugen- 
Schaft  nird  geliefert  durch  den  Satz: 

Satz  m.  Damit  die  Folge  {/■„}  in  a  oberhalb  gleichmäßig  auf 
9t  oBzillieio,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  oberen  Schran- 
kenfunktionen ihrer  Restfolgen  gleichmäßig  in  a  auf  9t  gegen  die 
obere  Grenzfunktion  'f^h^f^  konvergieren. 

Wir  bezeichnen  zum  Beweise  die  obere  Scbrankenfunktion  deri-ten  RcKtfoige 
{§  1,  S.  230)  von  {^,,}  mit  f,,.    Dann  ist  gewiß  für  jedes  7c: 

(ttt)  h'^l 

Die  Bedingung  von  Satz  III  ist  notwendig;  sei  in  der  Tat  -{/v}  in  a 
oberhalb  gleichmäßig  oszillierend;  zu  jeder  beliebigen  Folge  {««}  aus  St  mit 
lim  a„  ==  a  und  jedem  e  >  0  gibt  es  dann  ein  m,,  und  ein  r^,   so   daß   (*)   von 

S.  254  besteht.     Aus  (•)  aber  folgt: 

ÄWgrto„)  +  *     für«^«„,fe>v„. 
Zusammen  mit  (ttt)  haben  wir  also: 

;'K)^Ä(«")^Ä«.)  +  ^     für  n^n„k^v„ 
A.  h,  gleichmäßige  KonvergeiK  von  {?^}  gegen  f  im  Punkte  a. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  sei  in  der  Tat  {^j^}  gleichmäßig  kon- 
vergent gegen  f  im  Punkte  q;  zu  jeder  Folge  {««}  aus  91  mit  lima„  =  (i  und 
edem  £>  0  gibt  es  dann  ein  Wj  nnd  ein  ftj,,  ao  daß: 

ft{«»)<r(a«)  +  ''     für  ii^«„,fc^ft„. 
Wegen  f,^  ^  ^i  folgt  daraus  sofort  (*)  von  ß.  254,  d.  h.  die  oberhalb  gleichmäßige 
Oszillation  von  {/;}  in  a. 

Im  Gegensatze  zu  §  2,  Satz  XIV  haben  wir  hier: 

Satz  IV.  Ist  die  Folge  {f^}  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend 
in  a  auf  91,  und' sind  in  a  alle/;  unterhalb  stetig*)  auf  W,   so  ist 


'^)  Sind  die  f^  oberhalb  stetig,  so  folgt  aus  der  oberhalb  gleichmäßigen 
Oszillation  für  die  obere  Grenzfunktioa  nichts.  Beispie!  {Fig.  9):  Sei  9t  das 
Intervall  [—1,1]  des  gj,;  sei  f^  =  0  in  f— 1,0);   fjü)^\;  f^^l  in  f-^,  l]  , 
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auch    die    obere    Grenzfunktion    f  =  Um  f^    in    a    unterhalb    stetig 
auf   at.  "  =  '" 

In  der  Tat,  zu  jeder  Folge  {(i„ J  aus  ?I  mit  lim  a„=:=  a  und  Jedem  £ >  0 
gibt  es  ein  Jid  und  ein  rp,  so  daß:  n  =  io 

(1)  f,<«.).- «•.)<!    far«a»..  ,J... 

Da  /'  obere  Grenzfunktion  ist,  gibt  es  ein  v*'^vi,,  so  daß: 

m  ««)-r...w<J. 

und  weil  nach  Voraussetzung  /'^,  unterlialb  stetig  ist  in  a,  kann  %  auch  so 

groß  gewählt  werden,  daß: 

(3)  /"„.(«)-/■„.(«.)<  5     fiir«^«„. 

Aus  (1),  (2),  (3)  erhält  man  durch  Addition: 

d,  h.  f{a)  ist  in  a  unterhalb  stetig,  wie  behauptet. 

Wie  der  Vergleich  von  Satz  IV  mit  %  2,  Satz  XIV  zeigt,  sind  die  Fol- 
gerungen, die  aus  der  oberhalb  gleichmäßigen  Oszillation  fließen,  veraohieden 
von  den  aua  der  oberhalb  stetigen  Oszillation  fließenden,  Es  gelingt  aber 
eine  andere,  allerdings  weniger  naheliegende,  Verallgemeinerung  des  Begrifies 
der  gleichmäßigen  Konvergenz,  die  sich  in  dieser  Hinsicht  enger  an  die  oberhalb 
stetige  Oszillation  anschließt.  Wir  bezeichnen  wieder  mit  fk  die  obere  Sehranken- 
funktion  von  {fy\k,  mit  f  die  obere  Grenzfunktion  von  {/'r},  endlich  mit 
Äf  t  +  i  ^^"^  größten  unter  den  l -\- \  Fiinktions werten  f^i  fh+\'  ■  •  ■  •  fft-\-i- 
Dann  ist  (Einleitung  %  6,  Satz  V,  VI): 
(0)  4  =  lini4^_^;;       /'=lim4' 

In  einem  Punkte  gleichmäßiger  Konvergenz  von  ^f^^  ist  offenbar  auch 
die  Konvergenz  in  jeder  der  beiden  Beziehungen  (0)  gleichmäßig.  Die  oben 
gegebene  Definition  der  obeihalb  gleichmäßigen  Oszillation  ist  nun  so  gefaßt 
(Satz  III)  daß  die  gleichmäßige  Konvergenz  dei  zweiten  Relation  (0)  erhalten 
bleibt.     Wir  wollen  nun  umgekehrt  definieren 

Die  Folge  {/■,)  heißt  im  Punkte  «  obeihalb  sekundär-gleichmäßig 


und  in     0,  —     variiere  f^  linear.    Dann  sind  alle  f^  im  Punkte  0  oberhalb  stetig, 
ee  ist  {/j,}  überall  in    [—  1, 1]  oberhalb  gleichmäßig  oszüherend,  und  es  ist 


Fig.  9. 
f=ü  in   [—  1,0);  f(0)  =  -iJ;f=l  in  (0,1].    Also  ist  f  im  Nullpunkte  weder 
oberhalb  noch  unterhalb  stetig. 

Eshn,  Theocie  der  reellen  Fualitloneii,  I,  17 
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oaziUierend^)  auf  S,  wenn  im  Punkte  a  für  jedes  k  die  FoJge  {fk.h+v) 
gleiobmäijig  auf  91  gegen  f^  konvergiert.  Analog  ist  die  Deflnition  des  Be- 
grifiee  „unterhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend".  Oszilliert  die  Folge  ^fy} 
im  Punkte  a  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  sekundär- gleichmäßig  auf  9C,  so 
heißt  sie  sekundär-gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  91.  Im  Gegen- 
satze zur  gleichmäßigen  Oszülittion  (Satz  I]  ist  nicht  jede  konvergente  und  in 
a  sekundär-gleichmäßig  oszillierende  Folge  in  a  auch  gleichmäßig  konvergent^. 

Der  Zusammenhang  mit  dem  BegrifE  der  oberhalb  stetigen  Oszillation 
wird  hergestellt  durch  die  Sätze: 

Satz  Ta.  Ist  {f^}  in  a  oberhalb  stetig  oszillierend  auf  31,  und 
ist  in  a  jedes  f^  unterhalb  stetig»}  auf  %,  so  ist  {/■„}  in  a  aueh  ober- 
halb sekundär-gleichmäßig  oszillierend  auf  91. 

In  der  Tat,  wegen  der  oberhalb  stetigen  Oszillation  gibt  es  zu  jedem 
e>0  und  jeder  Folge  {a„J  aus  St  mit  lim  o„  =  a  ein  m,,  und  ein  v,,,  so  daß: 

(•)  f,(«,.)<?(«)  +  |     ffir«i.„.i.,. 

Da  sich  die  /,;  monoton  abnehmend  der  Grenze  /'  nähern,  ist  für  jedes  k: 

Infolgedessen  gibt  es  ein  vii  (das  immer  ä  v^  angenommen  werden  kann),  so  daß ; 

Da  alle  ^  j  ,  ^  unterhalb  stetig  sind  (Kap.  II,  g  8,  Satz  IX),  gibt  es  ein  »j, 
(das  immer  ^%  angenommen  werden  kann),  so  daß  auch: 

f.,.+.,('".)>«'')-|  fflt»a"i, 

und  da  die  /j  i-i-r  ^'^  ^  monoton  wachsen,  so  ist  also  aueh: 
und  somit  gilt  in  jedem  Funkte  a„  {n^%),  in  dem 

f,«}<m+l 


')  Bei  W.  H.  Young:  Uniform  osoillation  of  the  first  kind. 

■')  Beispiel:  Sei  St  das  Intervall   [0,1]  des  ^  und  alle  /;  =  Ofür«=0; 

weiter:  f2y  =  l  in  fo,i^  und  =0  in  [y.lli  /'2v+i  =  — *  ""  (".v)  uni^  =0 

in    -j-,  1  ,    Dann  ist  [fy^  überall  konvergent  in  [0,  IJ;  hm  f^  =0;  im  Punkte 

0  ist  {f,)  sekundär-gleichmäßig  oszillierend,  aber  nicht  gleichmäßig 
konvergent. 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel;  Sei  St  das 
Intervall  [0,1]  des  Si,,  und  sei  /;(0)  =  0  und  f^  =  —  l  in  (o,~),  f^^O.ia 
— ,  1  .  Dann  sind  alle  f^  oberhalb  stetig,  und  es  ist  {/*}  oberhalb  stetig 
oszillierend,  aber  nicht  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
im  Punkte  0. 
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ist,  die  Ungleichung: 

(**}  /i(««)S4,ft+v(«")>4W-^   mvvZn. 

In  jedem  Punkte  a«  («äij,)  hingegen,  in  dem 

ist,  muß  ea,  wegen  (*),  unter  den  Funktionen  fj,.,  fii_i.i,  .  •  ■  ,  f,,  _i  eine  geben, 
die  im  Punkte  a„  gleich  ft  (a»)  ist,  so  daß  also  in  einem  solchen  Punkte: 
(•••)  ?.,.+,(«.)-/'.(«.)    fSri  +  'iV. 

ist;  (**)  und  (*♦*)  zusammen  aber  besagen  (da  %^^d  angenommen  ist); 

d,  h.  die  Folge  {fjt.ft  +  t}  konvergiert  in  a  gleichmäßig  gegen  j\.  Damit  ist 
Satz  Va  bewiesen. 

Was  die  Umkehrung  von  Satz  Va  anlangt,  so  gilt; 

SatzYl).  Ist  {/„}  in  a  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend auf  a,  und  ist  in  a  jedes  f^  oberhalb  stetig')  auf  W,  so  ist 
(/■„}  in  a  auch  oberhalb  stetig  oszillierend  auf  31- 

In  der  Tat,  da  alle  f^  in  a  oberhalb  stetig  sind,  so  gilt  dasselbe  (Kap.  II, 
%  3,  Satz  IX)  für  alle  ^^  (jJ_„i  und  somit  sind,  wegen  der  oberhalb  sekundär- 
gleichmäßigen  Oszillation  von  {/V},  nach  §  3,  Satz  VI  anch  alle  fj,  oberhalb  stetig 
in  a.  Sei  nun  {fl„}  eine  Folge  ans  9t  mit  lima„  =  «  und  e>0  beliebig  ge- 
geben.    Es  gibt  ein  fej,  so  daß:  «  =  « 

Weil  A  (l)  in  a  oberhalb  stetig  ist,  gibt  es  ein  %,  so  daß  auch; 

4.(«.)<««)  +  '    &»2«,i 
und  da  |j^^}   monoton  abnimmt,  haben  wir: 

und  somit  eriät  recht: 

f,(".)<?W  +  '    lit'i'h.'iK! 
damit  ist  Satz  Vb  bewiesen. 

Die  Sätze  Va  und  Vb  zusammen  genommen  ergeben: 
Satz  V.    Sind  alle  f^  stetig  auf  a,  so  sind  die  Begriffe  „ober- 
halb   stetig    oszillierend"    und    „oberhalb    sekundär-gleichmäßig 
oszillierend"  gleichbedeutend. 

Durch  Kombination  der  Sätze  Vb  und  IIa  ergibt  eich: 
Satz  Via.     Ist  {f,}  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
in  a  auf  9t,  sind  alle  f^  oberhalb  stetig»)  in  a  auf  «,  und  ist  lim/; 


')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Man  setze 
alle  f^  gleich  derselben  in  a  nicht  oberhalb  stetigen  Funktion. 

^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl.  das  zweite  Beispiel 
von  Pußn.  1),  S.  244, 
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unterhalb  stetig^)  in  a  auf  S,  ao  ist  {f,.}  oberhalb  gleichmäßig  os- 
zillierend in  a  auf  3t. 

Durch  Kombination  der  Sätze  IIb  und  Va.  ergibt  sich; 

Satz  VIb.  Ist  {/■J  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  a, 
sind  alle  f^  unterhalb  atetig'O  in  a  auf  21,  und  Üm/^  oberhalb  stetig') 

in  a  auf  31,  so  ist  {f,.}  auch  oberhalb  Eekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend in  a  auf  a. 

Die  Sätze  Via  und  VIb  zusammen  ergeben: 

Satz  VI.     Sind  alle  /",,  stetig  in  a  aufm,  und  ist  lim  f^  stetig  ia  a 

auf  a,  Bo  sind  die  Begriffe  „oberhalb  gleichmäßig  oszillierend" 
und  „oberhalb  sekundär -gleichmäßig  oszülierend"  gleichbe- 
deutend. 

Satz  Vb  und  .§  2,  Satz  XIV  ergeben  nun  (im  Gegensatze  z«  Sata  IV) 
folgende  Verallgemeinerung  von  g  3,  Satz  VI: 

Satz  VII.  Ist  {/;}  oberhalb  aekundär-gleiohmäßig  osaiilierend 
in  a  auf  S:,  und  sind  alle  f^  oberhalb  stetig')  in  a  auf  91,  so  ist 
auch  lim /;,  oberhalb  stetig  in  a  auf  ?t. 


')  Diese  Bedingung  kann  niclifc  entbehrt  werden.  Vgl.  das  Beispiel  zu 
Satz  IIa. 

')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl.  das  Beispiel  zu 
Satz  Va. 

')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  (Fig.  10):  Sei 
%  daa  Intervall  [0,1]  des  ^^.  Sei  ^„(0)  =  0,  ^^  =  1  in  fi,  ll  und  f,,  linear 
in  To,— 1,  Dann  ist  {f^}  im  Punkte  0  oberhalb  gleichmäßig,  aber  nicht 
oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend. 


-f    [  I 

Pig.  10.  Fig.  11. 

*)  Sind  die  f^   unterhalb   stetig,  so  folgt  aus   der  oberhalb  sekundär- 
gleichmäßigen Oszillation  für  die  obere  Grenzfuiiktion  nichts.    Beispiel  (Fig.  11): 
Sei  9  das  Intervall  [—1,1]  des  %.    Sei  f^  =  l  in  [—1,0),  f^=j  m  lo,-^)  , 
/',  =  0  in     — ,1    .     Dann  sind  al!e  f^  unterhalb  stetig,  und  es  ist; 
f  1  in  [-1,0) 
f^nmf^  =  t   =  im  Punlite  0 
ioin(0,I]. 
Also  ist  f  im  Punkte  0  weder  oberhalb  noch  unterhalb  stetig. 
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§  5.    Schwankung  und  Ungleichmäßigheitsgrad  einer 
Funktionenfolge. 

So  wie  die  in  Kap.  III,  §  2  eingefülirte  Schwankung  co(a;f,  Sl) 
als  Maß  für  die  Unstetigkeifc  der  Funktion  /  im  Punkte  a  betrachtet 
werden  kann,  so  könnte  man  den  Ausdruck: 

Q(.i{f,),a)=r(»;{0,a)-y(«;{ö.a) 

als  Maß  für  die  Unstetigkeit  der  Konvergenz  der  Folge  {f^  im 
Punkte  a  betrachten.  Wir  wollen  darauf  nicht  näher  eingehen,  viel- 
mehr sogleich  einen  Ausdruck  einführen,  der  als  Maß  für  die  Un- 
gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  von  {f^  im  Punkte  a  betrachtet 
werden  kann. 

Sei  a  ein  Punkt  von  51".    Zu  jeder  Folge  (a„}  aus  %,  und  aüen 
Indizeaf eigen  {v^,  {v'„)  mit: 
(0)  lim  a,j  ^^  a;     lim  )■„  =  -|^  oo;     lim  j^  ^=  -|-  oo 

denken  wir  uns  gebildet^): 

toJ/;.(«.,)-f,;(«.,)l—- 

Die  obere  Schranke  aller  dieser  v  bezeichnen  wir  mit  0(«;{/v},3t), 
und  nennen  sie  die  Schwankung  von  {f,.}  in  a  auf  St. 

Satz  I.  Die  Zahl  0{a;{f^},n)  ist  charakterisiert  durch 
die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist  q>0(a;{n},SH), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  St  und  einen  Index  v„, 
so  daß: 
\fja')~f,.-{a'')\<iq     für  alle  a'  von  U  und  alle  v>Vg,  i'''^v^. 

2.  Ist  3<0(a;{f,.},31), 

so  gibt  es  zu   jedem   Index  i'^,   in  jeder  Umgebung  U  von  a 
in  9t  mindestens   einen  Punkt  a'  und  ein   Indexpaar  v>v^, 
»■'Sj-o.  so  daß: 
(00)  I  f^(a')_, „,(«-)  i>  5. 

In  der  Tat,    wäre  Eigenschaft  1.   nicht   erfüllt,   so  gäbe   es   in 
u(a;— )  einen  Punkt  o.„  imd  dazu  zwei  Indizes: 
r„>n;     v'„^n, 

')  Haben  f^  (a„)  und  f^-  (a„)  denselben  unendlichen  Wert,  m  kann  man 
dabei  unter  ihrer  Differenz  den  Wert  0  verstehon. 
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2t>2  Funkiionenfolgen- 

so  daß: 

Dann  aber  wäre: 

maj /;,,,(«„)- f,;(«„)|^3>0(«:{/;,}, 2t), 

entgegen  der  Definition  von  0{a;{/;},  91). 
Sei  ßodann: 

2<0(«;{f„},9(). 
Dann   gibt   es    eine   Punktfolge   {a,J   in   %  und  Indizesfoigen  {v,J, 
{»■;},  so  daß  (0)  erfüllt  ist,  und  daß: 

Tim  |/-„J«J -//(«„)  |>3, 
Also  ist: 

\fy  W  —  /^'("JI^S     ^""^  unendlich  viele  n. 
Ist  U  eine  Umgebung  von  «  in  ST,  so  gehören  fast    alle   «„   zu   U 
ist  )■(,  irgendein  Index,  so  ist  für  fast  alle  w: 

also  gibt  es  in  U  unendlich  viele  o„,  in  denen  (00)  gilt.     Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.     Ist    a    ein    Punkt    von    ?i",    so   gibt    es    in  W  eine 
Punktfolge  {raj,  und  dazu  zwei  Indizesfolgen  {v,}  und  {r;,} 
so  daß  (0}  erfüllt  ist,  und: 
(OOJ  limj  /;„(«„) -  /^;t«„)  ^  =  0 (a;  {/;,}, ?0- 

Sei  in  der  Tat  {?,,}  eine  Folge  reeller  Zahlen,  für  die: 
^niq,~0{a;  {(;},%),      5,,  <  0 («;{/■„},  91). 

Nach  Satz  I  gibt  es  in  It  («;  -}    einen    Punkt   o„,    und    dazu    zwei 
Indizes  v,|,»^,,  so  daß: 

'•„a»;  »;,a»;  if-.w- /;■;(«.) !>«.■ 

Also  ist: 

jkä  I  /;.J«J  -  /;;(«„)  I  >  Unij„  [=  0  (<.;  {f,,}, «)] . 

Wegen   der   Definition   von   0(a; {/"„}, 3!)    gilt   auch    die   umgekehrte 
Ungleichung: 

lEj  /,.(,..)  -  /■,/(<.„) ;  <0(a;  {f„},  a). 

Damit  aber  ist  i^\  bewiesen. 
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Satz  in^).     Ist  ^,.{a)  die  obere  Schranke  aller 

\f,..ia)-fr-{a)\      {v'^v,y">v), 
so  ist: 
,1)  Oia;{f,.},%)==limG{ü;fp.,%). 

Bemerken  wir  in  der  Tat  zunäcbsfc,  daß  die  Folge  {ipy}  monoton 
abnimmt,  daher  auch  die  Folge  {&(<(;  9"..,  ?t)},  so  daß  der  Grenzwert 
in  (1)  existiert. 

Sei  sodann  q  eine  beliebige  Zahl: 

(2)  q<_nmO{a',  %,,'ü). 

Dann  ist  auch: 

a<(?(«;9-;,,,  yj)     für  a!le  r. 

Es  gibt  also  in  U  (a;  -]  einen  Punkt  a„  von  W,  in  dem: 

?',>(««)>  5- 
und  mithin,   zufolge  der  Definition  von  <p^^,    zwei  Indizes  V,^,  vZ,    so 
daß: 

Dann  aber  ist: 

Umß,,  =  «;  limv;,  =  -j-cci;  lim)''4  =  -|-oo;  lim  |  f,/^  (e,J  —  fv^Wi  ^  ?' 

und  somit: 

0{«;  {/;,},  30^5; 

und  da  dies  für  jedes  (2)  erfüllende  g  gilt,  ist  auch: 

(3)  0(ö;  {{,},  %)  ^  lim  G(a;  tp.,  «). 

Sei  sodann  q  eine  beliebige  Zahl: 

(4)  9>lim_G(a;9.,.,  91). 

Dann  gibt  es  ein  v,  so  daß: 

e(«iy,„9)<,. 

Mithin  gibt  es  eine  Umgebung  11  von  a  in  9[,  so  daß: 

(5)  •Pr<-l'I     auf     U, 

Ist  dann  {(*„}  eine  Folge  aus  9£,  sind  {r'„},  {^'ü}  In.dizeafoIgen  mit; 

(6)  lira«,j=a;     lim  vj.  = -}- oo;     lim  vJJ  ?= -(- oo. 

')  C.  Caratli6odory,  Vorl.  über  reelle  Punktionen,  177. 
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so  ist; 

a^  in  U,     v'n^v,     v'^'>v      für  fast  alle  n. 

Daher,  nach  der  Bedeutung  von  q?^,  wegen  (5): 

I  /'■;,  (««)  —  frl  («„)  \<<l     für  fast  alle  n, 
dahev :  

Und   da  dies  für    alle  (6)  erfüllenden  Folgen  {«„},{»'»}>  {»'ii}   galt, 

""*'  0(.;{f,),9)Ss. 

Da  dies  wieder  für  jedes  (4)  erfüllende  q  gilt,  so  ist  auch: 

(7)  0(«;  {/;},  9()  ^lim  G(a;  y.,  ?I). 

Der  Vergleich  von  (3)  und  (7)  ergibt  die  Behauptung  (1)  von  Satz  III. 

Satz  IV.     Es  ist  0(a;{f;},3{)  oberhalb  stetig  auf  §t". 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  §  11,  Satz  II  ist  G(a;  (py,  91)  oberhalb 
stetig  auf  St",  Und  da  die  Folge  {(?(«;  ^,,  9i)}  monoton  abnimmt, 
ist    nach   Kap.  H,  §10,  Satz  I  auch   \\m(i(a,\<pr,%)    oberhalb  stetig 

auf  31",  daher  nach  Satz  III  auch  Oia\  {/;},  9t),  und  Satz  IV  ist  be- 
wiesen. 

Satz  V.     Sind  alle  /;,  endlich,    so  ist,    damit  {/;}    eigent- 
ich    gleichmäßig  konvergent  sei  in  o  auf  91,  notwendig  und 
hinreichend,  daß: 
(t)  0(<.;{(;},9I)  =  0. 

In  der  Tat,  (f)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Aussage:  Pur  alle 
Punktfolgen   {a,,}   aus  91  und   alle  Indizesfolgen  {v^  und  {v^}  mit: 

Iima^=a;     limi'jj=  +  co;     lim  rj^  =^ -|- co 
ist:  

to|/;.(o„)-/;;(«,)|  =  o, 

oder,  was  dasselbe  heißt: 

lim  (f;„K,) -/;.;,(«,.))— 0. 

Dies  aber  ist  gleichbedeutend  mit  der  Definition  (*)  S.  247  der  eigent- 
lich  gleichmäßigen  Konvergenz   in  a.     Damit   ist  Satz  V  bewiesen. 

Ist  {/v}  konvergent,  so  können  wir  einen  zweiten,  der  Schwankung 
verwandten    Ausdruck    definieren^),    den    wir    als    den    Ungleich- 

')  W.  F.  Osgood,  Am.  Journ.  19  (1897),  166.  Vgl.  auoli  E.'^.  Hobson, 
Lond.  Proe.  34  (1902),  253,  und  (2)  1  (1904),  376. 
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mäßigkeitsgrad  U {a;  {f,.} ,  tl)  von  {f,,}  in  a  auf  St  bezeichnen 
wollen.    Wir  setzen: 

Um  /;  ^  f. 

Die  Definition   ist   dann  die  folgende.     Für   jede  Folge  {a^}  aus  91 

und  jede  Indizesfolge  {v^}  mit: 

(ff)  lima,j=(t;     lim)',,^-|-co 

denken  wir  uns  gebildet*): 

ii»iÄ.(«„)-/'K.)l  =  «- 

Die   obere  Schränke    aller    dieser  v   ist    die   zu   definierende  Größe 

U(a;{f.}.m}. 

Ganz  ebenso  wie  die  Sätze  I  und  II  beweist  man: 

Satz  VI.    Die  Zahl  U {a;  {f^} , 'S)  ist  charakteriRiort  durch 

die  beiden  Eigenschaften 

1.  Ist  q>U{a;{f,.),^), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9(,  und  einen  Index  r,,, 
so  daß: 

\fy(a')  —  f{a')\<:q     für  alle  a'  von  U  und  alle  v>v^. 

2.  Ist  q<TJ{a;{n,},^), 

so  gibt  es  zu  jedem  Index  j'^  in  jeder  Umgebung  U  von  a 
in  St  mindestens  einen  Punkt  a',  und  einen  Index  i'>)'o, 
so  daß: 

|r,{.'}-f(a')l>2- 
Satz  VIT.     Ist  a  ein  Punkt  von  St",   so   gibt   es  in  a  eine 
Punktfolge  {«„}  und  eine  Indizesfolge  {vj,  so  daß  (tf)  erfüllt 

So  wie  wir  in  §  1,  Satz  V  Maximal-  und  Minimalfunktion  einer  Folge 
{/"}  gedeutet  haben  als  obere  und  untere  Schrankenfunktion  einer 
Hilfsfunktion  /^auf  einer  Hilfsmenge  ^,  so  können  wir  nun  eine  ähnliche 
Deutung  auch  für  U{a;  {f^}>  "U)  finden.  Wir  definieren  zu  dem  Zwecke 
auf  dieser  Menge  ^  die  Eestfunktion  r  von  {/■^}  durch  die  Fest- 
setzung: Ist  a  Punkt  von  W,  so  habe  ?im  Punkte  f,-  von  ä  den 
Wert  \U(a)~f(a)\.     Wir  erkennen  sofort:  '' 
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Satz  VHI.  In  jedem  Punkte  a  von  W"  stimmt  der  Un- 
gleichmäßjgkeitsgrad  von  {/;,}  auf  §t  überein  mit  der  oberen 
Schrankenfunktion  von  r  auf  91: 

f(«;{/;}.»)-e(«;f,«)- 

Aus  Kap.  II,  §  11,  Satz  II  folgt  daher  weiter; 

Satz  IX.     Es  ist  V{a;  {f,},  %)  oberhalb  stetig  auf  iS» 

Der  Zusammenhang  zwieohen  l!{a;{f.,},<fl)  und  0(o;  {/",.},  9i) 
wird  hergestellt  durch  den  Satz; 

Satz  X.     Es  besteht  die  Ungleiehung^); 
O  Ü(a;  {/;},  K)  ^  0{a;  {/;},  9t)  ^2ü{a;  {Q,  Sf). 

In  der  Tat,    nach  Satz  VII  gibt   es   in  9[  eine  Punktfolge  {«„} 
und  eine  Indizesfolge  {»■„},  so  daß: 
(••)liino,=.;    Iim,.=  +  »;    Hm  |  f,„(<.J-f(<.,.)l  _&(•;{(;,},  »). 

Sei  {5,j}  eine  Zahlenfolge,  so  daß; 

("•)        !I.<if.,(<',)-f(»Ji;     l™4,-Um|f„K)-f(o„)|. 

Wegenr 

f.„ (<■„) -  «•,)  1  - 1  f.. (".) ~ Itofi.  W  I 
gibt  es  ein  v'„~^>'>'„.  so  daß*): 

f..(«.,)~Ä;.(«.)!>4„- 

Dann  aber  folgt  aus  (**)  und  (***): 

und  somit  (da  wegen  v',^'>y„  auch  limr^j^-j-oo  ist)  erst  recht: 

0(»;{fi,},sl)g;C(<.;  {/.}.«)• 
Damit  ist  die  erste  Hälfte  von  (*)  beiviesen. 


■    1)  Beispiel,    in    äem  C (<i ;{/;,),  9f)   unii    0(a;{/;},M)  veraoliieden  aua- 
f allen:  Sei  im  Sfl,; 

fo  iß  (-oO.Oj  und  in  [-,+Cw) 

Dann  ist  im  Punkt  0; 

ü=l;     0  =  2. 
^j  Dies,  gilt   insbeBondere    auch,  wenn  fr^{a,^   und  f{a,^  denselben  un- 
endlichen Wert  haben,  da  dann  fy  (a„)  —  /■(«„)  =  0    gesetzt  war,    und    mithin 
q„  <  0  ist. 
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Aus  der  Ungleichung: 

■  I  f..  (•.)  ~  f.'.M  i  £  i  f.„  K)  -/■(«.):  + 1  f.:M  -  ««,) 

folgt  femer: 

to  I  /■„,  (.,)  -  f./  K)  I  s  ito !  f,„  (»„)  -  f  (..)  I  +  ES  j  /■„;  {.„)  -  f  («„) 

£2t/(«;{f„},a), 
und  somit  auch: 

O(o;{f,},a)£2l7(»;{f,},90. 

Damit  ist  auch  die  zweite  Hälfte  von  (*)  bewiesen  und  der  Beweis 
von  Satz  X  beendet. 

Neben  Satz  V  tiitt  nun; 

Satz  XI.  Sind  alle  f,.  endlich^),  so  ist,  damit  die  kon- 
vergente Folge  {/;,}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  sei 
in  a  auf  ?I,  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(/(«;{/;},  gi)  =  o. 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  V,  da  nach  Satz  X 
die  beiden  Bedingungen; 

f^(«;{A.},  W)  =  0     und     0(a;  {/;.},  91)  =  0 
gleichbedeutend  sind. 

§  6.    Verteilung  der  Punkt«  iingleichmäßiger  Konvergenz. 

Sei  wieder  {/",,}  eine  auf  91  gegebene  Funktionenfolge.  In  Ana- 
logie zu  Kap.  III,  §  2,  Satz  XVI  erhalten  wir: 

Satz  I.     Die  Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen 
0(«;{f„},a)ä5     (oder  II{a;  {f^},^)^q), 
ist  (für  jedes  q)  abgeschlossen  in  91. 

In  der  Tat,  dies  folgt  vermöge  Kap.  II,  §  9,  Satz  IV  aus  der 
Tatsache,  daß  0  (a;  {f..} ,  %)  und  ü(a;  {f,.},%)  oberhalb  stetig  auf  9t 
ist  (§  5,  Satz  IV,  IX). 

In  Analogie  zu  Kap.  III,  §  3,  Satz  I  folgern  wir  daraus: 

Satz  II.  Ist  {fv}  eine  beliebige  Folge  auf  91,  so  ist  die 
Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  {f^}  nicht  gleichmäßig 
auf  3t  konvergiert,  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  91  ab- 
geschlossener Teile  von  91. 

In  der  Tat,  geht  {/v}  durch  die  Schränkungstransformation  über 
in  {f*},  so  sind  {/;.}  und  {/?}  in  denselben  Punkten  von  9t  gleich- 

')  Statt  dessen  kann  es  auch  heißen:  „Ist  f  endlich". 
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mäßig  konvergent.  Wir  iiönnen  also  {/^}  als  beschränkt  voraus- 
setzen. In  jedem  Punkte,  in  dem  die  Folge  gleichmäßig  konvergiert, 
konvergiert  sie  dann  auch  eigentlich  gleichmäßig. 

Nach  §  5,  Satz  V  ist  also  die  Mei^e  58  aller  Punkte  von  St ,  in 
denen  {f^}  nicht  gleichmäßig   auf  51  konvergiert,   nichts   andres  als 
die  Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen: 
O(a;{t„},^)>0. 
Bezeichnen  wir  noch  mit  S„  die  Menge  aller  Punkte  von  ?I,  in  denen: 

0(a;  {«,«)>!-, 
SO  ist  demnach: 

58  =  S6^  4  5i,  +  ...  +  «,  +  .. . 
Nach  Satz  I  aber  ist  jede  Menge  S9^  abgeschlossen  in  3t,  und  Satz  II 
ist  bewiesen. 

Sei  nun  insbesondere  {/^}  konvergent  auf  9t.  Wir  nennen 
dann  jeden  Punkt  von  9(,  in  dem  {f^}  gleichmäßig  auf  %  kon- 
vergiert, einen  Punkt  gleichmäßiger,  jeden  andern  Punkt  von  % 
einen  Punkt  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  {/■„}  auf  31. 

Sab!  III.  Ist  {/;}  konvergent  auf  ?t,  so  ist  die  Menge 
aller  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  {f„}  auf  91 
Vereinigung  abzählbar  vieler  in  yt  abgeschlossener  Teile 
von  at2l\ 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  II,  da  jeder  isolierte  Punkt 
von  §t  notwendig  ein  Punkt  gleichmäßiger  Konvergenz  von  {/;.} 
auf  9t  ist. 

Wie  in  Kap.  III,  §  3  wollen  wir  uns  überzeugen,  daß  von  den 
Sätzen  II  und  III  die  Umkehntng  gilt'). 

Wir  nennen  die  auf  9t  konvergente  Folge  {Z^,,}  total- ungleich- 
mäßig konvergent  auf  9(,  wenn  für  sie  jeder  Punkt  von  9t  ein 
Punkt  ungleichmäßiger  Konvergenz  ist.  Wir  gehen  schrittweise  vor 
und  beweisen  zunächst: 

Satz  IV.  Ist  die  (nicht  leere)  Menge  9t  insiohdicht,  so 
gibt  es  eine  auf  9t  total-ungleichmäßig  gegen  0  konvergie- 
rende Folge  {/"„}  von  Funktionen,  deren  jede  auf  9(  total- 
unstetig ist,  und  nur  die  beiden  Werte  0  und  1  an- 
nimmt. 

In  der  Tat,  beim  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  IV  haben  wir 
gesehen,    daß  9t  gespalten  werden  kann   in   zwei   in  9t  dichte  Teile; 

®,     und     g3'=9t  — gl- 

')  Vgl.  hierzu  W,  H.  Young,  Loiid.  Proc.  (2)  ]  (1904),  3S6. 
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Da  dann  ebenso  wie  9[  auch  (£j'  insichdlcht  ist,  so  kann  auch  d^' 
gespalten  werden  in  zwei  in  IS^'  und  mithin  in  91  dichte  Teile: 

gg     und     e,/=(£/— (£3. 
Indem  man  so  weiter  sehließt,  erkennt  man,  daß  §t  zerspalten  werden 
kann  in  abzählbar-unendUch  viele  zu  je  zweien  fremde,  in  §t  dichte 
Teile: 

9I  =  ?t^.f  §(^-f  ...-f  3t„-j-... 

Wir  definieren  nun: 

(1  auf  %. 

[0  ani  9t  — %.. 

Dann  ist  fv  total-unstetig  auf  9t.     In  jedem  Punkte  von  5(  ist; 

f,,  =  0      für  fast  alle  v, 

daher  ist  {f,.}  konvergent  auf  9t: 

lim/;.=  0. 

Da  hingegen  jeder  Punkt  von  91  Häufungspunkfc  jeder  Menge  9ty  ist, 
so  ist  offenbar  in  jedem  Punkte  von  31: 

£?(«;{(■,},  st)-i. 

Damit  aber  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.  Ist  53  in  9£  abgeschlossen  und  nirgends  dicht*), 
so  gibt  es  eine  auf  9E  konvergente  Folge  {/■„}  auf  9t  ste- 
tiger, den  Beziehungen 

0£fr£l,     lim/;,=  0 

genügender  Funktionen,  die  in  jedem  Punkte  von  9J  un- 
gleichmäßig, in  jedem  Punkte  von  91  —  S  gleichmäßig  auf  91 
konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  hr(f)  folgende  (für  r^O  definierte)  Funktion 
der  reellen  Veränderlichen  r  (Mg.  13): 


(0)   ;.,(r)_ 


0  für  r  =  0  und  für  r^  ^ 
I  1  für  r-=- 

iinear  in    [O,  —    undin    -,  — 1.  Fig.  12. 


■  Zv 


Ist  dann  a  ein  Punkt  von  91  und  r(a,  S)  sein  Abstand  von  ffl, 

/;(«)  =  Ä.(r{«,93)) 

')  Dann  ist  gewiß  B<W!l'. 
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eine   auf  91  stetige  Funktion   von  a.     In   jedem  Punkte   von  iö  ist 
für  alle  r,  in  jedem  Punkte  von  ?I  —  S5  für  fast  alle  y: 

/;(«)=o, 

somit  ist  {/i,}  konvergent  auf  %: 

(00)  lim/;  =  0. 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  a  —  33,  {«„}  eine  Folge  aus  St,  {»■„} 
eine  Indizesfolge  mit: 

Hm  a„  ^  ff ;     lim  )■,,=  -|-  <x . 

Da  S  abgeschlossen  in  9t,  ist: 

lim)-(«„,S9)  =  *-(a,  39)>0, 

und  mithin: 

f-((i„,^}^—  für  fast  alle  n. 

Es  ist  also  auch: 

/;^^(aj  =  0     für  fast  alle  n, 

und  somit,  Wegen  (00): 

E^(«;{fv}=3t)  =  0, 

d.h.  jeder  Punkt   von  91  —  33  ist   ein  Punkt   gleichmäßiger  Kon- 
vergenz (§  5,  Satz  XI). 

Sei   sodann  a  ein  Punkt   von  59.     Da  S  nirgends   dicht    in  91, 
gibt  es  in  91  —  S8  eine  Punktfolge  {a^},  so  daß: 

(000)  lima^=a,     und  somit     lim r (a^ ,  S)  =^ 0 . 

Wie  aus  (0)  folgt,  gilt  aber  für  jedes  r  aus  (0,1): 


».Wäg        ffi" 

Also  gibt  es  zu  fast  allen  a^^  ein  v^,  so  daß: 

/..Wä|, 

und  da  wegen  (000)  offenbar  lim  v„  =  -\-co,  so  ist  wegen  (00): 

»(«;{«.  a)>|, 

d.h.  jeder  Punkt   von  5ß  ist   ein   Punkt   ungleichmäßiger   Kon- 
vergenz.    Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 
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Satz  VI.  Die  Aussage  von  Satz  V  bleibt  bestehen,  wenn 
Ö  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  %  abgeschlossener  und 
nirgends  dichter  Mengen  ist. 

Sei  in  der  Tat: 

wo  jede  Menge  S^i  ein  in  9t  abgeschlossener  und  nirgends  dichter 
Teil  von  9(.  Na<5h  Satz  V  gibt  es  zu  jeder  Menge  S„  eine  Folge 
{f;,,v}  ä"^  ^t  stetiger  Funktionen,  so  daß: 

o</;,,,^i,    lim/;,.,  =  0, 

und  so  daß  die  Konvergenz  von  {f^,v}  gleichmäßig  ist  auf  9(  in  den 
Punkten  von  9t  —  59^,  ungleichmäßig  in  den  Punkten  von  ©„, 
Wir  bÜden  nun  die  Doppelfolge: 

i-f,.,.  (/,..-!, 2,...). 

Wir  ordnen  sie  irgendwie  in  eine  einfache  Folge, 

i;,f,,....f...... 

von  der  wir  nun  leicht  erkennen,  daß  sie  die  in  Satz  VI  verlangten 
Eigenschaften  hat. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  auf  ganz  9t: 
(*)  lim/;  =  0. 

Andernfalls  gäbe  es   einen  Punkt  a  von  W  und  ein  i>0,    so  daÜ: 

(**}  /'vW^fi     für  unendlich  viele  v. 

Da  aber: 

(VJ  0£--f^,y<e     für     /i>-     und  alle  )■, 

müßte  es  wegen  (**)  mindestens  ein  fi^—  geben,  für  das: 

—  fu  vW  >«     für  unendlich  viele  v, 
/(     "'    w  _ 

im  Widerspruche  mit; 


lim/;„,^  =  0. 


womit  {•)  bewiesen  ist 
Da  die  Folge 
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eine  Teilfolge  von  {/",,}  ist,  so  ist  offenbar; 

mithin  iat  {f,.},  ebenso  wie  {f/i,v},  ungleichmäßig  konvergent  auf  a 
in  jedem  Punkte  von  ^^,,  und  da  dies  für  jedes  /t  gilt,  auch  in  jedem 
Punkte  von  SB. 

Sei  endlieh  a  ein  Punkt  von  ?l  — *8,  {«„}  eine  Punktfolge  aus 
3(,  {v^}  eine  Indizesfolge  mit: 

Uraa^=a;     lim)',^=  -|-oo. 

Um  zu  zeigen,  daß  {f,.}  in  «  gleichmäßig  auf  2t  konvergiert,  haben 
wir  nachzuweisen: 

lim/;,„(aj  =  0. 

Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  gäbe  es  ein  e>0,  so  daß 

/'■i.('*h)S®     für  unendlich  viele  w, 
und,  indem  wir  von  {o,,}  zu  einer  Teilfolge  übergehen,   können  wir 
geradezu  annehmen: 

(.*,)  ft.Wa«   tat  »ii»  «■ 

Wegen  (%*)  .müßte  es  also  ein  |"*(^-]  geben, ,  so  daß  unendlich 
viele /■,.„  zur  Folge  j-i^-- /"^..»l  gehören.  Dann  aber  steht  (,„*a.)  in  Wider- 
spruch zur  Tatsache,  daß  {f/,*, ,.}  in  a  gleichmäßig  auf  91  gegen  0 
konvergiert.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Nunmehr  können  wir  die  Umkehrung  von  Satz  III  beweisen: 

Satz  VII.  Damit  es  eine  auf  91  konvergente  Funktionen- 
folge {fr}  gebe,  die  ungleichmäßig  auf  %  konvergiert  in 
allen  Punkten  von  ^,  gleichmäßig  auf  SU  in  allen  Punkten 
von  91  —  ^,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  SS  Vereini- 
gung abzählbar  vieler  in  9t  abgeschlossener  Teile  von 
M9I^  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  III  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  Jn  der  Tat: 


wo  jedes  33^,  abgeschlossen  in  St.    Nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  XI  können 
wir  annehmen: 

%  ■<%  +  !. 
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Wie  beim.  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  V  zerlegen  wir; 

^^,  =  ss;  +  58';,     worin:     «;,  =  m„  (?l  —  S9^)^; 
dann  ist,  wie  wir  dort  sahen,  SB"  insichdicht,  während  offenbar  SäJ, 
nirgends   diciit   und    abgeschlossen   in  S(  ist.     Femer  ist,   wie 
wir  gleichfalls  dort  sahen,  S9"-<58j;-|.i.     Wir  setzen: 

S'==S8;-f  a3^  +  ...  +  93;4----;   ^"— S9i'  +  S9ä'-j-...+*-8"  +  --- 
Nach  Satz  IV  gibt  es  nun  zu  jeder  (nicht  leeren)  Menge  ^',  eine 
FoJge  total-unstetiger  Funktionen 

y,.,i,  ?,,.a,  -.-.  ?,..,.■,  ■■-, 
die   nur   die   beiden  Werte  0,  1  annehmen,    und    die   auf  S"  total- 
ungleichmäßig gegen  0  konvergieren: 
(t)  limsr,„,  =  0. 

Wir  definieren  eine  Funktionenfoige  {g^}  auf  %  durch: 

g,.  =  ffi,,  auf  ©'/;       y,-^  —  Sii.r  auf  $i''  —  ,33,"-i; 
(,,=-0  auf  ^"58". 
Aus  (t)  folgern  wir  sofort: 
(ttl  lim,^„  =  0     auf  2i, 

während  wir,  ganz  wie  beim  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  V, 
erkennen,  daß  die  Konvergenz  ungleichmäßig  ist  in  jedem  Punkte 
von  ©",  gleichmäßig  in  jedem  Punkte  von  a(  —  S8". 

Da  58'  Vereinigung   abzählbar  vieler,    in  3t  abgeschlossener  und 
nirgends  dichter  Mengen  ist,  gibt  es  nach  Satz  VI  eine  Funktionen- 
folge {It,.}  auf  91,  so  daß: 
/■^^■.■f\  limft,,  =  0     auf  ai, 

und  so  daß  die  Konvergenz  ungleichmäßig  auf  y[  ist  in  jedem  Punkte 
von  S8\  gleichmäßig  in  jedem  Punkte  von  91  —  fö'. 

Bilden  wie  nun  die  Folge: 
(ttt)  g^Ji^,g^,k^,...,g„,h,.,..., 

ao  konvergiert  auch  sie,  wegen  (ff)  und  (tft)  auf  ganz  9(  gegen  0. 
Da  in  jedem  Punkte  von  S  =  59'-j-S"  sei  es  {y^}.  sei  es  {A,,}  un- 
gleichmäßig auf  St  konvergiert,  so  auch  (ftt)'  D^  ii^  jedem  Punkte 
von  a(  —  S  sowohl  gr  als  h^  gleichmäßig  auf  9t  konvergiert,  so  auch 
(ttt)-     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 
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Endlich  können  wir  nun  auch  noch  Satz  II  umliehren. 

Satz  Vm.  Damit  es  auf  S  eine  Junktionenfolge  (/;} 
gebe,  für  die  der  Teil  ©  von  9(  die  Menge  aller  Punkte  ist, 
in  denen  {/■,}  nicht  gleichmäßig  auf  31  konvergiert,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  S8  Vereinigung  abzählbar 
vieler  in  St  abgeschlossener  Mengen  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  II 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  58  Vereinigung 
abzahlbar  vieler  in  SI  abgeschlossener  Mengen.     Wir  setzen: 

5S,  =  r-58,     ffl,  =  5ß--SI'-58,     56  =  93, +  583. 
Dann  ist  ^j  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  S  abgeschlossener  Teile 
von  3t -21^.     Also   gibt   es   nach  Satz  VII   eine   auf   ST   konvergente 
Funktionenfolge   {?„},   die   in   den  Punkten   von  ^^    ungleichmäßig, 
in  denen  von  9E —  58,  gleichmäßig  auf  31  konvergiert.    Wir  setzen  nun: 

Die  Folge  {/t,,}  ist  gleichmäßig  konvergent  auf  31  in  jedem  Punkte 
von  3t  — 583;  hingegen  konvergiert  sie  nicht  in  den  Punkten  von 
^3*).  Also  konvergiert  auch  {f^}  nicht  in  den  Punkten  von  Sj, 
während  in  den  Punkten  von  a  —  SS.^  {fy}  gleichzeitig  mit  {g^} 
gleichmäßig  konvergent  ist  auf  31  oder  nicht.  Damit  ist  Satz  VIII 
bewiesen. 

§  7.    Punktweise  ungleichmäßige  Konvergenz. 

In  Analogie  zur  Definition  der  punktweise  unstetigen  Funktionen 
(Kap.  III,  §  4)  definieren  wir  nun:  Die  auf  3t  konvergente  Funktionen- 
folge {f^}  heißt  punktweise  unstetig  (bzw  ungleichmäßig) 
konvergent  auf  St,  wenn  die  Menge  all ei  Punkte  von"t,  m  denen 
{/v}  stetig  (gleichmäßig)  auf  3t  konvergiert,  dicht  m  't  ist  Nui  mit 
dem  Falle  punktweise  ungleichmäßiger  Konvergenz  (m  dem  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  auf  3t  als  Spezialfall  enthalten  i&t)  wollen  wn 
uns  näher  befasßen. 

In  Analogie  zu  den  Sätzen  II,  III,  IV  von  Kap.  III,  §  4  stehen 
die  ganz  ebenso  zu  beweisenden  Sätze: 

SatÄ  I,  Ist  die  auf  31  eigentlich  konvergente  Folge  {f^} 
punktweise  ungleichmäßig  konvergent  auf  3t,  so  ist  für 
jedes  9^0  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen: 

')  Denn  jeder  Punkt  a  von  *8b  ist  ein  ieoliertei-  Punkt  von  31,  so  daß 
für  ihn  r(a,  3t  —  582)>  0. 
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ist,  nirgends  dicht  in  Er- 
satz n.     Ist   die   auf  Sl  konvergente   Folge    (/;}    punkt- 
weise ungleichmäßig  konvergent   auf  ^,   so  ist   die  Menge 
aller  ihrer  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  erster 
Kategorie  in  31. 

Satz  III.  Ist  {Z"^}  konvergent  auf  der  relativ-vollstän- 
digen Menge  ä,  und  ist  für  jedes  q'^0  die  Menge  aller 
Punkte,  in  denen  (*)  gilt,  von  erster  Kategorie  in  St,  ao  ist 
{^„}  punktweise  ungleichmäßig  konvergent  auf  SI. 


r  in  §  6  Satz  IV  einerseits  mit  den  Sätzen  V  und  VI 
andererseits,  so  sehen  wir,  daß  die  total-migleichmäßig  konvergente 
Folge  {fy}  von  Satz  IV  ans  total-unstetigen  Funktionen  besteht, 
während  die  Folgen  {/i}  der  Sätze  V  und  VI  aus  stetigen  Funktionen 
bestehen.  Es  erhebt  sich  daher  die  Frage:  Gibt  es  total-ungleichmäßig 
konvergente  Folgen  stetiger  Funktionen?   Diesbezüglich  gilt: 

Ssdz  IV-).  Ist  a  relativ-vollständig^),  so  ist  jede  kon- 
vergente Folge  {fy}  auf  yi  stetiger  Funktionen  punktweise 
ungleichmäßig  konvergent  auf  %. 


'■   D'eser  "*  tz  wurde  (  nter  der  einsohräükenden  Voraussetzung,  lim  f^   sei 

ste  g)  zuerst  bew  e  en  von  W.  F.  Oegood,  Am.  Joura.  19  (1897),  155,  sodann 
(ohne  öieee  En  ehrankung)  von  W.  H.Young,  Lond.  Proe.  (2)  1  (190*),  89. 
Anke  Bewese  von  E  W  Hobson,  Lond.  Proo.  34  (1902),  245;  Theoiy  of 
f  QotonBof  a  reil  var  able  (1907),  485.  0.  A,  Dell' Agnola,  Rend.  IJno,  19/2 
(1910)  108  — D  r  hdebeoSatEistein  voqP.  DuBoia-Reymondgegebenes 
Bespel  (Berl  Be  1886  o66)  einer  vermeintlich  total-nngleicli mäßig  konver- 
genten F  Ige   m  Eß    st«tiger  Funktionen  ale  irrig  naohgewieeen. 

^DeselUEfi  hrank  ngkannniohtentbehrt werden.  Beispiel{Fig.I3);  Sei 3t die 
Menge  r     r  aller  rationalen  Punkte  des   Sl,.     Sei  A,  >0,  rational 

nlsokle        Iß    ie      I  terralle  (r^,  i-;-L27iJ  (i  =  1,  2,  . . .,  r)  fremd  sind. 


AiUl 


Fig.  13. 

Sodann  werde  f^  definiert  durch;  f^^^  außerhalb  dieser  Intervalle;  /'„  =  1 
in  r, -f  fi.^  (i=l,2,  ...,1-);  /"^  linear  in  [r,.ri  +  hj  and  [r^-\-hy,r,  +  2h^-': 
(i  =  1,2, . . .,  ii).  Dann  iet  {/\,}  konvergent  (lim  f^^^O),  aber  total -ungleich- 
mäßig konvergent  auf  3t,  und  zwar  ist  in  jedem  Punkte  a  von  31: 

18* 
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Vermöge  der  Schränkungstransformation  köimen  wir  beitn.  Be- 
weise {f„}  als  beachränkt  annehmen.  Nach  Satz  III  genügt  es,  zu 
beweisen:  Für  jedes  g]>0  ist  die  Menge  9[  der  Punkte  von  %  in 
denen  (*)  gilt,  nirgends  dicht  in  9(. 

Angenommen,  es  wäre  ai  nicht  nirgends  dicht  in  91 ;  dann  gäbe 
es  eine  in  3[  offene  Menge  St ,  in  der  91  dicht  wäre.  Und  da  nach 
§  6,  Satz  I  91    abgeschlossen  in  %  iat,  so  wäre: 

Wir  wollen  zeigen,  daß  dies  unmöglich  ist. 

Angenommen,  es  gelte  _(**);  dann  ist  in  jedem  Punkte  von  9(' 
(*)  erfüllt.  Sei  a  ein  solcher  Punkt.  Ist  dann  11  (a)  eine  behebige  Um- 
gebung von  a  in  9t,  !■  ein  beliebiger  Index,  so  gibt  ee  (§  5,  Satz  VI) 
in  U(a)  einen  Punkt  a'  und  einen  Index  v^  ^  v,  so  daß: 

[/■„M-fM|>|;     (f-l™«. 

Es  gibt  daher  auch  ein  v^^v^^,  so  daß: 

f.,M-««')l>f 

Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  aller  f,.  gibt  es  daher  eine  Um- 
gebung U(«')  von  a'  in  91,  so  daß: 

A.-/;,i>f  ■»»'  "M- 

Das  aber   heißt   mit  anderen   Worten:   Die  Monge  ©,,    aller  Punkte 
von  9t',  in  denen 

\f.~f.-\£l-     Kr     /^»,     /'J:,., 
ist  nirgends  dicht  in  9t.     Aiso  ist  die  Vereinigung 
S3  =  58i  +  SÖ3  -f. ..4-S3v -(-■■■ 
von    erster    Kategorie    in    9t.      Da    9t'    ofEen   in   '^t,    kann    also    nach 
Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI   nicht   jeder   Punkt   von   St'   zu    SS   gehören 
Dies   aber   steht  im  Widerspruche  zur  vorausge=!etzten  (eigentlichen) 
Konvergenz   von   {fr},    derzufolge  jeder  Punkt  von  ^l   zu  S9  gehört 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V^).     Ist    9t  relativ-vollständig^),    so  ist    die  Grenz- 

')  Dieser  Satz  wurde  (auf  anderem  Wege)  zuerst  bewiesen  von  B.  Baire, 
Ann.  di  mat.  <3)  3  (1899),  30;  Legons  sur  les  fonotions  dJBcoatinueB  (1905),  108, 
Vgl.  auck  W.  H.  Young,  Mess.  of  matli.  (2)  87  (1907),  49;  C.  A.  Dell'Agnola, 
Rend.  Lomb.  41  (1908),  303,  683. 

^  Diese  Bedingung  kann  nicht   entbehrt  werden.     Beispiel:   Sei  Sf  die 
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funktion  einer  konvergenten  Folge  {fy}  auf  ?!  stetiger 
Funktionen  punktweise  unstetig  auf  9t. 

In  der  Tat,  nach  Satz  IV  liegen  die  Punkte  gleichmäßiger  Kon- 
vea^enz  von  {/i}  dicht  in  3t;  nach  §  3,  Satz  X  ist  aber  in  jedem 
solchen  Punkte  die  Grenzfunktion  stetig  auf  31.  Damit  ist  Satz  V 
bewiesen 

In  Salz  IV  war  dio  Folge  ff\  als  konvergent  vorausgesetzt;  wir  wollen 
nu  feststellen,  was  an  Stelle  von  Satz  IV  tritt,  wenn  diese  Voraussetzung 
falle    gelassen  wird'). 

Wr  nennen  die  Folge  {/"^}  punktweise  unstetig  (ungleichmäßig, 
sekundär  \  ngieioSimäßig)  oszilüerend  auf  31,  wenn  die  Menge  aller 
Punkte  von  9Ij  in  denen  sie  stetig  (gleichmäßig,  sekundär -gleichmäßig)  oszilliert 
auf  91,  dicht  in  9t  ist. 

Wir  Bchicken  den  Satz  voraus'); 

Satz  YI.  Für  jede  Folge  auf  %  unterhalb  stetiger')  Funktionen 
{f^y  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  {/;}  iiioht  ober- 
halb stetig  (oberhalb  sekundäi-gieichmäßig)   auf  St  oezilliert,  von 

Sei  ^  die  obere  Sehrankenfunktion  der  Ä-ten  Restfolge  von  {/",,}  und  f  die 
obere  Grenzfunktion  von  {f^}-     Dann  ist  (Einleitung  g  6,  Satz  V): 
/=limj,. 

In  jedem  Punkte  voti  9t,   in   dem  {/■^.J  nicht    oberhalb  stetig  auf  9t  oszilliert, 

d.  h,  in  dem  {§  2,  Satz  XIII): 

(t)  r(a;{f..}.^l)>f(a), 

Menge  r,,r„,.  ..,1-^,...  der  rationalen  Punkte  des  "St^.  Sei  ?i,,  >  0,  rational 
und  so  klein,  daß  die  Intervalle  (ri  —  Ä,,,  rj-^h^)  (i  =  l,  2, . . .,  r)  fremd  sind. 
Sodann  werde  f^  definiert  durch;  f^^O  außerhalb  dieser  Intervalle;  ist 
»■(==+—  (m,,  «i  teilerfremde  ganze  Zahlen  ^0),  so  sei  f^ (»-,)  =  —  (i=il,2,  ....r), 
und  in  jedem  Intervalle  [ri  —  A,,.  n],  [^i,  fi  -\-  ^^^  (4  =  1.2,..'.,*)  sei  f^ 
linear.    Dann  ist  lim/^(,jj)  =  —    und  somit  total-unstetig  auf  9t. 

')  Die  folgenden  Satze  tuhren  her  von  W  H.  Young.  Lond.  Proe,  (2)  6 
(1908),  312;  (2)  12  (1913)   365 

")  Beim  Beweis  dioaes  wie  der  folgenden  Sätze  kann,  vermöge  der 
Schränkungstransformation    {/\,}  als  beschrankt  angenommen  werden. 

^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden,  Beispiel:  Sei  Sl  der  ^„ 
und  sei  »"i,  Tj,  .  .  .,  r^, .  .  die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  Sfi^.  Sei/j,=  l 
in  r^,  sonst  =0.  Dann  ist  jedes  /,  oberhalb  stetig,  aber  in  keinem  Punkte 
dM  !fii  ist  {f^}  oberhalb  stetig  (oder  oberhalb  sekundär-gleichmäßig)  oszillierend. 

')  Sind  die  /j,  oberhalb  stetig,  so  gilt  dies  für  die  Punkte,  in  denen 
■f/,,}  nicht  unterhalb  stetig  (unterhalb  sekundär-gleichmäßig)  oszilliert. 
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ist  also  auch: 

(tt)  r{a;  {Q,  9f)  >  fl{d]     für  fast  alle  fc. 

Bezeichnen  wir  mit  S  den  Teil  von  31,  auf  dem  (f)  gut,  mit  St  den  Teil 
von  91,  auf  dem  (ff)  gilt,  so  ist  demoacli: 

(ttt)  »_».+»,+  . ..+%+.., 

Wir  beweisen  zuaächst,  daß  jede  Menge  SS,;  von  erster  Kategorie 
in  31  iat. 

Bezoiclinen  wir  mit  ^^  ^,  ,  den  größten  unter  den  i-j- 1  Funktionswerten 
4'ffc  +  i>--  ■'  4+('  ^°  '^*  fkk-i-i  unterhalb  stetig  auf  91  (Kap.  11,  §8,  Satz  IX). 
Nun  ist  aber  (Einleitung  g  6,  Satz  VI): 

also  iat  nach  Kap.  II,  §  10,  Satz  I,  auch  fh  unterhalb  stetig  auf  91,  Da  aber 
(§  1,  Satz  IX)  r(a;{/;},ai)  oberhalb  stetJgaufiK  ist,  so  ist  (Kftp.II,§8,  Satz  VI,  VII): 
r{a;{f^}.'^  —  fi{a)  oberhalb  atetig  auf  91.  Infolgedessen  iet  die  Menge 
^f.  ^  aller  Punkte  von  91,  in  denen: 

abgeschlossen  in  St  (Kap.  II,  %  9,  Satz  IV), 

Daraus  folgern  viir  weiter,  daß  SS^  „  nirgenda  dioht  in  9t.  Denn 
andernfaila  gäbe  es  eine  in  91  offene  Menge  %',  in  der  S,,  „  dicht  ist,  und  da 
S8^  n  abgeschlossen  in  91,  wäre; 

9t'<®i„, 

In   jedem    Punkte   von   9['  würde   also   yj]   gelten,  und  mithin  auch; 

(/^)  r(a;  {/;},  9[)>f,(«)  +  ^    für  alle  v^k. 

Nach  §  1,  Satz  VII  aber  gibt  ea  zu  jedem  Punkt  a'  von  91'  eine  Punktfolge 
{öjj  in  91  und  eine  Indizeefolge  {>■(},  so  daß; 

ffi  \{mai  =  a';     lim.',  =  +  co;     lim  Z',,  (a.-)  =  r(B',  {/;,},  9(). 

Da  91'  offen  in  91,  gehören  fast  alle  d,  zu  W;  fast  alle  v,  sind  ^fc,  es  ist 
also   wegen   (aJ: 

rifli;  {fr},  %Z  fy  ("')  +  -     für  fast  alle  i, 
mithin  wegen  flj  durch  den  Grenzübergang  t — ►ro: 

.limr(o,i  {f,},  a)>/-(«'i  {f.}.  si)  +  i, 

entgegen  der  Tatsache,  daß  r(a;  {f^},  91)  oberhalb  atetig  auf  %.  Damit  iat 
bewiesen,  daß  S,,  „  nirgends  dicht  in  %l  ist. 
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so  ist  S^  von  erster  Kategorie  in  %,  wie  behauptet,  Mitiin  ist  nach  (fft) 
auch  S  von  erster  Kategorie  in  St  (Kap.  I,  g  4,  Satz  XX), 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Menge  aller  Punkte  yoa  91,  in  denen  {/j,J  nicht 
oberhalb  stetig  auf  91  oszilliert,  von  erster  Kategorie  in  9t  ieti,  Naoh  §  4,  SatzVa 
gilt  dies  daon  auch  für  die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  {f^'^  nicht 
oberhalb  aekundär-gleicli mäßig  auf  31  ogailEert,  und  Satz  VI  ist  bewiesen, 

Satz  TU.  lat  St  relativ-volJständig,  so  ist  jede  Folge  auf  at 
stetiger  Funktionen  {/;)  punktweise  unstetig  {punktweise  aekun- 
där-ungleiehmäßig)  oszillierend  auf  31. 

In  der  Tat    nach  Satz  VI  ist   sowohl  die  Menge  aller  P     kt  In 

denen  ^f  J  nicht  oberhalb  atetig  ala  die,  in  denen  {/j,}  nicl  t  ujite  1  alb  ste  g 
auf  "f  oszilliert  von  erster  Kategorie  in  91.  Dasselbe  gilt  dal  on  1 
Vereinigung  d  b  der  Menge  alier  Punkte,  in  denen  {f,,}  ht  tetg  a  f  91 
OMilliert  Also  ist  (Kap  1^3  Satz  XV)  ihr  Komplement  d  h  die  Menge 
aller  Punkte  in  denen  (/  }  ptetig  auf  91  oszilliert,  dicht  in  9t  nd  Sat  \  II 
1  st  bewiesen 

Für  die  gloichmaßige  0  ziliation  gilt  ein  solcher  Satz  nicht,  wie  folgendes 
Beispiel  zeigt     Sei  tj    t^  t     ...   die   Menge  der  rationalen  Punkte  dos 

Bi,  mit  3  bezeichnen  wir  eine  Vereinigung  endlich  vieler  offener  Intervalle  des 
Oll  mit  folgenden  Eigensciiaften  )  l.Q,  enthält  die  Punkte  ri,r^,. . .,  r^.  2.  Die 
untojie  Gemein^ohattflgrenzo  ö  CEinleit. §  I,  S.  4)  der  Mengen  DI,  — 3i^  (v=^l,2,.. .) 
ist  dicht  im  9i  Sei  sodann  f^  eine  im  31,  stetige  Funktion,  die  =  1  ist  in 
t,   j  r    und  =0  in  "fti— S,.     Wir  behaupten:  Die  Folge  {/;}  ist  in 

keinem  Punkte  de=.  S,  (bothalb  gleichmäßig  oszillierend-  In  der 
Tat,  in  allen  Punkten  von  ®  ist: 

lim  f^  =  0. 

Sei  nun  a  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  ^i.  Wäre  {f,^  oberhalb  gleiehmaßig 
oszillierend  in  a,  so  gäbe  es  eine  Umgebung  U(a)  und  einen  Index  )■(,  so  daß 
(0)  /;  <!'\^fv  +  ^^l     auf  U(a)-®  für  alle  r'^v^. 

Das  aber  kann  nicht,  sein.  In  der  Tat,  in  U(a)  gibt  os  einen  rationalen 
Punkt  r„.  ('^£''0).  Wegen  f^tir^t)=^l  und  wegen  der  Stetigkeit  von  f^,  muß 
daher  in  einem  r,,,  enthaltenden  Intervalle  die  Ungleichung  gelten: 

im  Widerspruche  mit  (0)  Also  ist  {f^}  m  keinem  Punkte  oberhalb  gleich 
mißig  oszillierend  im  SB, 

Wohl  alei    gelten   für  de  gleichmäßige  Osaillati  n  die   folgenden  "latze 

')  Man  erhilt  solche  Mengen  %  m  folgender  W  eise    bei  s,   Sj  s, 

eme  a)-z%hlbare  Menge  irrationaler  Punkte  die  im  \  dicbt  ist  M'in  wähle 
nun  für  §  eine  Vereinigung  endhch  vielei  ofiener  Intervalle  die  die  Punkt? 
)     1  )     enthalten   s,   s  »    <t.ber  nicht 
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Satz  Tin.  Ist  at  relativ-vollständig,  und  ist  die  Folge  {/;}  auf 
91  stetiger  I-unktionen  sekundär-gleichmäßig  oszillierend  auf  %, 
so  ist  sie  punktweise  ungleiohmäßig  oszillierend  auf  91. 

In  der  Tat,  bezeichnet  wieder  /^  ^  ,  ^  den  größten  der  Fnnktions- 
werte  4,  4_|_i,  . . -,  4^^,  so  ist  (Kap,  II,  §3,  Satz  VIII)  4_;,+^  stetig. 
Wegen  der  sekundär-gleichmäßigen  Oszillation  konvergieren  in  jedem  Punkte 
von  %  die  ^.fc+i.  gleiohmäßig  gegen  f^,  also  ist  auch  f^  stetig  auf  51  (§3, 
Satz  X).    Also  ist  f^limfi^  punktweise  unstetig  auf  3£  (Satz  V).    Ganz  ebenso 

beweist  man,  daß  auch  die  untere  Grenzfunktion  f  von  \fy\  punktweise  un- 
stetig ist  auf  91.  Also  liegen  (Kap.  III,  §  i,  Satz  VII)  die  gemeinsamen  Stetig- 
keitspunkte von  f  und  /'dicht  in  9t.  Naflh  §4,  Satz  VI  ist  aber  in  jedem 
Bolchen  Punkte  {f^}  auch  gleichmäßig  oszillierend  auf  9t,  und  Satz  VIII  ist 
bewiesen. 

Satz  IX.  Ist  a  relativ-vollständig,  sind  die  f^  stetig  auf  9(, 
und  ist  sowohl  die  obere  Grenzfunktion  f  als  die  untere  Grenz- 
fttnktion/'  von  {/;}  punktweise  unstetig  auf  St,  so  ist  {Q  punkt- 
weise ungleichmäßig  oszillierend  auf  91. 

In  der  Tat,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  VIII  sahen,  sind  die  dort 
mit  f^  j  ,  _  bezeichneten  Funktionen  stetig  auf  9t.  Die  obere  Schranken- 
funfction  der  fc-ten  Restfolge; 

ist  also  nach  Satz  V  punktweise  unstetig  auf  91;  ebenso  die  untere  Scliranken- 
funktion  f/,  der  Ä-ten  Eestfolge.  Da  nach  Annahme  auch  f  und  f  punktweise 
unstetig  sind  auf  St,  so  gibt  es  nach  Kap.  III,  §  4.  Satz  VII,  einen  in  9t 
dichten  Tei)  58  von  91,  in  dessen  Punkten  f,f  und  samtliche  f^,  /)j(fe=-l  ,2,...) 
stetig  sind  auf  91.  Nach  §  2,  Satz  X,  ist  also  die  Konvergenz  von  \fk}  gegen 
f  und  von  ifA  gegen  f  in  jedem  Punkte  von  ffl  stetig  und  mithin  auch 
{§  3,  Satz  II)  gleichmäßig  auf  91.  Naoh  §  4,  Satz  III  ist  also  {f^}  in  jedem 
Punkte  von  S  gleiehmäUig  oszillierend  auf  9t,  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 


%  8.   Einlach  "gleichmäßige  und  quasi-gleichmäßige  Konvergenz. 

Sei  {/,}  eine  auf  91  konvergente  Folge  von  Funktionen,  die  im 
Punkte  a  von  ?t  stetig  auf  9t  (oder  auf  ganz  9t  stetig)  sind.  Damit 
auch  ihre  Grenzfunktion  stetig  in  a  auf  9t  (oder  stetig  auf  91)  sei,  ist, 
wie  wir  gesehen  haben  (§3,  SataX,  XVI)  hinreichend,  daß  {f„} 
gleichmäßig  in  a  auf  %  (bzw.  gleichmäßig  auf  ST)  konvergiere.  Doch 
ist  diese  Bedingung   nicht   notwendig^),   wie   die   Untersuchungen 


')  Die  Frage,  ob  die  gleichmäßige  Konvergenz  auch  notwendig  ist  für 
die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion,  war  lange  Zeit  offen.  (S.  z,  B.  H.  E.  Heine 
J,  f.  Math.    71    (1870),    353.)     .Noch   0.  Stolz   hielt   sie   für   notwendig;    Ber. 
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von  §  6  lehren;  ein  besonders  einfaches  Beispiel  liefert  nachstehende 
Folge  von  Funkfcionen  {/V}  einer  reellen  Veränderliehen:   Sei  /r^O 
in  (— co,0],  und  in   [-,-f-co);  f^(^)-^l    und  f^   linear  in    [o,  ^\ 
und  in  [-,  -]  (Pig.  6,  S.  244).  Dann  ist  überall  im  Sftj: 
lim/;=0, 

die  Konvergenz  aber  ist  ungleichmäßig  im  Punkte  0. 

Wir  getiea  noch  ein  Beispiel  einer  Folge  -{f^J  stetiger  Funktioaen  einer 
reellen  Veränderlichen,  die  überall  im  9ii  gegen  eine  stetige  Grenzfunktion  kon- 
vergiert, während  die  Konvergenz  ungleiohmäßig  ist  in  einer  im  SR,  dichten 
Punktmenge'),     Sei  *8^  (i'=0, 1,2, . , ,)  die  Menge  aller  Punkte  -—  {1=0,  +1, 

+  3,  ...)  des  Dil.  Die  Punktion  fy  ^-^'  ünear  in  jedem  Intervalle    — 1^-7-  L  »»d 


Fig.  14- 

ihre  Werte  in  den  Punkton  von  59^  seien  gegeben  durch  die  Voreohriffc  (Fig.  14); 
/■,=0  auf  S,_i;  gehört  a  zu  S„  — ö^_i,  so  ist  f^{a)  =  ^,  wenn  wenigstens 
einer  der  beiden  Nachharpunkte  von  a  in  ^^_i  zn  33^.,  aber  keiner  zu  'ö^_i 
gehört.  Dann  ist  überall  im  SR,;  lim  f^  =  0,  die  Konvergenz  aber  ist  ungleich- 
mäßig in   jedem  Punkte  von  ffl.H-Sg^-f  . . . -j-aj,,  4  ■  ■  ■  ■ 

Wir  wollen  nun  Bedingungen  aufstellen,  die  gleichzeitig  not- 
wendig und  hinreichend  sind,  damit  aus  der  Stetigkeit  der 
Funktionen  einer  konvergenten  Folge  {/;}  auch  die  Stetigkeit  der 
Grenzfunktion  folge. 

Anknüpfend  an  die  in  §  3 ,  Satz  VIII  gegebene  Formulierung 
des  Begriffes  der  gleichmäßigen  Konvergenz   in  einem  Punkte   deli- 

naturw.  Ges.  Innsbruck  5  (1875),  31.  Die  ersten,  die  dnroh  Beispi-ile  das 
GegenteU  zeigten,  waren:  G.  Darboux,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  4  (187Ö),  79. 
P.  du  Bois-Eeymond,  Miinch.  Äbh.  12  (1875),  119.  G.  Cantor,  Math.  Ann. 
16  (1880),  268. 

')  Bin  anderes  Beispiels  W.  F,  Osgood,  Am.  Bull.  (2)  3  (1896),  69.  All- 
gemein wurde  diese  Frage  bereits  in  g  6,  Satz  VI  behandelt. 
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nieren  wir:  Ist  a  ein  Punkt  von  W",  so  heißt  die  auf  9t  eigentlich 
konvergierende  Folge  {f^}  eigentlich  einfach-gleichmäßig  kon- 
vergent,in  a  auf  9t  gegen  ihre  Grenzfunktion  f,  wenn  es  zu  jedem 
e>-0,   zu  jeder  Folge  {«,}   aus   9t  mit   lima,^  =  a,   und    zu   jedem 

Index  v^   einen  Index  n^   und  wenigstens  ein  v^'^v^  gibt,    so  daß: 

(0)  |/..'K)-f(«Ji<e     für«>«o. 

Eine  beliebige  auf  %  konvergente  Folge  {fv}  heißt  einfach- 
gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  9[,  wenn  die  aus  ihr  durch  die 
Sehränkungstransformation  entstehende  Folge  eigentlich  einfach- gleich- 
mäßig konvergiert  in  a  auf  St. 

In  Analogie  zu  §  3,  Sata  IX  erhalten  wir: 

Satz  I.  Damit  die  (auf  St  konvergente)  Folge  {(,)  eigent- 
lich einfach-gleichmäßig  in  «  auf  9t  gegen  ihre  Grenzfunk- 
tion f  konvergiere,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es 
zu  jedem  «^0  und  zu  jedem  Index  ^„  eine  Umgebung  U 
von  a  in  9t  und  ein  i'*>)'o  gebe,  so  daß: 

l^-M-fMK«     fär.lle  o'toi,  U. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.  Dann  gibt  es  ein  e  ^  0  und  einen  Indes  v^  von 
folgender  Eigenschaft:  ist  v~^v^,  so  liegt  in  U  U; -J  ein  Punkt  a„,», 
in  dem: 

/;(».,.) --f(»...)lä.. 

Wir  bilden  nun  die  Folge: 

ai.vs!  «s,v„.  «s,v„-f.i;  ös,vs,«s,v„H-:,  »a.^s+a;  ■■■; 


sie   konvergiert  offenbar  gegen  a.     Ist  r*  irgendein  Index  ^v^,  so 
ist  aber  für  alle  n^i-*  —  v^\ 

/;.(,..  „,.)-«a....)|S;., 

aiso  ist  die  Bedingung  für  eigentliche,  einfach-gleichmäßige  Konver- 
genz in  a  auf  9£  nicht  erfüllt. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.    Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.     Ibt  {«„}  eme  Punktfolge  aus  5t  mit  lim«„  =  a,  so  gibt 

es  ein  Hq,  so  daß  a,j  für  n  ^  Wj,  in  U  liegt.    Dann  aber  ist  für  «  ^  «o 
Bedingung  (0)  erfüllt     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

An  Stelle  de%  Satzes  X  von  §3  tritt  nun  der  Satz: 
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Satz  11^).  Ist  die  Folge  {fy}  konvergent  auf  9t,  und  sind 
alle  fy  stetig  in  a  auf  St,  ao  ist,  damit  auch  die  Grenz- 
funktion f  von  {fy}  stetig  in  a  auf  M  sei,  notwendig  und 
hinreichend,  daß  {fy}.  einfach-gleichmäßig  in  a  auf  9[  gegen 

Vermöge  der  Scliränkungstransformation  können  wir  beim  Be- 
weise annehmen,  f  sei  beschränkt. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  f  sei 
stetig  in  a  auf  91.  Ist  e>-0  sowie  der  Index  Vq  beliebig  gegeben,  ao 
gibt  es  wegen  der  Konvergenz  von  {f^}  gegen  f  ein  v*^  v^,  so  daß: 
(00)  |f,.(«)-f(a)l<,. 

Ist    {tJ,,}    eine  PunktfoJge    aus  91  mit  lim«^  =  n,    so  folgt  aus  (00), 
wegen  der  Stetigkeit  von  f  und  /■,,.:    "^^ 

I  fr'(ßj —-/■(«„)  |<e     für  fast  alle  n. 
Dies   ist  aber  gleichbedeutend  mit  (0),   d,  h.  {f^}  ist  einfach-gleich- 
mäßig konvergent  in  a  auf  91,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Sei  e^O  beliebig  gegeben  und  {»„}  eine  Punktfolge  aus 
St  mit  lim(T„  =  ffl.    Wegen  der  Konvergenz  von  {fy}  gibt  es  ein  v^, 


(t)  ! f. («)-«-) j<|    fütv^.,. 

Wegen  der  einfach  gleichmäßigen  Konvergenz  gibt  es  ein  v*^!'^, 
so  daß: 

(tt)  I  f, ■  K) - f K) l< I     für  fert  alle  , . 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /",,■.  ist: 
(ttt)  |A.'(«„)  — ^''WK-I     fwr  fast  alle  w. 

Wegen  (|)  ist  insbesondere: 

(ttt)  if...W"(^(")!<|. 

Aus  (tt),  (ttt).  (ttt)  aber  folgt: 

I  f{%)  —  f(a)  j  <  e     für  fast  alle  « . 
D.  h.  f  ist  stetig  in  a  ^uf  a(.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

'■)  Vgl.hierzu  E.  W.Hobson,  The  theory  of  functions  of  a  real  variable 
(1907),  489.  —  C.  A.  Doli'  Ägnola,  Ätti  Von.  69  (1909/10),  1098.  ~  F.  Haus- 
dorff,  Orundzüge  d.  Mengenlehre  (1914).  386.  —  Satz  II  ist,  ebenso  wie  die 
folgenden  Sätze  dieses  Paragraphen,  ein  eügemeiner  Grenzsatz. 
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Satz  III.  Ist  die  monotone  Folge  {f^}  einfaüh-gleich- 
mäßig  konvergent  in  a  auf  %,  so  ist  sie  auch  gleichmäßig 
konvergent  in  a  auf  S(. 

In  der  Tat,  wir  können  wieder  annehmen,  /'  sei  beschränfet. 
Wegen  der  einfach-gieichmäßigon  Konvergenz  gibt  es  zu  jeder  Folge 
{«„}  aus  3(  mit  lima^^a,  jedem  e^O  und  jedem  v^  ein   i'*^)'o 

und  ein  «q,  so  daß  (wenn  wieder  iimf,.^f  gesetzt  wird); 

(•)  lf.-M-fK)l<-     tn,,^„,. 

Wegen  der  Monotonie  von  {/",}  ist  aber: 

f.(»j-f(»..)[äif.-(«„)-f(«j;  !"'  'i!'*- 

Also  folgt  aus  (*): 

Nach  §  3,  Satz  VIII  ist  damit  die  gleichmäßige  Konvergenz  von 
{f,,}  in  a  auf  'U  nachgewiesen. 

Satz  II  und  III  ergeben'): 

SatzIV^).  Ist  dieFo]ge(/;}monoton,  und  sind  alle  A  stetig 
in  «auf  ?I,  so  ist,  damit  auch  die  Grenzfunktion  von  {f^} 
stetig  in  a  auf  ?t  sei,  notwendig  und  hinroicliend,  daß  {f,,} 
gleichmäßig  in  a  auf  ?[  konvergiere. 

Nachdem  wir  bisher  einfach -gleichmäßige  Konvergenz  in  einem  Punkte 
betrachtet  haben,  definieren  wir  nun^);  Die  Folge  {/^}  konvergiert  eigentlich 
einfach-gleichmaßig  auf  %  gegen  f,  wenn  es  zu  jedem  e>0  und  jedem  r,, 
mindestens  ein  r'^Vj  gibt,  so  daiS: 

if^,  — ,'I<E    auf  gariK  W. 

Die  Folge  {f,,}  hoißfc  einfaeh-gloiehmäßig  konvergent  auf  Si,  wenn  die 
aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  entstehende  Folge  eigentlich  ein- 
fach-gleichmäßig  auf  9t  konvergiert. 

Offenbar  ist  jede  auf  Sl  einfach-gleichmäßig, konvergente  Folge  auch  einfach 
gleichmäßig  konvergent  auf  3(  in  jedem  Funkte  von  %.  Im  Gegensatze  zu  §  S, 
Satz  Xm  gilt  die  Umkehrung  hiervon  nicht.  Es  kann  also  zwar  aus  Satz  II 
unmittelbar  geschlossen  werden: 

Satz  V.  Konvergiert  die  Folge  {/;}  auf  3i  stetiger  Funktionen 
einfach-gleichm    ßig  auf  "1  get,en  /      o  ist  auch  f  Btetig  auf  %. 


^)  Dies  folgt  ubngei  b  luch  i'i  ^  2  Satz  XI  und  g  3,  Satz  li  einerseits, 
§  3,  Satz  X  andierBeJts 

=)  U.  Dini  Grundlagen  f  eme  Thecne  d.  Funktionen  (1892)  148.  — 
P.  Montel  Ann  £o  Norm  "4  (1907)  263  —  C,  A.  Dell'Agnola,  Atti 
Ven.  70  (1910  11)   38" 

■■')  U.  Dini    a    a   O 
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Hingegen  kann  nicht  gefolgert  werden,  daß  die  einfach-gleichmäßige  Kon- 
vergenz auf  91  auch  eine  notwendige  Bedingimg  für  die  Stetigkeit  der  Grenz- 
funktion wäre"^). 

Übrigens  ist  die  einfach-gleichmäßige  Konvergenz  auf  einer  Menge  %  von 
geringem  Interesse.     Es  gilt  nämlich: 

8atB  VF).  Konvergiert  dieFolgo  {/■„}  einfach-gleichmäßig  auf  St 
gegen  f,  so  gibt  os  in  ihr  eine  gleichmäßig  auf  Ä  gegen  f  konver- 
gierende Teilfolge  {/V,}. 

In  der  Tat,  es  gibt  wegen  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz  von  {/V} 
eine  stets  waohfiende  Indizesfolge  {''(},   so  daß: 

lf''^-f'<J- 
Dann  aber  konvergiert  {f-,\  gleichmäßig  auf  9(  gegen  f.  und  Satz   VI    ist  be- 


Kachdem  wir  in  der  ein fach-gloichmäß igen  Konvergenz  in  einem 
Punkte  eine  Bedingung  kennen  geiemt  haben,  die  notwendig  und 
hinreichend  dafür  ist,  daß  aus  der  Stetigkeit  aller  f,.  einer  konver- 
genten Folge  in  einem  Punkte  auch  die  Stetigkeit  der  Grenz- 
funktion in  diesem  Punkte  folge,  stellen  wir  eine  Bedingung  auf, 
die  notwendig  und  hinreichend  dafür  ist,  daß  aua  der  Stetigkeit 
aller  f,.  auf  ganz  9t  auch  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  auf  ganz 
?t  folge. 

Die  konvergente  Folge  {f,.}  heißt  eigentlich  quasi-gleich- 
mäßig  konvergent^)  auf  9t  gegen  ihre  Grenzfunktion  f,  wenn  es 
zu  jedem  c>>0  und  jedem  Index  r^  einen  Irfdex  vq  >■  v^  gibt,  derart, 
daß  in  jedem  Punkte  von  ?(  mindestens  eine  der  Vg  —  v^  Unglei- 
chungen gilt; 

\f,-f\<CE    {y^<r<Vo')- 

Die  Folge  {f,}  heißt  quasi-gleichmäßig  konvergent  auf?!, 
wenn  die  aus  ihi  durch  die  Schränkungstransformation  entstehende 
Fol^e  eigentlich  quasi  gleichmäßig  konvergent  ist  auf  St, 

Der  Zus  imnienh  m^  mit  dem  Begriff  der  einfach-gleichmäßigen 
Konvergenz  m  einem  Punkte  wird  hergestellt  durch  die  beiden 
folgenden  S  it/e 

'J  Die"!  zei^ea  autii  die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  angagebenen 
Bc  iipiele 

■*)  C,  Arzela,  Mem.  Bol.  (5)  8  i,1899),  174;  B.  W.  Hobson,  Lond.  Proe.  (2) 
,   1  (1904),  374. 

')  Dieser  Begriff  stammt  von  C.  Arzelä,  der  diese  Art  der  Konver- 
genz ßia  „convergenza  uniforme  per  tratti"  bezeichnet.  Der  Name  „quasi- 
gleiohmäßige  Konvergenz"  stammt  von  £.  Borel.  Vgl.  die  Literatur  zu 
Satz  IX. 
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Satz  VH.  Konvergiert  die  Folge  {A}  auf  ?t  etetiger*) 
Funktionen  quasi-gieichmäßig  aui  31,  so  konvergiert  sie 
einfach-gleichmäßig  auf  SC  in  jedem  Punkte  von  %. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  beschränkte  Folgen  {/^„}  zu  führen. 
Sei  a  ein  Punkt  von  9t,  {%}  eine  Punktfolge  aus  %  mit  limot^  =  ft, 

und  sei  £>0  beliebig  gegeben.  Wegen  der  Konvergenz  von  {/■„(«)} 
gibt  es  ein  j'q,  so  daß: 

(0)  |fr(«) -/■.-(»)  I<|     «r  /i»,,>."ä-„. 

Wegen  der  quasi-gleichmäßigen  Konvergenz  von  {fy}  gibt  es  ein 
j'(i'|>Vp,  so  daß  in  jedem  Punkte  von  3t  mindestens  eine  der  Un- 
gleichungen erfüllt  ist: 

(00)  |f.-f|<|,  •'.^v<,;. 

Wegen  der  Stetigkeit  der  f^  folgt  aus  (0):  Es  gibt  ein  «^ ,  so  daß : 

(000)     U;'(<.„)-f,"(o,)l<|     far>'„i/<».'i  "oS'"<Vi»a»o- 

Ist  nun  V*'  ein  behebiger  Index  )'(,^i'*<;i'j',  und  i^^^  ein  Index 
''o=''n^''o''  ^^■'^  '^^"  l**^)  ™  Piuikte  a„  erfüllt  ist,  so  haben  vir 
aus  (00)  und  (000): 

l/;„K)-/K)l<|;  ■  l/.-W-/-vWI<| 

und  mithin: 

fr(«J -««.)!<•     Kir«ä«». 
d.h.  {(,,}  konvergiert  einfach-gleichmäßig  in  a  auf  S(,  wie  behauptet. 

Satz  VIIL  Ist  91  kompakt,  und  konvergiert  die  Folge  {/;} 
einfach-gleichmäßig  auf  3t  gegen  f  in  jedem  Punkte  von  at^ 
so  konvergiert  sie  quasi-gleichmäßig  auf  9!  gegen  f. 

Wir  können  beim  Beweiee  wieder  {/■„}  als  beschränkt  voraus- 
setzen. Angenommen,  {/"„}  konvergiere  nicht  quasi-gleichmäßig  gegen  f 
auf  at.  Dann  gibt  es  ein  e>0,  eine  Folge  {«„}  aus  3t  und 
einen  Index  »•q,     so  daß: 

(»0»)  !/'.(»„)- f(.Jjä.     Kir^.sä.<r.  +  ». 


')   Diese  Voraussetzimg   kaiin   nicht   entbehrt   worden,      Beispiel;    S 
der  Sfti ,  und  sei : 

fi^-i^lin  (0,i],  sonst  =0;    ^^„^  1  in  (— ^,  o),  sonst  =0. 

Dann  konvergiert  {fr}  quasi-gleichmaßig   gegen   0,   aber   die  Konverger 
nioht  einfaoh-gl.ei  eil  mäßig  im  Punkte  0. 
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Da  St  kompakt,  gibt  ea  in  {«„}  eine  konvergente  Teilfolge  {«n.}; 
sei  etwa: 

lim  «„.  =  «; 

dann  gehört  a  zu  iJt".  Wegen  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz 
von  {fj}  in  «  gibt  es  ein  j'*^)'o  und  ein  \,  so  daß: 

|ft.W-f(S)l<«     ßriS;i„. 
Das  aber  steht  im  Widerspruche  mit  (0(|0J,  wodurch  Satz  VIII  be- 
wiesen ist. 

Nun  kommen  wir  zum  Scblußergebnis  dieser  Untersuchungen: 

Sata  IX^).  Sind  in  der  konvergenten  Folge  {/;}  alle  f, 
stetig  auf  at,  so  ist,  damit  auch  ihre  Grenzfunktion  /'stetig 
sei  auf  %,  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Konvergenz 
von  {f„}  gegen  f  quasi-gleichmäßig  sei  auf  jedem  abge- 
schlossenen und  kompakten  Teile  von  31. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  S&  ein  abge- 
schlossener und  kompakter  Teil  von  9t.  Ist  f  stetig  auf  ^,  so  auch 
auf  S8,  also. muß  nach  Satz  II  die  Konvergenz  von  {f„}  gegen  f 
einfach-gleichmäßig  auf  58  sein  in  jedem  Punkte  von^.  Da  aber  SS 
abgeschlossen,  ist  S^SS".  Nach  Satz  VIII  konvergiert  also  {f..} 
quasi-gleichmäßig  gegen  /  auf  50,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Sei  a  ein  Punkt  von  §1  und  {a^}  eine  Folge  aus  St  mit 
lima„^u;    mit    S9    bezeichnen   wir    die   aus    den   Punkten   a   und 

a^  (w  =  l,  2, . . ,)  bestehende  Punktmenge,  Dann  ist  S5  kompakt  und 
abgeschlossen;  also  ist  nach  Annahme  {f^}  quasi-gleichmäßig  kon- 
vergent auf  58,  und  mithin  nach  Satz  VII  auch  einfach- gleichmäßig 
konvergent  in  a  auf  S6.    Nach  Satz  II  ist  also  f  in  a  stetig  auf  S, 

''■''■""''  Umrta.)=na). 

Also  ist  f  stetig  in  a  auf  9£,  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 


1)  Dieser  Satz  stammt  von  C.  Arzelit,  Rend.  Bol.  (1)  I 
Mem.  Bol.  (5)  8  (1899/1900),  Ut  (Deutsche  Bearbeitung  von  J.  Pohl,  Monatsh. 
f.  Math.  16  (I90S),  54),  Eend.  ßol.  7  (1903/03),  22,  Die  Bemerkung,  daß  es 
sich  um  einen  allgemeinen  Grenzsatz  handelt,  stammt  von  M.  Fr^ohet,  Rend. 
Pal.  22  (1906),  9.  Weitere  Literatur:  E.  W.  Hobson,  Lond.  Proc,  (2)  1  (1904), 
380;  E,  Borel,  Legons  sur  les  fdnctions  de  variables  reelles  (1905),  41,  C.  A, 
Dell'Agnola,  Rend,  Lomb.  (2)  40  (1907),  369;  (3)  41  (1908),  287;  G,  Vi- 
vanti,  Rend,  Pai,  30  (1910),  85.  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  8  (1910), 
353,  T.  H.  Hillebrandt,  Am.  Bull,  (2)  18  (1912),  447;  Ann.  of  math.  (2)  14 
(1912),  81.  L.  Orlando,  Ann.  Ac,  Porto  6  (1911),  188;  7  (1912),  97;  Bend. 
Line.  22/2,  (1913),  415. 
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§  9.  Vcitauschung  von  Grenzübergängen. 

Wir  haben  im  vorstehenden  die  Frage  behandelt,  unter  welchen 
Umständen  aus  der  Stetigkeit  der  Funktionen  einer  konvergenten 
Folge  {f„}  auf  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  geaohloasen  werden 
kann.    Sei: 

und  seien  alle  /;,  stetig  in  a  auf  Sf .    Es  ist  auch  f  stetig  in  a  auf  ?1, 
wenn  für  jede   Folge  {«„}  aus  3[  mit  lim«,,  ^ts; 

i™ /■(«,) -f(-). 

Wegen  (0)  ist  dies  gleichbedeutend  mit; 

iim  (lim  /;,  {aj)  =  Um  f,.  (a) , 

und    wegen  der   VLiau^gc-etzten  Stetigkeit  der  f,.  weiter  mit: 
hm  (hm/  (0  ))^  lim  (lim /;,(«„)). 

E'^  handfit  sj(,h  also  um  einen  speziellen  FaU  der  Frage:  Unter 
welchen  Umstanden  können  bei  einer  Doppelfolge  reeller  Zahlen^)  a™ 
die  beiden  C renzubergAnge  m  -»oo,  n — »co  vertauscht  werden?  Wir 
wollen  ima  bevor  wii  zu  einer  noch  allgemeineren  Fragestellmig  auf- 
steigen kurz  mit  diesem  Probleme  befa^en.  Der  Einfachheit  halber 
setzen  wir  die  DoppeKolge  als  beschränkt  voraus,  was  ja  durch  die 
Schrankung'-trinsfoimation  stets  erreicht  werden  kann. 

Satz  I      Sei  {oJ,|   eine   beschränkte   Doppolfolge  reeller 
Zahlen    fui  jedea  n  existiere  der  Grenzwert: 
(1)  a^^lima^, 

existiere  der  Grenzwert: 
a"'  =  hma'". 

dio  Gültigkeit  der  Formel: 
lim  (lim  a^)  ^  lim  (lim  <) 

nd   hinreichend,    daß    es,    wenn   e>0   beliebig 

')  Näheres  über  aololie  Doppelfolgen  findet  man  bei  A.  Pringaiieim, 
Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.    Erster  Band  (1916),  247  ff.    . 


für 

jedes 

.» 

(2) 

Dann  ist 

fü 

(3) 

noti 

»endi 

ig    1 
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gegeben  ist,  zu  fast   allen  m   einen  Index  n^  gebe,  so  daß: 
14)  \<-".\<'   «r  «>'.■ 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Angenommen  in  der  Tat,   es 
gelte  (3),  d.  li.  es  sei: 

(5)  lim  a'"  =  lim  a^  =  a. 

Dann  gibt  es  ein  mg,  so  daß: 

I  h"'  —  a\<Cs     für  m^m^; 

wegen  (2)  und  (5)  gibt  es   daher  auch  zu  jedem  m'^mg  ein  n^,  so 
daß  (4)  gilt,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.   Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.     Es  gibt  dann  ein  m^,  so  daß  für  m^m^  (4)  gilt.    Also 

(6)  l<-«.l<J,ßr»Ji»,..;    K'-o.KJ     fap»i,.,... 
Wegen  (3)  gibt  es  nun  ein  n  (^  »«,•  und  ^  Wm"),  so  daß : 

m  «■-«-■|<|;    K'""-"l<f 

Ans  (6)  und  (7)  aber  folgt: 

I  a™'  —  «"'"  I  <;  e     für  m'  ^  )»q  ,  m"  ^  m^ . 
Es  existiert  also  der  Grenzwert; 

lim  ß"'  ^  ffl . 

Es  gibt  daher  ein  m*,    für  das  einerseits  (4)  gilt,  d.  h. 

(8)  ja™'  — (i„|<E     für  fast  alle  n, 
und  für  das  andrerseits: 

(9)  |a---«i<.. 
Wegen  (2)  iat  ferner 

(10)  K'  — «"■'!<«     f ür, fast  alte  n. 
Aus  (8),  (9),  (10)  aber  folgt: 

|a„  — a|<3e-    für  fast  die  n, 
d.  h.:  lima^^  =  a. 

Damit  aber  ist  (3)  nachgewiesen,   und   der  Beweis   von  Satz  I   be- 
endet. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funkt  Ionen,  I.  19 
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Am  bekanntesten  ist  der  Fall,  daß  die  n^  von  m  unabhängig 
gewählt  werden  können,  etwa  =  «^  (vgl.  §  3,  Satz  X).  Die  Bedingung, 
die  man  so  erhält,  und  die  hinreicliend,  aber  niolit  mehr  not- 
wendig ist  für  die  Gültigkeit  von  (3),*  ist  nun  aber  notwendig 
und    hinreichend   für   die   Existenz    des   zweifachen   Grenzwertes 

lim        rt™ 

(in  der   ja,   unter   den  Voraussetzungen    von   Satz  I,    die    Gültigkeit 
von  (3)  mit  enthalten  ist).     Es  gilt  luLmlich: 

Satz  II.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  I  ist  für 
die  Existenz  des  zweifachen  Grenzwertes: 

(11)  «=-       lim       ffl™ 

notwendig   und   hinreichend,    daß    es   zu   jedem   «>0    zwei 
Indizes  %  und  «o  gebe,  so  daß: 

(12)  k™  — «J<e     für  TO^5re„.H^«o. 

Die  Bedingmig  ist  notwendig.  In  der  Tat,  aus  (11)  folgt:  es 
gibt  ein  m„  und  ein  n,,,  so  daß: 

(13)  !<-«;<!     inTm^,n„n>n,. 
Durch  den  Grenzübergang  m — ^co  folgt  daraus: 

(14)  |a„  — «i^J     für  n>%. 

Aus  (13)  und  (14)  aber  folgt  (12),  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  lehrt  Satz  I  das  Bestehen  des  Grenzwertes; 

es  ist  also,  wenn  «^  hinlänglich  groß: 

(15)  |ß.,,-«|<e     für  n>n„. 
Ans  (12)  und  (15)  aber  folgt: 

j  <;  —  ß  I  <  2  e     für  m  ^  m^,  n  >  n^, 
d.h.  das  Bestehen  von  (11).     Damit  ist  Satz  II  bewiesen 

Von  Satz  II  ist  am  bekanntesten  der  Fall,  daß  n^,  von  e  unab 
hängig  gewählt  »erden  kann.  Es  ist  dann  keinerlei  Em'chrankung 
n  =:.  1   anzunehmen.     Man  definiert '  dann :   Gilt  für  ledes  n  die  Be 
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Ziehung  (1),  und  gilt  bei  beliebigem  f>0: 

l<*n — '^nl'^*     ^"^  ^^*  *"^  *"  "^"^  ^^'^  '*' 
so  heißt  die  Konvergenz  von  «^  gegen  n^gleiohmäßig  in  n.    Und 
wir  erhalten  als  Spezialfall  von  Satz  II: 

Satz  III.  Gelten  für  {«™}  die  Voraussetzungen  von  Satz  I, 
und  ist  die  Konvergenz  von  a™  gegen  a„  gleichmäßig  in  n, 
so  ist: 

lim  (lim  a™)  =  lim  (lim  a^)  =     lim      a™ . 

So  wie  Satz  X  von  §  3  enthalten  ist  in  Satz  II,  so  erweist  sich 
nun  Satz  II  von  §  8  als  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  IV.  Sei  {«'"}  eine  beschränkte  Doppelfolge  reeller 
Zahlen,  für  die  die  Grenzwerte  (1)  und  (2)  von  Satz  I  und 
ferner  der  Grenzwert^) 

(16)  lim  a"(=lim  (lim  a™)) 

existiert.  Dann  ist  für  die  Gültigkeit  der  Formel  (3)  von 
•Satz  I  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e'^O 
und  zu  jedem  Indes  m^  einen  Index  Hj  und  ein  m*^m|,gebe, 
so  daß: 

(17)  i«f  — «,J<e     fürwä% 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  I  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nehmen  wir  sie  in  der  Tat 
als  erfüllt  an.  Bezeichnen  wir  wieder  den  Grenzwert  (16)  mit  a,  so 
gibt  es  ein  m,,,  so  daß: 

\a"'~a\<_E     für    m^m^. 
Ist   dann   m*    ein   Index    >  J»„ ,    für   den  (17)  gilt,   so   haben   wir 
wieder  die  Ungleichungen  (8),  (9),  (10)  von   Satz  I,    aus    denen   die 
Behauptung  folgt. 

Setzen  wir  die  Existenz  des  Grenzwertes  (16)  nicht  mehr  voraus, 
so  können  wir  nur  mehr  behaupten: 


')  Zum  Unterschiede  von  Sata  1  kajin  hier  die  Ksiatenz  dieses  Grenzwertes 
nicht  gefolgert,  sondern  muß  eigens  vorausgesetzt  werden.     Beispiel;  Sei 
für  gerades  m:      a™=;0  für  alle  n, 

,  „      1  0  für  n<m. 

für  ungerades  m:  <i™=  i ,   ,-.       rr 

"      )1  tuT  n>m. 

Hier  ist  lim  (lim  a^)=^&,  während  der  Grenzwert  (16)  nicht  existiert. 
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Satz  V.  Ist  {«'"}  eine  beschränkte  Doppelfolge  reeller 
Zahlen,  für  die  die  Grenzwerte  (1)  und  (2)  von  Satz  I  exi- 
stieren, und  gibt  es  zu  jedem  ei>0  und  zu  jedem  m„  ein 
n^  und  ein  m*^«»,,,  so  daß  (17)  gilt,  so  existiert  der  Grenz- 
wert: 

lim  (lim  «""}. 

In  der  Tat,  wegen  (17)  gibt  es  ein  m"  und  ein  «g,  so  daß: 

(18)  i<:-o,,i<-|;  i«:"~«.~i<-|  für  ..■2%,»">%. 

Wegen  der  Existenz  des  Grenzwertes  (2)  aber  kann  w^  auch  so  groß 
angenommen  werden,  daß: 

(19)  \<'-<-l<~     mr  »'>«„,  M-'ä^o- 

Aus  (18)  und  (19)  aber  folgt: 

|«n'  —  ü„''\<^s     für  »"^n^,  n" '^tig 
und  somit  die  Existenz  von  lim  ct^^.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Die  vorstehenden  Sätze  über  Vertauschung  von  Grenzübergängen 
bei  Doppelfolgen  sind  Spezialfälle  viel  allgemeinerer  Sätze  über  Ver- 
tauschung von  Grenzübergängen  bei  Funktionen  von  Punkten  zweier 
metrischer  Räume. 

Seien  ©  und  £  zwei  metrische  Räume,  Mit  x  bezeichnen  wir 
die  Punkte  von  ©,  mit  y  die  von  ST.  Wir  definieren  dann  als  den 
„Verbindungsraum"  : 

die  Menge  aller  Paare  (x,  y).  Wir  denken  uns  SR  zu  einem  metrischen 
Raum  gemacht  durch  eine  geeignete  Äbstandsdefinition^),  die  wir  nur 
den  Beschränkungen  unterwerfen: 

r {{x,  y),ix',  y')) ~^rix,-J);       r {{x, y), {x', y'))  ^  r {y, y'); 

r{ix,y),{!^,y))  =  rix,3^'};       r({x,y),  (':,lf})=-r{y,y'). 
Aus  der  Drei  eck  sungleichung  folgt  dann 

r{(x,y),  ix',  i/))<,r{x,x')-\'r(y,  f). 
Es  ist  also  die  Beziehung: 

')  Eine  solciie  ist  a.  B.  gegeben  duroh  die  Festfletaung; 
r{(x,  y),  (x',  y'))  =  ^r{x,a/f  +  r(y,y'f. 
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völlig  gleichbedeutend  mit  den  beiden  Beziehungen; 

Ist  nun  'B  eine  Punktmenge  aus  ©  und  IS  eine  Piinktmenge 
aus  jt,  sind  b  und  c  die  Punkte  von  S  bzw.  von  g,  so  können 
wir  die  aus  allen  Paaren  (6 ,  c)  bestehende  Verbindungsmenge  S  X  E 
bilden.  Sie  ist  eine  Punktmenge  des  Verbindungeraumes.  Sei  nun 
eine  Funktion  auf  58  X  S  gegeben.  Wir  können  sie  bezeichnen  mit 
f(b,  c).  Für  jedes  feste  c  aue  fi  ergibt  sie  eine  auf  58  definierte 
Punktion  von  b,  für  jedes  fest«  b  aus  S8  eine  auf  g  definierte 
Funktion  von  c;  wir  wollen  diese  beiden  Funktionen  bezeichnen  mit 
f,{b)  imd/',(c). 

In  jedem  Punkte  &q  von  58^  können  wir  dann  die  beiden  redu- 
zierten Schrankenfunktionen  G'{ba\  f^,  S9),  g'ip^;  f^,  SB)  auf  ^  von  f^(b) 
bilden.  Sind  sie  einander  gleich,  d.  h.  (Kap.  II,  §  11,  S,  170)  hat  f^ 
in  bg  einen  Grenzwert  auf  58,  so  schreiben  wir  kurz^); 

limfib,  c)  =  G\b^;  /;,  58)  =  /(&o;  0  «), 

und  in  Anlehnung  an  diese  Schreibweise  setzen  wir  allgemein: 

Üi^  f{h,  c]^a'(b,;,  /;,  «);     lim  f(f,,  c)  =  <?'(&o;  /;,  «). 

In  ganz  analoger  Weise  werden  die  Symbole  definiert: 
\im  fifi.c);     nm/'(6,e);     \ha.f{h,c). 

Jeder  dpr  Ausdrücke; 

hinfl^.c),     Vim  f{b,c) 

ist  nun  eine  auf  ii  definierte  Funktion  von  c,  für  die  reduzierte 
obere  und  untere  Schranke  in  c^  auf  S  gebildet  werden  können; 
wir  bezeichnen  diese  reduzierten  Sehranken  mit: 


Offenbar  ist: 

lim  (lim  f(ö,c))^iim  (lim  f  (ft,  cj). 

Sind    hierin   beide  Seiten   gleich,   so   haben  alle   vier  Ausdrücke  (*) 


folgenden  das  SymboJ  lim;  „Greazwert   . 
in  Co  auf  G".  ''-I"' 
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denselben    Wert,    und    wir    bezeichnen    diesen    gemeinsamen    Wert 
kurz  mit: 

lim(\[mf{b,c)}, 

und  analog  ist  die  Definition  des  Symboles: 
lim  (lim  f(ö,c)). 

An  Stelle  von  Satz  I  tritt  nun : 

Satz  VI^).     Damit    für   die    bescliränkle   Funktion  f(i,c) 
die  Formel  gelte: 
(20)  lim  (Üin  f(b ,  c))  =-  lim  (lim^fib,  c)) , 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  beiden  Bedingungen 
bestehen: 

1.  Es  ist=): 

lim(lTm/'(^,  c)--limf(&,e))  =  0; 
^^^^  i-K  ■:--^ 

lim  (lim  f{b,  c)  —  lim  f(b,  e))  ==  0. 

2.  Zu  jedem  £>0  gehört  eine  reduzierte  Umgebung 
It'(cfl)  von  Cq  in  (£  von  folgender  Eigenschaft:  Zu  jedem 
Punkt  c*  von!]'(Co)  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  U'(Ii„) 
von  &p  in  58,  so  daß: 

(22)  \Yiaf{b,c)r-e<.f{b,c'')<^mf{h,c)-\-E     auf  \X'{b^). 

Die  Bedingungen    sind   notwendig.     Für  1.    ist   dies   evident. 
Denn    das    Bestehen    des    Grenzwertes   lim  (lim  f((/,  c))    ist    gleich- 
bedeutend mit:  '~^"  '^'f 
lim  (ihn  f(h,  r))  =  lim  (lim  f{h,  c)), 

und  daher  mit  der  ersten  Gleichung  (21);    und    ebenso  beweist  man 
die  zweite. 


')  Dieser   und    die   folgenden  Sätze   wurden  (für  den  IRj)   I 
E.  W,  Hobsoö,  Lond.  Proo.  (2)  5  (1907),  225.    Eine  Umformung  von  Satz  VI 
Sndet  man  bei  P,  Martinotti,  R«nd.  Pal.  37  (1914),  23. 

*)  Diese  Bedingung  tritt  an  Stelle  der  Vorauasetsrang  von  Satz  I,  daß  die 
Grenzwerte  (1)  und  (2)  existieren.  lasliesondere  ist  Bedingung  (21)  erfüllt, 
wenn  die  beiden  Grenzwerte  existieren: 

\imf(b,c)    und     lim /■(?.,  c). 
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Was  nun  Bedingung  2.  anlangt,  so  setzen  wir: 
(23)  ihü  f{b,  c)  =  l{c);     lim  f{h,  c}  =  i(c); 

lim  (iim/' (6,  <]))  =  ?. 

Es   ist  also: 

liml(c)  =  lim;(c)  =  /. 

Daher  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  U'(cn)  von  Cq  in  S,  so  daß: 

i-'^<m£'f')<'+\  i»ii'w. 

Ist  also  c*  ein  Punkt  von  U'(C(,),    so  gibt   es  wegen   der  Bedeutung 

(23)  von  T{c)  und  Hc)  eine  reduzierte  Umgebung  U'(6o)  von  ft^  in  S8, 
so  daß  auch: 

(24)  !-|<f(»,f)<;  +  |   in  n'W, 

Wegen  (20)  ist  nun  aber  aucii: 

es  kann  also  U'(^||)  auch  so  angenommen  werden,  daß: 

(25)  ;-|<Iim/-(&,c)<iim/-(i.,c)<;  +  |     in  U'(6o}. 

Aus  (24)  und  (26)  aber  folgt  (22),  wie  behauptet. 

Die  Bedingungen  sind  hinreichend.    In  der  Tat,  wir  nehmen 
sie   als   erfüllt   an,   und   zeigen   zunächst,    daß  dann  der  Grenzwert 
existiert: 
(28)  ;=lim(Ü^  At,  c)). 

Wegen  Bedingung  2.  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  U'(co)  von 
Cji  in  S,  derart,  daß  zu  je  zwei  Punlrten  c',  c"  von  U'(C|j)  eine  redu- 
zierte Umgebung  11' (ö^,)  von  h^  m  58  gehört,  in  der: 

lim /-(ö,  e)  — £</((>,  c')<l^/'(ö,  c)  +  e, 

lim  f{b,  c)~E<f(b,v")<yim  f{b,  c)  +  e. 

Wegen  der  zweiten  Gleichung  (21)  wird,  wenn  U'(Cp)  hinlänglich 
klein  gewählt  ist: 
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(28)  ih^f(h,  c')  —  lim  0,  c")  <  e;     ^  f{b,  c")  —  lim  f{b,  c")  <  e, 

imd  infolgedessen  wird  es  in  U'{b(,)  ^i"  ^*  geben,  so  daß: 
lim  /'(fc,  cO  —  s <  f{b*,  c')  < lim  f  (&,  c")  +  e, 

(29)  "'s!'  "="- 

hm  fg>,c")-e<fil>'',c'')<lim  f(b,c"}^6. 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (2l)  kann  b*  auch  so  gewählt  werden,  daß; 
li^  f(&* ,  c)<  lim  f(6* ,  c)  -[-  e. . 

Hiemus,  zusammen  mit  (27)  und  (29)  aber  folgern  wir'): 
\^f{h,  c')~\\mf{h,c")\<he;     [lim  f{b,  c')  — lim  f{h,  c")|<5«- 

Naeh  Kap.  II,  §  11,  Satz  XI  existieren  also  die  beiden  Grenzwerte: 
lim  (lim  f{h,  c))     und     Imi  (hm  f(l),  l)), 

und  wegen  der  zweiten  Gleichung  (21)  smd   sie   gleich.     Damit    ist 
die  Existenz  des  Grenzwertes  (26)  nachgewiesen 

Wegen  (26)  und  wegen  Bedingung  2  gibt  es  nun  ein  c*  und 
eine  reduzierte  Umgebung  U'(öp)  von  b^  in  93.  so  daß  die  beiden 
Ungleichungen  gelten: 

(30)  Z  —  e < lim  f{h,  c*) <  Ü^  fii,  c*)< J  +  £. 

(31)  lim  f{b*,  c)  —  £  <  f  (6*  c*)  <  iim  /■(&*,  c)  +  « 

für  alle  ö*  von  U'(fc(,). 
Wegen   der    ersten  Gleichung   (21)    kann   ferner    \X'Qj^    so  gewählt 


')  In  der  Tat,  aus  (29)  folgt: 

f{h\  0  -  ^  <  liS"  f(h.  d )  <  m,  c')+  f, 

AS*,c")-.<  Jim  Aö,0<m*,c")  +  «. 
*=*ü 
und  ans  (27)  folgt: 

Um  /■(?>*,  c)  —  E  <  /■(&*,  c')  <  Km  f(6*,  c)  +  2e, 

C  =  ftl  C=Cci 

lim  A6*,  c)  -  5  <  /■(&*,  c")  <  lim  f  (ö*,  c)  +  2t, 

und  somit; 

j  A6*,  c')~ /■(**,  c")i<  3.. 
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werden,  daß: 

(32)  ih^  f(b%c)  —  imi  f{h*,  c)<s     für  alle  Ö*  von  H'(&o}- 

Wegen   der  zweiten  Gleichung  (21)   kann  endlich  c*    und  U'(l'(,)   so 
angenommen  werden,  daß: 

(33)  ikü  /■(&,  c«)  —  £  <  /■(6*  c*)  <  lim  /"(&,  c*)  +  e 

für  alle  ö*  von  U'(!»o). 
Aus  (30),  (31),  (32),  (33)  aber  folgt  für  alle  t*  von  U'(&o): 
jiii^ /■(&*,  c)  —  (|<4c;     |lira /■((.*,  c)  —  i|<4e. 

Das  aber  heißt: 

lim(Iini  A6,c))-=;, 

womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

An  Stelle  von  Satz  II  tritt  nun: 

Satz  VII.  Gehört  h^  zu  SS"  — S  und  c^  zu  E"—©,  so  ist, 
damit  die  beschränkte  Funktion  f(&,  c)  in  (b^,  c„)  einen 
Grenzwert  auf  39x6  besitze,  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  beiden  Bedingungen  bestehen: 

1.  Es  ist: 

lim  (Üin  fib ,  c)  —  lim  /'('' ,  c))  =  0 ; 

(34)  "='"  "lÜ 

lim  (lim /■(!>,  c)  — lim  f(fc,<:))  =  0. 

2.  Zu  jedem  e>0  gibt  es  eine  Umgebung^)  lI'(6o)  von 
b(i  in  Sß  und  eine  Umgebung  U'(cJ  von  Cg  in  E,  ao  daß  für 
alle  b*  aus  U'{6o)  und  alle  c*  aus  U'(co); 

(35)  lim  /'(ö*  c)  —  e  <  f  (i*,  c*)  <  Ih^  f  (&*,  c)  +  e. 

Die  Bedingungen  sind  notwendig.  Habe  in  der  Tat  f{h,c) 
in  {\,Cg)  auf  SBXS  den  Grenzwert  l.  Ist  dann  «>-0  beliebig  ge- 
geben, so  gibt  es  eine  Umgebimg  11' (6^)  von  h^  in  ?&,  und  U'(co) 
von  Co  in  (£,  so  daß  für  alle  b  aus  U'(6o)  und  alle  c  aus  U'(co); 

(36)  |A!.,»)-~!l<-5- 

')  Da  nach  Vörausselaung  &o  nioht  zu  S  gehört,  ist  hier  der  Begriff  der 
Umgebung  und  der  redu^ierien  Umgebung  von  bg  in  !8  identisch. 
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Infolgedessen  ist  für  alle  b  aus  U'(^|,): 

(37)  |a/(i,.c)-i|<|,    \nm  f(b,c)-l\<j. 

also: 

jiEi/^(6,c)  "lim /■{(.,  c)|<e, 

womit  die  erste  Gleichung  (34)  nachgewiesen  ist.  Ebenso  beweist 
man  die  zweite. 

Aus  (36)  luid  (37)  folgt  aber  aueb  (35). 

Die  Bedingungen  sind  hinreichend.  In  der  Tat,  sind  sie  er- 
füllt, so  lehrt  zunächst  Satz  VI  das  Besteben  des  Grenzwertes: 

(38)  ;  =  lim  (limf(6,c))  =  lim(limf(&,^)). 

Es  kann  also  die  in  Bedingung  2.  auftretende  Umgebung  U'(^|,)  von  fc(, 
in  S5    so  angenommen  werden,  daß  für  alle  Ö*  aus  U'(&o): 

(39)  ;  —  £< lim /■(ö*,c) ^iim /■((>*  cX  2  4- £. 

Aus  (35)  und  (39)  aber  folgt  dann  für  alle  b*  aus  U'(öo)  und  alle 
c*  aus  11 '(cq): 

l~2e<fib*,c*)<l-j-2e, 

d.  b,  es  hat  f(b,c]  in  (&(,,  c,,)  auf  i8XS  den  Grenzwert  i,  womit 
Satz  VII  bewiesen  ist. 

Wir  heben  auch  hier  den  dem  Satz  III  entsprechenden  Spezial- 
fall von  Satz  VII  hervor; 

Existiert  für  jedes  b  aus  39  der  Grenzwert 
;(6)  =  lim/'(ft,  c), 

so  wollen  wir  sagen:  es  konvergiert  f(b,c)  für  c — >Cf,  gleich- 
mäßig für  alle  h  von  33  gegeni(&),  wenn  es  zu  jedem  e>0  eine 
reduzierte  Umgebung  U(co)  von  c^  in  E  gibt,  so  daß: 

\f{b,c)  —  Z(&)|<[e     für  alle  c  von  U(C|,)  und  alle  b  von  59. 
Damü  folgt  aus  Satz  VII  bei  Beachtung  von  (38) : 

Satz  VIII.     Sei  b^  Punkt   von  S«  — 9)   und   c^   Punkt   von 
(£"  — S;  für  alle  &  von  58  existiere  der  Grenzwert: 
lib)  =  limf{b,c), 

und  für  alle  c  von  £  existiere  der  Grenzwert: 
m(<:)  =  limf(6,c). 


y  Google 


Kap.  IV,  g  9.    Vertausohung  von  Grenzüber^äogen.  299 

und  die  Konvergenz  von  f(b,  c)  gegen  l(b)  sei  gleichmäßig 
für  alle  V.  Dann  hat  f{b,c)  in  {&„,  Cq)  aufSSxE  einen  Grenz- 
wert l,  der  gleich  ist  jedem  der  Werte: 


An  Stelle  von  Satz  IV  tritt  hier  der  Satz; 

Satz  IX.     Existiert  für  die  beschränkte  Funktion  f{b,  c) 
der  Grenzwert; 
(40)  lim(h^/'(6,c)),  ■ 

so  ist  für  die  Gültigkeit  der  Formel: 

lim  (lim  f{b.  c))  =  lim(Hm  f(b,  c)) 

notwendig    und  hinreichend,    daß   die  beiden  Bedingungen 
bestehen: 

1.  Es  ist:  __ 

lim  (limf(&,  c)  — limf(6,c))  =  0; 

^     '  lim  (limf(6,c)  — lim /■((>, c))^0. 

2.  Zu  jedem  £>>0  gibt  es  in  jeder  reduzierten  Um- 
gebung W(Cf^)  von  C(|  in  ©'ein  c*,  und  dazu  eine  reduzierte 
Umgebung  U'(&o)  ^on  ft^  in  S,  so  daß; 

Um  f(ft,  c)  ~-B<  f(;>,  c*)<li^  f(ö,  c)  +  e     auf  «'(bo). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Dies  ist  schon  in  Satz  VI 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend  In  der  Tat,  da  die  Existenz 
des  Grenzwertes  (40)  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurde,  gilt  hier 
Ungleichung  (30)  in  einer  reduzierten  Umgebung  U'(i:^)  von  c^  in  E. 
Von  Ungleichung  (30)  an  aber  kann  der  Beweis  von  Satz  VI  wört- 
ieh  wiederholt  werden. 

Satz  X.     Genügt   die   beschränkte   Funktion    f(6,  c)    den 
Bedingungen  1.  und  2.  von  Satz  IX,  so  existiert  der  Grenz- 
wert: 
(42)  lim(ii^/-(&,c)). 

In  der  Tat,  aus  den  beiden  Bedingungen  1,  und  2.  folgert  man: 
In    jeder  reduzierten  Umgebung  Xl'-{c^)   von  cg  in  S   gibt   ee  ein  c* 
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und  dazu  eine  reduzierte  Umgebimg  W  %)  von  Iiq  in  $5,  so  daß  für 
jedes  Punktpaar  h',h"  aus  U'(6o): 

\f{b;c^)^nmfib'.c]\<j;     if(6',c*)-lmif(6',c)|<|; 
I  f{b",  c*)  -  lim  f(b",  c)  |<  I ;     i  f  (6",  c*)  -  lim  ^ö",  c)  1<  -. 

Weiter  kann  wegen   der  zweiten  Gleichung  (41)  c*   so  angenommen 
werden,  daß: 

ihüf{b,c^)  — lim  f{b,  €'*)<{. 

Dann  ist  aber,    wenn  Wip^)   entsprechend   klein   angenommen  wird, 

(44)  ir(ö',c*)-f(&",.*}|<-|. 

Aus  (43)  und  (44)  aber  folgt  für  alle  b',  h"  von  U'(&„): 

I H^  f{b\  c)  —  lfm  f{b'\  c)\<f.,     i  lim  f{b',  c)  —  lim  f{b",  c)  \  <  f. 

Nach  Kap.  n,  §11,  Satz XI  existieren   also  die  beiden  Grenzwerte: 


und  wegen  der  ersten  Gleichung  (41)  sind  sie  gleich.   Damit  ist  die 
Existenz  des  Grenzwertes  (42)  nachgewiesen. 


§  10.     Oleiehgradig  stetige  Fonktioiiemnerilen. 

Im  engsten  Zusammenhange  mit  der  Lehre  von  den  Funktionen- 
folgen stehen  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Funktionenmengen, 
auf  die  wir  nun  km'z  eingehen  wollen. 

Sei  auf  der  Punktmenge  21  eine  Menge  %  von  Punktionen  / 
gegeben.  Sie  heißt  beschränkt,  wenn  alle  f  von  %  eine  gemein- 
same endliche  Ober-  und  ünteraahl  besitzen. 

Die- beschränkte  Punktionenmenge  g  heißt  im  Punkte  a  von  31 
gleiehgradig  stetig^)  auf  91,   wenn  es  zu  jeder  Punktfolge  {«,,} 
aus  51    mit    lim  o^^  =  a   und   zu    jedem  s  >  0   einen   Index  «(,    gibt, 
so  daß;         "  =  " 
(0)  !  fK)  —  f(a)  I  <  s     für  n  ^  n^  und  alle  f  von  ^. 

1)  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  G.  Aseoli,  Mem.  Uno.  18  (i883j, 
5«.     Vgl.  auch  C,  A.  Dell'Agnola,  Atti  Von.  69  (1909/10),  1103. 
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Die  beliebige  Fimktionenmenge  %  beißt  gleicbgradig  stetig  in  a  auf 
W,  ^venn  die  aus  ibr  durch  die  Schränkungstransformation  entstebende 
Funktionenmenge  gleicbgradig  stetig  in  a  auf  91  ist.  Es  wird  daher 
genügen,  im  folgenden  alle  Beweise  nur  für  beschränkte  Funktionen- 
mengen zu  führen. 

Satz  I.     Damit    die    beschränkte    Funktionenmenge    g 
gleicbgradig  stetig  sei  in  a  auf  31,    ist   notwendig   und  hin- 
reichend,   daß    es    zu   jedem  e;>0   eine  Umgebung  U(«)  von 
ffl  in  a£  gebe,  so  dai3: 
(00)     1 /(«')  —  /'('') l< ^     für  alle  a'  von  U(tt)  und   alle  /  von  Jf. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.  Dann  gibt  es  ein  £  >  0  und  für  Jedes  n  in  U  ia;  -■) 
einen  Punkt  a^  von  3(  und  in  %  eine  Funktion  f„,  so  daß: 

lf,.k,)-f,(«)lk»- 

Da  lim  fl^^^o,  ist  also  ^  nicht  gleicbgradig  stetig  in  a  auf  21- 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  und 
ist  {«„}  eine  Punktfolge  aus  91  mit  \ima^  =  a,  so  hegen  fast  alle  o„ 
in  U(a),  und  es  ist  somit  wegen  (00)  auch  (0)  erfüllt. 

Sata  11^).  Ist  die  Folge  {/"»}  im  Punkte  a  konvergent, 
und  sind  alle  f,,  stetig  in  a  auf  M,  so  ist,  damit  die  von 
den  /■„  gebildete  Funktionenmenge  g  gleicbgradig  stetig  sei 
in  a  auf  9t,  notwendig  und  hinreichend,  daß  {/",,}  stetig 
konvergent^)  sei  in  a  auf  21. 

Die   Bedingung    ist   notwendig.     Sei   in   der  Tat    {/',.(«)}    kon- 
vergent: 
(*)  limf„(«)  =  2, 

und  sei  3  gleicbgradig  stetig  in  «  auf  %.  Ist  dann  {a^^}  eine  Punkt- 
folge aus  2[  mit  lima„^=a,  so  gibt  es  ein  tt^,,  so  daß; 

(**)  \fA'^n)  —  fyi^)\<^     für  n>no  und  alle  v. 


'■)  C.  Arzelä,  Mem-  ßol.  (5),  5  (1895),  55;  (5),  8  (1899),  17G  (Dautache 
Bearbeitung  von  J.  Pohl  und  Br.  Rauchegger,  Monatsh.  i.  Math,  16  (1905), 
250).  Vg].  auct  C.  A.  Dell'  Agnola,  R«nd.  Line.  19/2  (1910),  106,  Satz  II 
ist,  wie  die  folgenden  Sätze  dieaea  Paragraphen,  ein  allgemeiner  Grenzaatz; 
M.  Fröchet,  Eend.  Pal.  22  (1906),  10, 

')  Wegen  §  3,  8ata  II,  III  kann   es  statt   dessen   auch  heißen;  gleich- 
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Wegen  (*)  gibt  es  femer  ein  r^,  so  daß: 
(...)  |f.(.)_,|<s     fir     vZv.. 

Aus  (**}  und  (***)  aber  folgt: 

I  f\. («„)  —  l\<2s     für  M ^ Ky  und  r ^ v^, 
und  somit: 

lim       /;(aj^(. 

Es  existiert  also,   wenn  lim  )'^  =  -|-oo,    der    Grenzwert  lim  /^.„(a,J, 

d.  li.  es  ist  {/■„}  stetig  konvergent  in  a  auf  'H,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  {f^}  stetig 
konvergent  in  a  auf  St,     Dann  ist,  bei  Beachtung  von  (*) 

^(»;{/,},a)-,).(«;{f,}.a)-='. 

und  mithin  gibt  es,  wenn  {a^}  eine  Punktfolge  aus  5(  mit  lim «,,  =  a 

bedeutet,  zu  jedem  e^O  ein  n^  und  ein  Vg,  so  daß         """^ 

(_^*^)  i_e<;/;(aj <;;_!_£     für     w^«„,  v>v^. 

Aus  (s*^)  und  (***)  'aber  folgt: 

(V)  |f„(0-fv(«)l<2s     für     ,,^n„v^v,. 

Wegen    der   Stetigkeit   der   f^    kann   n^    auch    so    groß    angenommen 

werden,  daß 

{%%)      \fA%)  —  fA^)\<^^     für     n^n^,r^  =  l,2,...,v„-i. 

Die  Ungleichungen  (*^*)  und  (^  J)  zusammen  besagen  aber  die  gleich-. 

gradige  Stetigkeit   von  ^  in  a   auf   Sl,     Damit  ist  Satz  II  bewiesen, 

Wii  wollen  nun  emc  auf  '^l  t,e^ebene  Funktionenmenge  g  kom- 
pakt nennen^]  wenn  es  m  jedei  Funktionenfolge  {f,,}  aus  %  eine 
gleichmißi^  lut  *i[  komeiaieiende  Teilfotge  gibt.  Dann  gelten 
die  folgenden  Satze^) 


)  "Man  kcmint  tu  dieaei  Termmologie,  indem  man  jede  Funktion  f 
auf  '»t  als  Punkt  eines  Raumoa  G  denkt  den  man  zu  einem  metrischen  macht 
dureh  die  le^tsetzmg  S  nd  /  f  zwei  Funktionen  auf  31,  die  durch  die 
Schrank« ngatransturmation  uhergehen    n  f*  f**,  so  sei: 

,  (/■    ^  )  =  obere  Schranke  von  !/■*—/'**  I   auf  m. 
Konvergenz  dei  PuiiLtfoIge  |f, }  aus  ©  gegen  den  Punkt  f  bedeutet  dann 
gleichmäßige    Konvet^enz    auf   a    der    Funktionentolge    {/■„}    gegen    die 
Funktion  f. 

')  C.  ArzeU,  a.a.O.  Vgl.  auch  P,  Montel,  Ann.  Ec.  Norm,  (3)  2i 
(].907),  237,  249.  W,  Groß,  Wien.Ber.  128  (19U),  806,  L.  Tonelli,  Ätti  Tor. 
49  (1914),  4. 
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Satz  m.  Damit  die  Menge  g  auf  31  stetiger  Funktionen 
kompakt  sei,  ist  notwendig,  daß  sie  in  jedem  Punkte  von  91 
gleiehgradig  stetig  sei  auf  M. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre  %  nicht  gleiehgcadig  stetig 
in  a  auf  St.    Dann  gibt  es  in  9t  eine  Punktfolge  {a^}  mit  lim  a„  =  a, 

in  55  eine  Funktionenfolge  {f„},  und  ein  e>0,  ro  daß: 

(t)  i /„(«„)- 4(«)l^e     für  alle  «. 

Wäre  nun    eine  Teilfolge  {f„}  von  {f^,}    gleichmäßig,    und   mithin 

(§  3,  Satz  III)  auch  stetig  konvergent  in  a  auf  SI,  so  müßte  nach 

Satz  II  die  Menge  der  Funktionen  f^    (i  ^  1,  2, . . ,)  gleiehgradig  stetig 

sein    in   a    auf  9[,   im  Widerspruche   mit    (■!■).     Damit   ist  Satz  III 


Was  die  Umkehrung  dieses  Satzes  anlangt,  zeigen  wir  zunächst; 

Satz  IV.  Ist  9[  separabel  und  g  eine  in  jedem  Punkte 
von  9t  gleiehgradig  stetige  Funktionenmenge,  so  gibt  es 
in  jeder  Funktionenfolgo  {f„}  aus  ^  eine  Teilfolge,  die  in 
jedem  Punkte  von  9t  stetig  auf  at  konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  58  ein  abzählbarer  und  in  91  dichter  Teil  von  91, 
bestehend  aus  den'  Piuikten: 

I'i  {A}  gibt  es  eine  Teilfolge,  sie  werde  bezeichnet  mit  {/J'-'},  so 
daß  lim/;i)(fe,)  existiert.  In  der  Folge  {^»}  gibt  es  eine  Teil- 
folge {P^^y,  so  daß  lim  f<^' (feg)  existiert,  und  indem  man  so  weiter 
schließt,  kommt  man  zu  einer  Folge  von  Folgen: 

«"},  <« {/■<"'}.■■■. 

die  die  beiden  Eigenschaften  hat; 

1.  Es  ist  {r;-!-"}  Teilfolge  von  {fW}. 

2,  Es  existiert  der  Grenzwert  linifW(6^). 
Setzen  wir  nun: 

so  ist  {f'''}  eine  Teilfolge  von  {f„},  die  auf  ganz  S5  konvergiert; 
denn    für   v>n   gehört   f"^    zu   {f;"'},   so  daß    lim f-"* (h^^)   existiert. 

Aus  der  vorausgesetzten  gleiehgradigen  Stetigkeit  von  ^  folgt 
dann  aber  leicht  auch  die  Konvergenz  von  {f'''}  in  den  Punkten  von 
9t—«.    Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  9t  — SB.     Es  gibt  in  S  eine 
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Folge  {&„  }    mit  limii^  =«.     Sei  £>0   beliebig   gegeben.     Wegen 

der  gleichgradigen  Stetigkeit  von  ^  gibt  es   ein  ft,   so  daß   für  je 
zwei  Indizes  /,  /' : 

(tt)-    i/"''>(i'..)-/"''(»)i'<|;   if'-"'(ii„)-f""'(»)l<f 

Wegen  der  Konvergenz  von  {f''''(''ii^)}  S^^*'  ^^  ^^"  ^o'  ^^  "^^^ 

(ttt)     !f"''{»..)-f""'(6.,)i<|  föt  »"a-o. '"ä».- 

Die  Uiagleic Lungen  (^f),  (ttt)  zusammen  aber  ergeben: 
\f'y>{a)~f-^"'>(a)\<i    für  v'^y^,  /'^r^,, 
d.  li.  die  behauptete  Konvergenz  von  {f-'^a)}. 

Es  ist  also  {/"M}  konvergent  in  jedem  Punkte  von  ?I,  und 
somit  nach  Satz  II  auch  stetig  konvergent  auf  91  in  jedem  Punkte 
von  21.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen, 

Nun  erhalten  wir  sofort  folgende  ümkehrung  von  Satz  III: 

Satz  V.  Ist  die  Punktmenge  2t  kompakt  und  abge- 
schlossen^), und  ist  die"  Funktionenmenge  g  gleiehgradig 
stetig  .aiif  21  in  jedem  Punkte  von  %l,  so  ist  sie  kompakt. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  7,  Satz  IV  ist  9t  separabel,  nach 
Satz  IV  gibt  es  also  in  jeder  Folge  {f^}  aus  g  eine  Teilfolge  {f<"*}, 
die  in  jedem  Punkte  a  von  91  stetig  und  mithin  (§  3,  Satz  II)  auch 
gleichmäßig  auf  21  konvergiert.  Nach  §  3,  Satz  XIII  konvergiert 
dann  {f^'''}  auch  gleichmäßig  auf  2(,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Satz  II  ist  Spezialfall  des  Satzesi 

Satz  TI=).  Ist  g  eine  Menge  von  Funktionen,  die  stetig  sind 
in  «  auf  9t,  so  ist  für  die  gleichgradigo  Stetigkeit  von  ^  in  a  auf  a 
notwendig  und  hinreichend,  daß  jede  Folge  {f,}  aus  %  stetig  os- 
zilliere in  a  auf  %. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  Sei  in  der  Tat  g  gleiehgradig  stetig 
in  a  auf  9t,  und  sei  {f,,}  eine  Folge  aua  a.     Wir  setzen: 

Ist  e>0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  ein  v^,  so  daß: 
(1)  /;(B)<r(")-h-^     türy^v,. 

'^)  Diese  Vorausaetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  SR^: 
Sei  /;  =  0  in  (— OO,  )■  — 1]  und  [v-\-l,  +02),  f„W  =  l  und  /;  linear 
in  [v  —  1,  v]  und  [j',  f-j-I].  Dann  ist  die  Menge  der  f^  gleiehgradig  stetig 
in  jedem  Punkte  des  31,,  es  gibt  aber  in  {/"^J  keine  im.  JH,  gleichmäßig  kon- 
vergente Teilfolge. 

•'}   Vgl-  W.  H.  Young,  Lond.  Proe.  (2)  8  (!0iO),  SSß. 
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Ist  {on}  eine  Folge  aus  31  mit  lima„  =  a,  so  gibt  es  wegen  der  gleich- 
gradtgen  Stetigkeit  ein  %,  so  daß: 

(2)  I  /;  («,.)  -fy{<^)\<^     für  man«  und  alle  r . 

Aue  (1)  und  (2)  folgt: 

und  somit  für  jede  Itidlzesfoigo  {'■n}  mit  Jim  ■y„:^-\-co: 

Jjmf,.(«.)äf(«)- 
Es  ist  also  gewiß: 

dt  es  i&t  {/■,}  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  31.  Ebenso  weist 
man  nach,  daÖ  ^j,y  unterhalb  stetig,  und  mithin  auch  stetig  oszilliert  in  n 
auf  at    wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  es  sei  g 
nicht  gleichgradig  stetig  in  a  auf  Sl.  Dann  gibt  es  ein  e>-0,  eine  Punkt- 
folge {a„}  aus  9!  mit  lim  a„  =  a,  und  eine  Funktiononfolge  {f^}  aua  g,  so  daß: 

[i,  [/■.(«J-n.Wlä«     für  alier. 

Tu  ffi}  gibt  es  tine  Tcilfolge  f/..}.  die  in  a  konvergiert;  etwa: 

Wegen  (3)  liegen  fast  alle  Fiinktionswerte  ^^  («,,)  außerhalb  [i  —  w,  ^  4'  "ö")  ■ 
Es  gilt  daher  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen: 

r(oi{y,«)>ii   ,(«i{A.,},si)<', 

SO  daß  ff  \   nicht  stetig  oszilliert  in  a  auf  Sl.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

§  11.    Schranken-  und  Grenziunktionen   einer  Fanktionenmenge. 

Unter  der  oberen  (unteren)  Schranke  der  Funktionenmenge  % 
im  Punkte  a  verstehen  wir  die  obere  (untere)  Schranke  der  Menge 
aller  Werte,  die  die  Funktionen  von  ^  im  Punkte  a  annehmen. 
Unter  der  oberen  (unteren)  Sehran'kenfunktion  von  g-  verstehen 
wir  die  Funktion,  die  in  jedem  Punkte  a  gleich  ist  der  oberen 
(unteren)  Schranke  von  ^  in  diesem  Punkte. 

Wir  nehmen  nun  einen  Schnitt  vor  in  der  Menge  der  reellen 
Zahlen,  in  dessen  erste  Komponente  wir  alle  reellen  Zahlen  p  auf- 
nehmen, derart,  daß 

f(a)>ß     für  unendlich  viele  f  aus  JJ. 

Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl  nennen  wir  die  obere  Grenze 
von  %    im   Punkte   a.     Unter   der  oberen   Grenzfunktion   von  % 

Hahn,  Theode  äet  reellen  Pimlilionen.  I.  20 


y  Google 


306  Funktioneafolgen. 

verstehen  wir  die  Funktion,  die  in  jedem  Punkte  a  gleich  ist  der 
oberen  Grenze  von  g  in  diesem  Punkte.  Analog  iat  die  Definition 
der  unteren  GrenKtunktion. 

Saf^  I').  Ist  g  gleichgradig  stetig  in  a  auf  a,  so  aind 
obere  und  untere  Schrankenfunktion  von  g  stetig  in  « 
auf  5t. 

Sei  zum  Beweise  F  die  obere  Schrank enfunktion  von  g.   Ist  {«^} 
eine  Punklfolge   aus  %  mit  lima^^o,   und  ist   e^O   beliebig  ge- 
geben, Bo  gibt  es  wegen  der  gleichgradigon  Stetigkeit  von  g  ein  »i^,, 
so  daß: 
(0)     /■(«)-l<^(aJ<f(a)+|     für  «>«„  und  alle  f  von  g. 

Nach  Definition  von  F  ist: 

f{'^)^F{a)    für  alle  /"von  %. 
Mithin  wegen  (0): 

/■(a„)<-F(o)4-|     für  «^"o  ""^  i^ll^  /■  ™n  S^ 
daher  weiter  nach  Definition  von  F: 
(00)  F{a„)  <  Fia)  +  e     f ur  « S  «o  ■ 

Andererseits  folgt  aus  der  ersten  Hälfte  von  (O): 
m<FM+'^     für  fBp  ,g»., 

und  somit  auch: 

(000)  F(a„)>Fia)  —  E     für  n^J'o- 

Die  UngleJcbuTigen  (00)  und  (000)  besagen  die  behauptete  Stetigkeit 
von  F(ay.  Ebenso  zeigt  man  die  Stetigkeit  der  unteren  Schranken- 
funktion, und  Satz  I  iat  bewiesen. 

Satz  U-).  Ist  %  gleichgradig  stetig  in  a  auf  81,  so  sind 
obere  und  untere  Grenzfunktion  von  g  stetig  in  a  auf  yi. 

Sei    ziioi  Beweise   f  die   obere  G rena Funktion   von   5-     I^t  {*„} 
eine  Punktfolge   aus  91   ivi't   liina^  =  a,   und  ist   «>0  beliebig  ge- 
geben, so  gilt  wieder  (0).    Nach  Definition  von  f  ist: 
/■(a)<f(«)  +  |     für  faet  alle  f  von  g. 

')  C.  Arzelä,  Mem.  EoJ.  (5)  5  (1895),  61.  Satz  I  ist,  wie  die  anderen 
Sätze  dieses  Paragraphen,  ein  allgemeiner  Grenzsatz.  Vermöge  der  SohranLungs- 
tranaformation  kann  wieder  durchweg  g   als  beschränkt   angenommen  werden 

")  P.  Monte],  Ann.  ßc.  Norm.  (3)  24  (1907),  261. 
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Mithin  wegen  (0): 

fi%)<f{a)-ire     für  «^»0  und  fast  alle  /  von  %; 
daher  weiter  nach  Definition  von  f: 
(°„°)  ««.)Sf»  +  «     für  «2»... 

Andererseits  ist,  nach  Definition  von  /': 

f{a)^f{a) für  unendlich  viele  (  "^oii  5.- 

und  wegen  (Ü)  gilt  für  diese  unendlich  vielen  f: 

fW>rt«)-«  für»a«„. 

Nach  Definition   von  f  ist  also  auch: 

(„"„)  ii%)if(')-"  &»>».■ 

Die  Ungleichungen  ('^o*')  ""■'^  (o^o)  besagen  die  behauptete  Stetig- 
keit von  f.  Ebenso  zeigt  man  die  Stetigkeit  der  unteren  Grenz- 
funktion, und  Satz  II  ist  bewiesen, 

Sala  III^).  Sei  die  Punktmenge  %  kompakt  und  ab- 
geschlossen^), und  sei  die  Funktionenmenge  g-  beschränkt 
auf  ?t  und  gleichgradig  stetig  auf  at  in  jedem  Punkte  von  'ü. 
Für  jedes  e^^O  genügen  dann  (wenn  f  und  f  obere  und 
untere  Grenzfunktion  von  %  bedeuten)  fast  alle  f  von  g 
auf  ganz  St  der  Ungleichung: 

_f-B<f<fi-e. 

Angenommen  in  der  Tat,  dies  wäre  nicht  der  Fall.  Dann  gäbe 
es  ein  e  ]>  0  und  unendlich  viele  f,  für  die  sei  es  die  Ungleichung: 

sei  es  die  Ungleichung: 

f>i-e 

nicht  auf  ganz  3[  gilt.  Nehmen  wir  etwa  ersteres  an.  Dann  gibt  ea 
eine  Funktionen  folge  {/V}  in  5,  und  eine  PunktfoJge  {a^}  in  SI,  so  daß: 
(t)  fyiaJ)^f{a^)-\-e     für  alle  v. 

Da  ar  kompakt,  gibt  ea  in  {a^}  eine  konvergente  Teilfolge  {a^^}, 
deren  Grenzpunkt  a,  weil  91  abgeschloeeen  ist,  zu  91  gehört. 

1)  P.  Montel,  a.a.O.  262. 

*)  Diese  Einschränkung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl,  (iaa  Beispiel 
S.  804  Fnßn,  '), 
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Wegen  der  gleichgradigen  Stetigkeit  von  (J  ist: 
(tt)  /^(«)>/'v(ar,)  — 4     für  alle  v  und  fast  alle  i. 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f  (Sata  II)  ist: 

(V)  f(<',,)>?(«)~|     füitatalloi. 

Wegen  (■}-)  ist: 

(t\)  f..(ffl.,l>/K)-h^     für  alle  i. 

Aus  (tt),    (Y).    (i)   «■'^er  folgt: 

^.i(«)>f»  +  |     für  fast  alle  i, 
im  Widerspruche  mit  der  Definition  von  f.  Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Da  zugleiot  mit  g  aucli  jeder  Teil  von  g  glöieligradig  stetig  ist,   so  hat 
nach  Satz  II  ftuoh  jeder  unendliche  Teil  einer  gleichgradig  stetig 
menge  stetige  Grenafunttionen,    Die  Umkehrung  gilt  n  ' 
eine  Folge  stetiger  Funktionen,  die  ungleichmäßig  j 

)'unktion/kottvergierfc(g  8,8.281),  und  sei  g  die  Mei^e  der  Funktionen  f^.  Jeder 
unendliche  Te  1  n  "^  hat  dann  ju  1  n  und  unt  n  G  enEfnnktion  die 
stetige  Fui  k  n  f  abe  na  h  §  10  "iatz  II  ka  T  n  ht  gl  ichgfadig  stetig 
sein.  Die  F  nkt  n  nm  gn  ndnnjde  nend  he  Teil  eine  stetige 
obere   und     ne       G        fnknb         t      teil  n   al  n    V  rallgenieinerung 

der  gleichg  adig  gnl      k     n      nngnda       Ud         \   raügemeinerung 

von  §  10,  Rat     IV  gl 

Satz  IT  ).  I  t  t  s  pa  a!  I,  nd  hat  n  d»  M  nge  g  auf  31 
stetiger  Funktionen  joder  unendlicho  Teil  eine  auf  St  Stetige  obere 
GreuBfunktion,  so  gibt  es  in  jeder  Folge  {/V}  aus  g  eine  Teil- 
folge   {f,},    die    gegen    eine    auf    m    stetige    Grenzfunktion    kon- 

g    n 

S       n  d      Tat  i8  en  abzal  Iba        unl    n  a  di  ht      T   1       n  a.     Wie 

be  n   B  w  IS        n  Satz  IV   §  10  e  hal    a  w        n    T   Ifolg    -^fi  )}  von  {/;,} ,  ■ 

d     mjlmP     k  nS9kn      g     t     Eg  nugt    na  h    we  en  daJJ  {/-["!} 

aub        jdmPuikt  t  —  33kn      grtdn     da  n    st  na  b  Voraua- 

t  ung  dl    G       funkt  on  f      n  {/■  >}      n  selb       t  üfe  a  f  91 

al      {/  g  nd   n,    T    If  1  n     Z'  >j-      Na  h  V     a       t   ing  ist 

1 1  \l^f        1      II  h  rr /■'  )    t  t  g  auf    I        d  d    a  f  S9 
\*)  lim/W  =  hm/'(v 

')  W.  H,   Young,  Lond.  Proc,  (2)  8  (1910),  355. 

ä)  Der  Unterschied  gegen  Satz  IV  von  §  10  ist  der,  daß  liier  die 
Folge  {f,..}  im  allgemeinen  nicht  stetig  gegen  ihre  Grenafunktion  kon- 
vergieren wird. 
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ml,  and  S9  dicht  in  yl  ist,  so  gilt  (*)  in  allen  Punkten  von  3!,  Nun  gibt  es 
aber,   wenn  a  ein  l'unkb  von  St  ist,  in  {f'fi}  eine  Teilfolge  {f('>^},  bo  daß; 

JimrfV(„)  =  !imr"H«); 

wegen  (*)  int  alao; 

lim>l(a)  =  lunfW{«), 

d.  h.  {f''''('*)}  ist  konvergent,  wie  behauptet.    Damit  ist  Sata  IV  bewiesen. 

Die  ümkehrung  von  Satz  IV  gilt  nicht,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 
Sei  31  der  %,  und  sei  ^„  =  0  in  (~oo,  0]  «nd  in[*,+oo);  fAl)  =  ^ 
imd  /;,  h'iieariii  |0,  ]]  und  in  l^,   ^].     Wk  setaeu: 

f»  r-r4:'if.       o.,v  =  i,2,,,.), 

und  betraohton  die  Menge  g  aller  tlioser  ITunktioncn  /'  ^. .  Pi\v  die  obere 
ßrenzfuuktion  f  von  g  8'"^; 

nO)-0;       f  (^)==1  (r  =  l,3,...), 

■>!srt  i^t  /  unstetig  im  Punkte  0  Irotzdem  gtbt  es  in  jeder  unendlichen 
^o'fcp  {/  1  f}  '^v  3  """  Teilfoige  die  gfgen  eine  atLtige  Grenzfunbtion 
konvei^iert  In  der  Tat  die?  ist  trivial  wenn  untei  den  Indizes  /ij,  vg  nai 
endlich  vieie  verschiedene  auttretfn  Gibt  es  aber  unter  den  »j,  unendlieh 
viele  verschiedene     so  I  onvei gieren   die  zugehörigen  /  gegen  0      Gibt  es 

limgegen  untei  den  u  nui  endlich  Mele  unter  den  n  iber  «nendhch  viele 
ver5chiedene  so  gibt  es  in  {/",  ^  ^}  eine  Tiilfflge  {f  ^  ■?,}  in  der  alle  i 
denselben  Wert  i-*  haben  und  lim  (^  =  +  fxi  ist     Dann  aber  ist 

hin/;„^,,^  =  /;,„, 

und  die  Beliauptung  ist  bewiesen. 


g  12.  Vcrdiehtimg  von  Singularitäten. 

Die  konve]:genten  ^'vmktionenfolgen,  oder,  was  dasselbe  heißt, 
die  konvergenten  Reihen,  deren  Glieder  Funktionen  sind^),  bilden 
ein  viel  benutztes  Hilfsmittel  aur  analytischen  Darstellung  von 
If'unlitionen,  die  ein  vorgeschriebenes  singuläres  Verhalten  zeigen. 
Von  bedeutendem  ttieotetischen  Interesse  ist  hier  das  Prinzip  der 
Verdichtung  (Kondensation)  der  Singularitäten,  dessen  Aufgabe 
es  ist,  aus  einem  analytischen  Ausdrucke,  der  in  einem  gegebenen 
Punkte   ein  singuläres  Verhalten  aufweist,  einen  analytischen  Aus- 


')  Ist  {f^}   eine  konvergente  Funkfcioneiifolge,   so  ist  f,-+   y]{f,+  i  —  f^) 
B  unendliche  Reihe,  deren  Teilsumme»  gerade  die  Folge  {/"„J  bilden. 
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druck  herzuleiten,  der  dasselbe  emguläre  Verhalten  in  einer  un- 
endlichen Piinktraenge  aufweist. 

Der  erste,  der  sich  allgemein  mit  dieser  Aufgabe  beschäftigte, 
war  H.  Hankel'^):  Ist  <p(y)  eine  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  y, 
die  etwa  ihr  y  =  Q  dag  singulare  Verhalten  aufweist,  so  setzt  er: 

Da  <p{sink7zx)  das  singulare  Verhalten,  das  ip  im  Nullpunkte  aut- 
weist, in  allen  rationalen  Punkten  vom  Nenner  k  aufweisen  wird, 
so  läßt  eich  erwarten,  daß,  wenigstens  bei  geeigneter  Wahl  der 
Koeffizienten  A^^,  die  Funktion  s(x)  dieses  Verhalten  in  allen  ratio- 
na'en  Punkten  der  x  Achse  aufweisen  wird.  Inwiefern  dies  für  ge- 
wisse einfache  Singularitäten  wirklich  zutriSt,  wurde  von  U.  Dini^) 
ausführlich  behandelt 

Diese  Hankeische  Methode  leidet  aber,  wie  G,  Cantor  ausge- 
führt hat'^)  an  folgenden  Mängeln.  Erstens  weisen  an  einer  ratio- 
nalen Stelle  3;  =  "  unendlich  viele  Glieder  der  s(x}  darstellenden 
Reihe  die  fragliche  Singularität  auf  (nämlich  alle,  deren  Index  k  ein 
Vielfaches  von  g  ist),  so  daß  es  denkbar  ist,  daß  diese  Singulari- 
täten sich  gegenseitig  zerstören^);  zweitens  werden -durch  die  Ein- 
führung des  Sinus  Unnötige  Komplikationen  eingeführt,  die  mit  dem 
Wesen  der  Sache  nichts  zu  tun  haben;  drittens  ist  die  Menge  der 
Punkte,  auf  welche  die  fragliche  Singularität  übertragen  wird,  sehr 
spezieller  Natur.  G.  Cantor  hat,  einer  Anregung  von  K.  Weierstraß 
folgend,  das  nachstehende,  von  diesen  Mängeln  freie  Verfahren  an- 
gegeben : 

Es  sei  ^^  (ft^  ] ,  2,  . , .)  eine  beliebige  a^ählbare  Menge  von 
Punkten  des  3ij'),  und  es  sei  wieder  <p{y)  eine  Punktion,  die  an  der 
Stelle  j/  ^=  0  eine  bes^timmte  Singularität  aufweist.  Bildet  man  daim 
die  Funktion: 

(0)  .{x)- 2; A,^ii  ^  y, 

so    läßt    sich    erwarten,    daß  die  Funktion  s(a;),    wenigstens   bei  ge- 

■)  H.  Hankel,  Gratulationaprogr.  d.  Tübinger  Univ.  1870  =  Math.  Ami.  ÜO 
(1882),  77  =  Ostw.  Klaas.  Nr.  153,  61. 

=)  ü.  Dini,  Grundl.  f.  e.  Theorie  d.  Funkt.  157  ff. 

ä)  G.  Cantor,   Literar.  Cenlralbl.  1871,  150;   Math.  Ann.  19  (1883),  588, 

*)  Ein  Beispiel  hiefür:  Ph.  Gilbert,  Bull.  Ac.  Belg.  (2)  23  (1873),  428, 
Vgl.  auch  G.  Darboux,  Ann.  Ee.  Norm.  (2)  i  (1875),  58. 

°)  Die  Übertragung  auf  mehrdimensionale  Räume  (Funktionen  von  mehreren 
Veränderlichen)  ist  unmittelbar. 
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Kap.  IV,  g  12.    Verdichtung  von  Singularitäten,  gll 

eigneter  Wahl  der  Koeffizienten  A^,  die  fragliche  Singularität  an 
jeder  Stelle  f^  aufweisen  wird.  Auch  dieses  Verfahren  wurde  näher 
untersucht  von  U.  Dini^).  Wir  werden  weiterhin  wiederholt  von 
diesem  Verfahren  Gebrauch  machen;  hier  sei  nur  folgendes  erwähnt: 
Ist  <p(y)  eine  beschränkte  Funktion,  die  im  Punkte  ^^0  un- 
stetig, sonst  überall  stetig  ist,  uud  ist  ^|A,J  eigent! ich  konvergent, 

so  ist  die  Reihe  (0)  eigentlich  gleichmäßig  konvergent.  Nach 
§  3,  Satz  XIV  ist  also  die  durch  sie  dargestellte  Funktion  s{x)  in 
jedem  von  allen  f,^  verschiedenen  Punkte  der  a:-Achse 
stetig.  Aus  demselben  Grunde  stellt  die  aus  der  Reihe  (0)  durch 
Weglassung  des  A-ten  Gliedes  entstehende  Reihe  eine  auch  im  Punkte 
fj,  stetige  Funktion  dar,  sodaßs(a;)  tatsächlich  im  Punkte  f^  eine 
ebensolohe  (vom  Gliede  .^.^^(k  — fj  herrührende)  Unetetigkeit 
aufweist,  wie  (p(^)  im  Nullpunkte,  Je  nachdem  ob  man  iüt  (p(y) 
eine  Funktion  wählt,  deren  Unstetigkeit  im  Nullpunkte  von  erster 
oder  zweiter  Art  ist  (Kap.  Il.f,  §  6,  S.  216)  erhält  man  für  3(x)  eine 
punktweise  unstetige  Funktion,  deren  sämtliche  Unstetigkeiten  von 
erster  bzw.  zweiter  Art  sind. 


in    Beiapiei   findet    sich    bereits 
1  (iE)  die  Funktion  der  Periode  1 

bei  B. 
,  die  in 

Riemannä). 
:  iO,I]  gegeben 

Es   bedeul 
ist  durch; 

(x)^x    in    [0, 

i);    a)  =  o 

;       (x)-- 

=  a,-l     in     ( 

J,  1). 

werde  betrachtet  die  unendliche  Reihe: 

(00)  8(^)=^(^^i. 

l>a  die  Reihe  (00)  eigentlich  glejohmaßig  konvergiert  kann  ihre  Summe 
s{x)  nur  dort  unsteiig  sc  n  wo  mmdeatena  emer  ihrer  Summanden  unstetig 
ist.  Sie  ist  also  überall  stetig  aus^ennmmen  die  ritionalen  Punkte  x  =  +  ^^'^■^ 
Eine  einfache  Uberiegung')  zeigt  daß  le  m  jedem  dieser  Punkte  tateachboh 
unstetig  ist  (und  zwai  von  erster  Art    ebenso  wie  (iE)  im  Punkte  \) 

Ein  Seitenetück  zu  dem  oben  btsprochenen  Verdicht ungs verfahren  wobei 
aber  statt  unendlichai  Reihen  unendliche  Produkte  verwendet  werden  hddet 
ein  Verfahren  von  T   ßiodön')  zur  analytischen  Dar'Jtellung   punktweise  un 


')  ü.  Dini,  ft   a   0    188  ff      Man  findet  dort  viele  Beispiele 

^  B.  Riemann    Habilitatiun-ochr   1854    =    &es  Werke    2    4ufl     242 

*)  Diese  ergänzende  Überlegung    ist  hier    deshalb  notig     weil  bei  diesen» 

Beispiele    (ähnlich    wie    bei    der  Hankelschen    Methode     und    im  Geeenaatze 

zur    Cantorschen  Methode)   m    dem    Punkte    a-  =  +  ^^±-^  unendlich  viele 

Summanden  von  (OOj  unstetig  sind 

*)  T.  Brodln,  Math,  Ann.  51  (1899),  299. 
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ö  1  i.  Fiinktionenfolgen. 

stetiger  Punttionen  einer  Veränderlichen,  deren  eämtliohe  Stetigkeitestellen 
NullsteUen  sind. 

Er  geht  aus  ■ronfolgenderjDarstelluDg  der  reellen  Zahlen:  &eil,,l^, . .  .,h, . . , 
eine  gegebene  Folge  natürlicher  Zahlen  >2;  dann  kann  jedes  r^'olle  x  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

wo  'ii  eine  ganze  Zahl,  die  übrigen  e^  (i"^!}  der  Ungleichuag 

genügende  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diejenigen  x,  die  einer  endlichen  Dar- 
fitellung  der  Form  (1)  fähig  sind  (£^  =  0  für  fast  alle  v),  mögen  von  erster, 
die  ubngen  i  on  zweiter  Art  heißen.  Jede  Reihe  (1),  in  der  nicht  ev=0 
für  fast  alle  i  oder  fv  =  lv  —  1  für  fast  alle  v,  stellt  eine  Zahl  der  zweiten 
Art  dar 

Wir  setzen  zui  Abkürzung: 

i.  =  i,  J^  .  - .  iv. 
Ferner  bedeute  R  (x)  den  Abstand  der  Zahl  x  von  der  nächstgelegenen  ganzen 
Zahl^),      Offenbar    ist,    wenn    in    (I)    der    Kooffiwent    e,+i    einen    der    Werte 
0,  1^  ly+i  —  2,  lv  +  i  —  1   hat: 

{")  S'L       )£j^ 

M  tnimmt    d  1     It     If  I      !  —-\--\}  bilden  diejenigen  a:  der 

w   t      A  t   f      d 
(i)  1      UlL       )^0 

t             M     g       1           ]    1  I   t         II      ]      M     1 1    k    t  c  hat.     Natürlich  hat 

idMgj                d  wtAtfd()   nicht   gilt,    in   jedem 

ItrvIldMhtkt  1          rildödf     unter   einer  endlichen 

S  hra  k     hl    b         g  bt  b    1      pt   k               1         weiten   Art^    für   das   (3) 

It       w      1 

F        1      r  lg     d       t  w    km  G  g       11    i    ungerade  zu  wählen. 

BHt           diFkt  2i                rfill        h     Nullatellenmifc  wachsen- 

d             1        af       b      !1    d    ht      D        P    d  kt  di    en    Funktionen    selbst: 


n 


wendbar,    denn    j 


&tell  -=       'T-      t  1 1  k  g     fc    d      t  ^n    seine  Faktoren  den 

W    t  —  1  1    b        A  t  11    1   t  acl  t  t  d    h  Ib  Brod6n  das  Produkt'}: 

,4)  j,(-r)  =  ^;(       2    L,     ,, 

wo  gesetzt  ist: 

^  ^ 'p{y)  =  y-«^~^ ■ 

')  D.  h.:    Ist  V  eine    ganze  Zahl,    so  daß   v^x^f+l,    so   ist  It{x)  die 
kleinere  der  beiden  Differenzen  x — v  und  v~\-l^z. 

')  Man  könnte  statt  dessen  auch  das  Produkt    /T(ooa  2^  Lyz)^  betrachten 
(T.  Brodln,  a,  a.  0.,  318).  ^=j 
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Kap.  IV,  §  13.    Die  Borelsehon  Reihen.  313 

Man  erkennt  n^mlieh  leieiit,  daß  das  Produkt  Jf'Piyy)'  wenn  alle  jj/vj^I 
sind,  stete  gegen  eiaen  endlichen  Wert  konvergiert,  und  daß,  wenn  alle  j/r  +  0 
sind,  dieser  Wert  =1=0  oder  =0  ist,  je  nachdem  5/(1  —  V')  eigontlinh  kon- 
vergiert oder  nicht.  Dies,  Euaammen  mit  dem  üben  über  die  Darstellung  (1) 
Gesagten  lehrt  nun; 

Daa  Produkt  (4)  konvergiert  für  jedes  m  gegen  einen  eadiiohea  Wert. 
Dieser  Wert  ist  +  0  für  alle  x  der  ersten  Art  (da  in  diesem  Falle  alle  Faktoren 
unsres  Produktes  =|=  0  und  fast  alle  ^=-- 1  sind).  Bleiben  die  !..  unter  einer  end- 
liehen Schranke,  so  hat  das  Produkt  für  alle  x  der  zweiten  Art  den  Wert  0.  Ist 
Iini(v=^4"  tXi  üO  zufallen  di'i  a-  der  zweiten  Art  in  zwei  Mengen,  deren  jede 
in  jedem  Int  rvalle  die  Maehtigkeifc  c  hat  md  auf  deren  einei  der  Wert  des 
Produktes  ^=  0  ist  (sie  enthalt  jedes  i-  für  das  für  f-tst  alle  Ungleichung  (2) 
gilt)  wahrend  auf  der  anderen  dei  Wert  des  Produktes  =  0  ist  (sie  enthält 
jedes  X    fui  das  nifht  (3)  gilt) 

Min  beweist  über  die  durch  \4)  dargestellte  Punkbon  jj  i,a;')  noch  leicht: 
ihre  sammthrhen  Nullstallen  sind  Stetigkeitsstellen  bowohl  die«  in  denen J5(a!) 
positiv  lat  als  diejenigen  m  denen  p  (x)  negativ  ist  hegen  auf  der  t  Achse 
dicht  Jedes  x  der  ersten  Art  ist  Gienzwort  von  andern  a  der  ersten  Art, 
fui  die  I  p  (i)  ober  einer  positiven  Zahl  verbleibt  so  daß  m  jedem  Intervalle 
die  Menge  aller  Punkte  in  denen  fir  die  Sohnankung  o>  von  ji  (x)  gilt  Q>äfc, 
für  j'edes  hinlänglich  kleine  posilive  k  unendlioh  ist  wahrend  bei  den  durch 
das  Hankelaohe  oder  Cantoraohe  T» erdichtungsverfahien  hergestellten  punkt- 
e  unstetigen  Funküonei  die^e  Mengp  stet^  m    jedem    endlichen  Intervalle 


ndliol!  ii 


t)  13    Die  Boielsilieii  Eejlien 


An  G.  Cantors  \ erdichtungs verfahren  kniipffc  gich  ein  l^fu  von  Reihen, 
die  von  E.  Borel  näher  untersucht  wurden") 

Es  bedeute  ^r  (»=1  2  )  irgendeine  abzahlbare  Punktmenge  ä  des 
SR,,  »Wu  (i'=^  1,  2,  .. .)  eine  boschrinlits  Toige  positner  Zal  len  sie  mögen 
sämtlich  der  Ungleichung  j,enigpn 

^     m  ^»         (   -1 
und  endlich  bedeute  ^  A,,  eine  Reihe  positiver  Zaiilen  von  endlicher  Summe. 

Wir  betrachten  die  Reihe: 

(0)  "■"'>- i  ]^i-r-     '"'-"'■ 

Verstehen   wir   für    a:  =  ^,   unter   \x  —  Sr]~'"''   den  Wert  H- 00,    so   bat   diese 
Reihe  in  jedem  Punkte  von  K  den  Wert  -(-  oo,  in  jedem  nicht  zu  31"  gehörigen 

1)  Vgl.  ü.  Dini,  Grundl.  f,  e.  Theorie  d.  Funkt.,  161,  190. 

=)   E.   Borcl,    C,    R.    118    (1894),    340;    Le?.   s.   1.   thöorie    des    fonctions 
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314  FuDktionenfolgen. 

Punkte  ist  sie  eigentlich  konvergent.  Fraglioli  bleibt  ihr  Verhalten  in  den 
Punkten  von  31"— St. 

Da  die  Teilsummen  von  (0)  stetig  sind,  ist  die  Menge  iB»(fc}  alier  Punkte, 
in  denen  die  v-te  Teilsumme: 

..M>l 

ist,  offen.     Infolgedessen  ist  die  Menge  St  aller  Punkte,  ia   denen 

ist.  als  Vereinigung  aller  S8y  (*:)('■  =  1,2,,..)  ebenfall8oeen(Kap.I,  §2,  Satz  VIT), 
Daher  ist  die  Menge  S  aller  Punkte,  in  denen 

.W-  +  CO 
ist,  als  Durobselinitt  der  Mengen  SS„  («  =  1,  2,  . ,  .)  ein  o- Durchschnitt.  Besitzt 
also  ^  (und  mithin,  wegen  St-<;S3,  auch  ©)  einen  insichdiohten  Teil,  so  hat 
(Kap.  1,  §  8,  Satz  IX)  S9  die  Mächtigkeit  c,  und  es  gibt  somit,  außer  den  ab- 
zählbar vielen  Punkten  von  91,  noch  eine  Menge  der  Mächtigkeit  c 
von  Punkten,  in  denen  s(a;)==  +  co. 

Wir  bemerken  noch,  daß  S  von  zweiter  Kategorie  in  91°  ist.  In 
der  Tat.  wegen  91 -<S,  ist  S  dicht  in  9P;  also  ist,  wegen  Ii9-<S,,  auch  jede 
Menge  S„  dicht  in  91°.     und  da  !8„  offen,  also  die  Menge: 

g„  =  St°  — 9I"»„ 
abgeschlossen  ist,  so  ist  S,  nirgends  dicht  in  91''.     Also  ist  das  Komplement 
von  S9  zu  91«: 

M» — S9 = e, -{- Ks -f  ■  ■  ■  +  s- 4- ■  ■  ■ 
von   erster   Kategorie  in  91",   und  somit  (Kap,  I,  §  8,   S&tr.  XVII)  S9  von 
zweiter  Kategorie  in  W,  wie  behauptet'). 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  A.-  in 
(0)  noch  eine  weitere  Aussage  über  die  Menge  33  gemacht  werden  kann. 

Sei  y^Ur  eine  eigentlich  konvergente  Reilie  positiver  Zahlen,  In  jedem 
Punkte,  in  dem  für  alle  r: 

Ar  ^ 

oder,  was  dasselbe  heißt; 

(00)  l'-f'li(i)'  1-"-' 

ist  wird  auch  die  Reihe  (0)  eigentlich  konvergieren').  Mit  anderen  Worten:  In 
jedem  Punkte  x  der  keinem  der  Inttr\alle  (fv  — rv,  fv-)- tiv)  ("  =  I,  2,  .  .  .) 
angehurt   wird  die  Reihe    0)  eigentlich  konvergieren, 

')  Dies  folgt  übrigens  auch  unmittelbar  aus  Satz  V  von  g  7,  Vgl. 
V,    H  \oung    Me-3   of  math    1907    54 

ä)  In  der  T-it    ist  \x~iy\~^l    so  M 

i^-{,r-~i«-{.r- 

ist  hingegen  |  2—  f.  1>  1,  eo  ist; 
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Sei  nun  g  irgendeine  positive  Zahl.     Wir  setzen: 

Indem  wir  an  der  Reihe  der  Mv'  ebenso  argumentieren,  wie  vorhin  au  der 
Reihe  der  Vn ,  finden  wirr  In  jedem  Punkte  x,  der  keinem  der  Intervalle 
{Sy  —  ii/,  ?;.+  "'■')  ('■  —  1,2,...)  angehört,  ist  die  Reihe  (0)  eigentlich  kon- 
vergent 

Angenommen  nun  die  Reihe  der  Vv  sei  eigentlich  konvergent.  Dann  ist 
aui-h  ifui  jedes  positive  g)  die  Eeihe  der  u,' eigentlich  konvergent.  Wir  lassen 
nun    die    Zahl  g   eine    wachsende    Folge  {ßli}  mit   lim  jfj,  = -j-OO  durchlaufen, 

und  bezeichnen  die  mit  Hilfe  der  Zahl  g^  gebildete  Intervall  menge  (fv  — »'.', 
^  "H  "r  )  {'  =  1  2  ]  mit  ^1,  Dann  kann  3^  auch  aufgefaßt  werden  als  Ver- 
einigung abzahlbai  vieler  zu  je  zweien  fremder  Intervalle,  und  es  ist  3fr^.,<3^,. 
Die  Summe  der  Längen  der  (zu  je  zweien  fremden)  Intervalle  von  S),  bezeichnen 
wir  als  den  linearen  Inhalt  it{%)  von  3^; 


,^{^u)^2^v.-  =  2g^     ^JJvr 


Man  sagt  deshalb,  der  Durchschnitt: 

habe  den  linearen  Inhalt  0'),  ebenso  jeder  Teil  dieaea  DurohaohnitteB, 

Dft  nun  außerhalb  ®  die  Reihe  (0)  überall  eigentlich  konvergiert,  so  sehen 

wir:  Ist  N  ii|.   eigentlich  konvergent     po  ist  auch  die  Reihe  (fl'l  überall  eigent- 
lich konvergent    abgesehen  von  einet  Menge  des  Inhaltes  0 

Nun   wa*   v     gegeben    durch    (00)      worin    die    u»  irgen  Iwelche    positive 
Zihl  ii     on  (ndhchoi  Summe  waien     Wii  k  nn  n  aho  immer  dann')  erreichen, 

Hl)   J  e  R  ihe  der  t     eigentlioh  konvffjiert     wenn    nur    die  Reihe  ^  A,,"-*-* 
(lg  ntbch  konvergiert      In  der  Tat    wu   hab  n   dann  nur  zu  setzen: 


Wir   haben  also  gezeigt: 

SatK   I.      Sind    die    Ar  [v^-l,  2,  . . .)    positive    Zahlen,    f  Ür  ■  die 

^^^^+T  eigentlich  konvergiert,    und   sind   die  m,   positive  Zahlen 


■^)  Näheres  über  den  Inhalt  von  Punktmongen  in  Kap.  VI,  g  8. 
')  Aber  auch  nur  dann;  denn  aus  der  bekannten  Cesaro-Höldersohon 
Ungleichung  (0.  Hplder,  Gott,  Nachr.  1899, 44)  folgt,  daß  gleichzeitig  mit   Y'mv 
ij^a  +  i  =    y  j^STT  eigentlich  konvergiert. 
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^m,  KO  ist  die  Reihe  (0)  überall  eigentÜch  konvergent,  ebgeseliRü 
von  einet  Monge  des  (linearen)  Inhaltes  0. 

Es    hat   keinerlei  Schwierigkeiten,    die  Untersuchungen   auf    den  9Ia   (und 
ebenso  auf  den  Bi„)  zu  übertrjbgen.    Sei  St  eine  ahaählbare  Monge  von  Punkten 

(f^,  ,;,)  (i'^l,  2,  .  ,  .)  dea  SRa.     Wir  setzen: 


r^  (x,  y)  =--  vT«  —  SJ" -h  (y  —  1„T 
und  betrachten  dio  Reibe: 

wo  die  Ar  und  dio  «tv  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  (0).    Ist  wieder     ^   «i 

eine  eigentUch  konvergente  Reihe  positiver  Zahlen,  so  wird  jetzt  (•)  eine  end 
liehe  Summe  haben  in  jedem  Punkte,  in  dem  für  alle  )>: 


Wir  legen  um  jeden  Punkt  1^^,  ij^J  den  Kreis  vom  Radius  Vv ,  und  an 
der  früheren  Überlegung  ändert  sich  nichts,  als  daß  an  Stelle  des  Inhaltes 
der    dort   betrachteten  Intervallmenge    nun    hier    der  Inhalt    der  Vereinigung 

aller  dieser  Kreiao  tritt.     An  Stelle  der  dort  gemachten  Annalime,   daß  ^  v,- 

eigentlich  konvergiert,  wird  also  hier  dio  Annahme  treten  müssen,  daß  \  «." 
eigentlich  konvergiert,  und  das  kami  man  immor  dann')  erreichen,  wenn 
\^Ar'"  +  ^  oigentlioh  konvergiert:  man  hat  nur  nv^AyiUni  zu  wählen.  Das  gibt 

den  SatK: 

Safai  II.  Sind  die  ^v  ("=1,  2,  .,.)  positive  Zahlen,  für  die 
yjA^i^n  eigentlich  konvergiert^),  und  sind  die  ni„  positive  Zahle» 

£m,  so  ist  die  Reihe  {*)  überall  eigontlieh  konvergent,  abgesehen 
von  einer  Menge  des  (ebenen)  Inhaltes  0. 

Setzen  wir  darüber  hinaus  wie  in  Satz  I  voraus,    daß  auch  y^  Ä„i<+-~i 

')  Aber  auch  nur  dann;  denn  aus  der  Cesäro-Höldersehen  Ungleichung 
folgt,dafl  gleichzeitig  mit  y^ Mi.  und  ^Vy  auch  ^  Uy '«■<-'' Vrin''+i=^  ^j1i."'  +  h 
eigentlich  konvergiert. 

')  Im   3(„  muß    \  J.^>"  +  «  eigenthch  konvergent  sein. 
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lg  nthch   koineryert     10    U  innen  wir    wieder  i,=  l,"^+i   und    mithin    auch. 

V  -=.dv»  +1  wählen  Ea  ist  dann  nicht  nur  die  Summe  der  Inhalte,  sondern 
auch  die  Summe  der  Radien  dei  um  die  Punkte  (f^  jj^)  gelegten  Kroiae  end 
lieh  Nun  ist  auf  jeder  treraden  die  außerhalb  aller  dieser  Kreiae  verlauft, 
dl  Reihe  i^*)  eigpntlich  gleichmäßig  konvergent  Ersetzt  man  nieder,  wie 
oben  Mf  dureh  u»'=p«  und  hßt  «ledei  j  «tie  Felge  l^t}  wach^mder 
Zahlen  mit  lim^ft^-j-OO  durehlaufen    so  erkennt  man 

Satz  in.      Sind    die    A„{r  =  l,2,.     )   positive    Zahlen,    fui     die 

V.A^^+1  eigentiioh  konvergiert,   und  sind   die  mv  positive   Zahlen 

£m;  Bo  bilden  für  jede  Schar  ^  paralleler  Gerader  die  Schnitt- 
punkte derjenigen  Geraden  aus  ^,  auf  denen  die  Reihe  (♦)  nicht 
gleichmäßig  gogon  eine  beaohränkte  Grenafunktion  konvergiert, 
mit  einer  beliehigon  Geraden  G  auf  G  eine  Menge  des  (linearen) 
Inhaltes  0 

Man  kann  noch  dies  Resultat  auf  andere  Kurienscharen  übertragen 
auch  lasaen  sich  Bedingungen  angeben  untei  denen  auf  gewiss  n  Kurven  die 
Reihe  (*)  beliebig  oft  gliedweise  diffeienwert  werdtn  kann  Wegen  dieser 
Fragen  'jowie  wegen  dei  funkt lonentheore tisch'«  Anwendungen  der  Eorelschen 
Reihen  muß  auf  die  Darstellung  von  Boiel  lerwiosen  werden 
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Fünftes  Kapitel. 
Die  Baireselien  Funktionen. 

§  1.   Funktionen  ct-ter  Klasse. 

Der  Übergang  von  den  Funktionen  f,  einer  konvergenten  Funk- 
tionenfolge {fr}  zur  Grenzfunktion  /"=lim^,  ist  das  wiciitigste  analy- 
tische Hilfsmiitel,  um  aus  einfacheren  Funktionen  kompliziertere 
herzustellen.  Wir  fangen  a's  die  einfachsten  Funktionen  auf  einer 
gegebenen  Menge  9(  die  auf  3t  stetigen  Funktionen  auf  und  wollen 
nun  systematisch  die  Funktionen  studieien,  die  ausgehend  von  stetigen 
Funktionen  durch  beliebig  oftmaligen  Gienzübergang  gebildet  werden 
können  ^). 

Wir  definieren  nun^)  für  jede  transfinito  Ordinalzahl  a  der  ersten 
oder  zweiten  Zahlk!aese  Funktionen  «-ter  Klasse  auf  91  durch 
die  Festsetzung:  Die  Funktionen  O-ter  Klasse  auf  %  sind  die  auf  5t 
stetigen  Funktionen^);  ist  {f,}  eine  auf  31  konvergente  Funktionen- 
folge, in  der  jede  Funktion  fy  zu  einer  Klasse  k„<;  ß  gehört,  während 
die  GrenzfunkLion  /=|=Iimf,  zu  keiner  Klasse  «'«C^ß  gehört,  so  heißt/ 

eine  Funktion  K-tec  Klasse  auf  %  Von  erster  Klasse  auf  at  sind 
demnach  diejenigen  Punktionen  de  ohne  auf  9t  stetig  zu  sein,  Grenz- 
funktion einer  Folge  auf  9t  stetiger  Fuiktionen  sind  u&f  Wo  über 
die  zugrunde  gelegte  Menge  "t  kein  Z  veifel  sein  kiin  t-j  rechen  wir 
kurz  von   „Funktionen  ß-ter  Kfj    e 


')  Ist  91  der  Efl^,  so  ist  bekannt!  ch  jede  auf  J  stetige  Fun)  tion  Grenz- 
funktion einer  Folge  von  Polyi  on  e  Die  durch  itenerte  C renaiibergänge 
aus  stetigen  Funktionen  herstellbeien  Funktionen  s  nd  dann  al  o  auoh  durch 
iterierte  Grenzübergänge  aus  Polynome  da  b  e  Ibar  sie  b  nd  analytisch  dar- 
stellbar".   Näheres  b^ei'über  H.  Lebesgue     Jo  r      de  matl     (6)  1  (1905),  1  ff, 

«)  Nach  E.  Baire,  Ann.  di  mat    (3)    i         J       C* 

')  Abweichend  hiervon  werden  manclimal  n  d  ejen  gen  Funktionen  ala 
von  0-tei'  Klasse  auf  31  bezeich  et  d  e  zu  e  i  er  a  f  l"  stet  gen  Funktion 
erweitert  werden  können. 
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Die  Funktionen,  die  einer  Klasse  a'  <Ca  angehören,  neimen  wir 
von  geringerer  als  ß-ter  Klasse;  diejenigen,  die  einer  Klasse  ß' ^ a 
angehören,  nennen  wir  von  höchstens  ß-ter  Klaflse^), 

Eine  Weiterführung  dieser  Klasseneinteilung  über  die  Zahlen  der 
ersten  und  zweiten  ZahlJdasse  hinaus  ist  unmöglich^).  Denn  ist  {f,} 
eine  konvergente  Folge  von  Funktionen  auf  SI,  und  ist  fy  von  ß,-ter 
Klasse  auf  St.  so  gibt  es  nach  Einleitimg  §  4,  Satz  XIII,  wenn  alle 
aj<Co)^  sind  (to^  bedeutet  die  Anfangszahl  von  Q^),  auch  eine  Zahl 
ß<io}^,  80  daß: 

ccy<j     für  alle  v, 

und  demnach  iat  /'=!im/j,  von  höchstens  (5-ter  Klasse,  wo  auch  ß 

zur  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse  gehört. 

Wir  nennen  nun  jede  Funktion  auf  91,  die  einer  dieser  Klassen 
angehört,  eine  Bairesche  Punktion  auf  31,  wobei  der  Zusatz  „auf  3t" 
wieder  wegbleiben  mag,  wenn  kein  Mißverständnis  möglich  ist. 

Satz  I";.  Ist  9t  separabel,  so  hat  die  Menge  aller  Baire- 
sehen  Funktionen  auf  9t  die  Mächtigkeit  c. 

,  Um  dies  zu  beweisen,  zeigen  wir  zunächst  durch  Induktion,  daß 
die  Menge  aller  Funktionen  höchstens  «-ter  Klasse  die  Mächtigkeit  c 
hat.  In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  ß^O  (Kap.  II,  §  6,  Sata  Hl). 
Angenommen,  es  sei  riehtig  für  alle  G'<la.  Ist  nun /eine  Funktion 
höchstens  cf-ter  Klasse,  so  ist 

(0)  f^Mmfy, 

wo  jedes  f^  von  geringerer  als  c-ter  K5asse.  Durch  (0)  ist  aber  jeder 
Funktion  f  höchstens  ß-ter  Klasse  zugeordnet  eine  Belegung  der 
Menge  1,2,...,»',...  mit  Elementen  der  Menge  3)1  aller  Funktionen 
gerii^erer  als  a-ter  Klasse.  Und  da  nach  Annalime  für  die  Mächtig- 
keit m  von  9B  gilt: 

so  hat  die  Menge  aller  Funktionen  höchstens  a-ter  Klasse  eine 
Mächtigkeit  ^c''"  =  c  (Ein!.  §  7,  Satz  X).  Und  da  sie  mindestens 
die  Mächtigkeit  e  hat,  so  ist  ihre  MächUgkeit  c,  wie  behauptet. 

Da  nun  a  der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse  angehört,  alfo  nur  n^ 
verschiedene  Werte  haben  kann,  ist  die  Menge  aller  Baireschen  Funk- 
tionen Vereinigung  von  höchstens  n^  Mengen  der  Mächtigkeit  c.    Ihre 

1)  Abweichend  hiervon  werden  maochmal  alle  Funktionen,  die  wir  „von 
höchstens  ater   Klasse"   nennen,    als   Punktionen   «-ter   Kinase    bezeichnet. 
=)  Vgl    hierzu  H.  Lebesgue,  a.  a,  0.   151  (Pußnote). 
')  Sämtliohe  Sätze  dieses  Paragraphen  sinil  allgemeine  Grenisätzp, 
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Mächtigkeit  ist  also  (Einl.  §  4,  Satz  XV;  §  7,  Satz  X)  ^  n^  ■  c  ^  c  ■  c  =-  c . 
Und  da  sie  gewiß  ^  c  ist,  eo  iat  Satz  I  bewiesen.  . 

Satz  IL  Auf  einer  separablen  Menge  91  der  Mächtigkeit  c 
gibt  es  Funktionen,   die   nicht  Baireeche  Funktionen   sind. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  Bairesohen  Funktionen  auf  %  hat 
nach  Satz  I  die  Mächtigkeit  c ,  die  Menge  alier  Funktionen  aul  31 
aber  hat  die  Mächtigkeit^) :  c^  =  2'^>c,  womit  Satz  II  bewiesen  ist. 

Aus  der  Definition  der  Funktionen  a-ter  Klasse  folgt  sofort: 
Satz  III.     Ist  die  Funktion  /  von  a-ter  Klaaao  auf  31,  öo 

ist  sie  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  jedem  Teile  SB  von  3t. 
Wir  beweisen  dies  durch  Induktion.    Die  Behauptung  ist  richtig 

für  a  =  0.     Angenommen,   eie  sei  richtig  für  alle  k'<«.     Nun  ist 

nach  Definition 

(00)  f==lim/;, 

wo  jedes  fr  von  geringerer  als  a-ter  Klasse  auf  31,  und  mithin  nach 
Annahme  auch  auf  58 .  Also  lehrt  (00),  daß  f  auch  auf  S  von  höchstens 
(j-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

In  ganz  derselben  Weise  zeigt  man  durch  Induktion: 

Satz  IV.  Ist  f  von  tt-ter  Klasse,  so  auch  die  aus  f  durch 
die  Schränkungstransformation  entstehende  Funktion  (und 
umgekehrt). 

Wir  beweisen  noch  einige  einfache  Sätze  über  Bairesche  Funk- 
tionen, die  Verallgemeinerungen  bekannter  Sätze  über  stetige  Funk- 
tionen aind^). 

Satz  V.  Siud/;,f,,  ...,  ^  endliche^)  Funktionen  höchstens 
(i-ter  Klasse  auf  at,  und  wird  durch 

die  Punktmenge  31  abgebildet  auf  eine  Punktmenge  des  9}^, 
auf  der  Jf'(a;,,a:3,... ,a;Jvon/3-ter  Klasse  ist,  ßo  iet  F{f^,f^,...,Q 
von  höchstens  (a-\-ß)-ter  Klasse  auf  9t. 

Der  Satz  ist  richtig  für  k^^^O,  /3  =  0,  da  er  sich  dann  auf  einen 
Spezialfall  von  Kap.  II,  §  6,  Satz  VIII  reduziert.  Angenommen,  er 
sei  richtig  für  ß  =  Q  und  alle  fi'<^«.  Weil  die  f^  von  höchstens 
c-ter  Klasse  sind,  haben  wir: 

>)  Vgl.  Kap.  II,  §  5,  S.  134. 

*)  H.  Lebeague,  a.  a.  0.  153. 

")  Ist  die  Funktion  W(x,,3:^,  . .  .,  x/-)  auch,  definiert,  wenn  einzelne  ilirer 
Veränderlichen  unendliche  Werte  annehmen,  so  liann  diese  Einschränkung 
wegbleiben. 
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/■(^  lim/i,»  {i  =  l,  2,...,A), 

wo  die  /i,„  von  geringerer  als  ct-ter  Klasse  sind.  Indem  wir  nötigen- 
falls die  Schränkungstransformation  ausüben,  können  wir  alle  ;^, ,  als 
endlich  voraussetzen,  Ist  also  F  von  0-ter  Klasse  (d.  h.  stetig),  so 
ist  nach  Annahme  F{h,,.,  fi.y,  ■  ■  ■,  fk.v)  von  geringerer  als  «-ter  Klasse. 
Wegen  der  Stetigkeit  von  F  aber  ist: 

F{ft,f„--;  Q  =  nmF(f,,,.,  Ü,„...,  /•,,.), 

d.  h.  es  ist  F(f^,  f„,  . . .,  Q  Grenzfunktion  von  Funktionen  geringerer 
als  a-ter  Klasse,  und  somit  von  höchstens  (i-ter  Klasse.  Damit  ist 
Satz  V  für  ß^^^O  und  alle  a  bewiesen. 

Angenommen  nun,  der  Satz  sei  richtig  für  ein  gegebenes  a  und 
alle  ß'<^ß-     Ist  jP  von  ^-ter  Klasse,  so  ist 
jp'=lim  j;, 

wo  Fy  von  geringerer  als  ^-ter  Klasse.  Infolgedessen  ist  nach  An- 
nahme Fy(f^,  /g,  ...,  /(.)  von  geringerer  als  (a-^ß)-teT  Klasse^),  und 
somit: 

Fif.r  n, ..-,  Q^]imFr(f„  /;,...,  O 

von  höchstens  {a-{-ß)-tfiT  Klasse.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

In  Satz  V  sind  nun  als  Spezialfälle  enthalten  die  Sätze; 

Satz  VI.  Ist  /"von  c-ter  Klasse,  so  ist  \f\  von  höchstens 
«-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  dies  geht  aus  Satz  V  hervor,  indem  man  setzt: 
F{x)=^\x\  und  beachtet,  daß  \x\  stetig  im  5Rj  ist. 

Satz  TU.  Sind  f^  und  ^  von  höchstens  or-ter  Klasse  auf  %, 
so  ist  jede  der  Verknüpfungen: 

von  höchstens  ß-ter  Klasse  auf  dem  Teile  9['  von  9t,  auf  dem 
sie  ausführbar  ist. 

In  der  Tat,  man  hat  nur  in  Satz  V  unter  #eine  der  Funktionen 
Xj^-^-x^,  x^  —  x^,  x^-x^,  —  zu  verstehen  und  Satz  III  zu  beachten. 

Satz  VIII.  Seien  f,,  f.^, .. .,  f^  endlieh  viele  Funktionen 
höchstens   o:-ter  Klasse,     Ist   f  der  größte  (oder  kleinste) 

1)  In  der  Tat,  aus  ß'<ß  folgt  x  +  ß'<:x  +  ß;  denn  es  ist  ß'+l£ß 
und  mithin 

a  +  /i'<(o!  +  l!')  +  l -«+(()■+ l)S«  +  /(. 

Hahn,  TheDda  dec  leellen  FnnktloaeD,    I,  21 
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unter  den  fc  Funktionswerten  f^, /,j, . ..,  f^,  so  ist  auch  f  von 
höchstens  ft-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  man  hat  nur  in  Satz  V  unter  F{x^,x^,  ...,x^)  den 
größten  (bzw.  kleinsten)  unter  den  ft  Werten  Xf,x^,...,x^  zu  ver- 
stehen. Dann  ist  F  stetig  im  9)^,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 
Wir  heben  noch  f tagenden  Spezialfall  von  Satz  VIII  hervor: 
Satz  Villa.  Ersetzt  man  bei  einer  Funktion  ß-ter  Klasse 
alle  Werte  <C_p  durch  p,  alle  Werte  |>>g  durch  g,  so  ent- 
steht eine  Funktion  höchstens  «-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  versteht  man  in  Satz  VIII  unter  f^  die  Funktion  f, 
unter  f^  die  Konstante  p,  so  sieht  man:  Die  Funktion  g,  die  aus  f 
entsteht,  indem  man  alle  Werte  <Cp  durch  p  ersetzt,  ist  von  höchstens 
G-ter  Klasse.  Wendet  man  nochmals  Satz  VIII  an,  indem  man  unter  f^ 
die  Funktion  g,  unter  f^  die  Konstante  5  versteht,  erhält  man 
Satz  Vina. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  Satz  Villa  besagt: 
Safa  IX.    Genügt   die.Funktion   f  a-ter   Klasse   der  Un- 
gleichung: 

so  ist  sie  Grenzfunktion  einer  Folge  {f,.}  den  Ungleichungen 

r£f.ii 

genügender  Funktionen  geringerer  als  a-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  /■=  lim  g, ,  wo  iedes  g^  von  geringerer 

als  a-ter  Klasse.  Ersetzen  wir  m  i/y  alle  Werte  ^p  durch  p,  alle 
Werte  ^5  durch  g,  «-o  entsteht  narh  Rat/  Villa  eine  Funktion  f,  ge- 
ringerer als  G-ter  Kla'^se  und  es  ist  offenbai  auch  f^^Vimf,,,  womit 
Satz  IX  bewiesen  ist  *"" 

Satz  X.  Die  Grenzfunkfcion  /"einer  auf  9[  gleichmäßig  kon- 
vergierenden Folge  von  Funktionen  höchstens  «-ter  Klasse 
ist  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  31. 

Auf  Grund  von  Satz  IV  können  wir  beim  Beweise  {f,,}  als  be- 
schränkt annehmen.    Sei  -[cj}  eine  Folge  positiver  Zahlen  von  end- 
licher Summe.     Wegen   der  gleichmäßigen   Konvergenz   von  {/j,} 
gibt  es  dann  ein  v^,  so  daß; 
(1)  i/'-/v,l<«i     auf  ganz  91. 

Wir  können  schreiben: 

f=  f.. + (/;,-/,.)+ (f., -«+.... 

In  dieser  Reihe   ist  nach  Satz  VII   jedes  Glied  von  höchstens  ß-ter 
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Kiaase,  und  wegen  (l)  ist; 

(2)  \f,~f,.^_J<ei-i^Si     auf  ganz  <!(. 

Ee  gibt  also  Funktionen  3j,„  von  geringerer  als  cc-ter  Klasse,  so  daß  : 

(3)  fr,  =  lim  Ol,  „ ;      f,,  —  /;..  _  ^  -=  lira^y; ,  „ , 

und  nach  Satz  IX  kann  wegen  (2)  auch  angenommen  werden: 

(4)  \S,..,\<U-1  +  'I        (i-2,3,...). 
Wir  behaupten:  dann  ist 

(5)  f=  lim  (Si.n-r  Sa.»  +  ■  ■  ■  +  y«,-)- 

In  der  Tat,  ist  e>0  behebig  gegeben,  so  gibt  es,  weil  die 
Summe  der  s^  ala  endlich  angenommen  wurde,  ein  i,  so  daß: 

(6)  ,.  +  .,+,  +  ...<.. 
Wegen  (l)  ist  dann  auch: 

(7)  \f—fy^\<e     auf  ganz  a. 
In  jedem  gegebenen  Punkte  von  at  ist  wegen  (3): 

(8)  !/;,-(?i,«  +  S2,H  +  ...  +  !/i,«)I<ß     für  fast  alle  «. 
Wegen  (4)  und  (6)  ist  aber: 

(9)  |(ffi,«+-  +  tf«,»)  — (?!,«  +  . -  +  .?i,«)|<2e  für  w^i  auf  ganz  91. 
Aus  (7),  (8),  (9)  aber  folgt,  daß  im  betrachteten  Punkte: 

If— (^i,«  +  ..-  +  S«,n)|<4e     für  fast  alle  «. 
Also   gilt   tatsächhch   (5)   in   jedem  Punkte  von  §1.     Da  aber  naoh 
Satz  VII  ((/i.„-|-  .  ■■-{-gn,»)  ^on  geringerer  als  ct-ter  Kiaase,  so  besagt  (5), 
daß  f  von  höchstens  ct-ter  Klasse,  und  -Satz  X  ist  bewiesen. 

Ist  {fy}  eine  konvergente  Folge  von  Funktionen  geringerer  als 
a-ter  Klasse,  so  ist  nach  Definition  die  Grenzfunktion  von  höchstens 
ß-ter  Klasse.  Ist  {/■„}  nicht  konvergent,  so  kann  immer  noch  nach 
oberer  (unterer)  Schrankenfunktion,  sowie  nach  oberer  (unterer)  Grenz- 
funktion von  {/",}  gefragt  werden  (Kap.  IV,  §  1,  S,  231).  Für  diese 
Funktionen  gelten  die  Sätze : 

Sak  XL  Ist  {/;}  eine  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  ß-terKlasee,  so  istdie  obere(unt6re)Schrankenfunktion  J" 
von  {/v}  von  höchstens  <t-ter  Kiaase. 

In  der  Tat,  ist  J\,  der  größte  unter  den  v  Funktions werten  f^, 
f,....,f„>oi.t:  _p._.ltaj.,„ 
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Nach  Satz  VIII  aber  ist  hierin  Fy  von  geringerer  als  a-ter  Klasse, 
also  F  von  höchstens  a-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

Satz  XII.  Ist  {/;}  eine  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  «-ter  Klasse,  so  ist  die  obere  (untere)  Grenzfunktion 
von  {/;}  von  höchstens  (a  +  l)-ter  Klasse. 

Sei  in  der  Tat  f,.  die  obere  Schrankenfunktion  der  Folge  f,,, 
fy^i,  ...,U-{-i,  ■■• .  Dann  ist  die  obere  Grenztunktion  von  {/;,}  ge- 
geben durch  (Einleitung  §6,  SatzV); 

Nach  Satz  XI  aber  ist  hierin  jt  ^o"  höchBtens  «-tei  Klasse,  also  f 
von  höchstens  (((-]-l)-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

Aus  Satz  XI  folgern  wir: 

Satz  XIII,  Die  obere  (untere)  Schrankenfunktion  einer 
Folge  {/;}  Bairescher  Funktionen  ist  eine  Eairesche 
Punktion. 

In  der  Tat,  ist  /",  von  (^-ter  Klasse,  so  gibt  ea  (Einl.  §  4,  Satz  XIII) 
ein  fi  der  ersten  oder  zweiten  ZahlMasse,  das  ^  a,  (für  alle  v).  Nach 
Satz  XI  ist  die  obere  Schrankenfunktion  von  {f,}  von  höchstens 
c-ter  Klasse,  mithin  gewiß  eine  Bairesche  Funktion,  und  Satz  XIII 
ist  bewiesen. 

Ebenso  folgert  man  aus  Satz  XII: 

Satz  XIV.  Die  obere  (untere)  Grenzfunktion  einer  Folge 
Bairescher  Funktionen  ist  eine  Bairesche  Funktion. 

Und  hierin  ist  als  Spezialfall  enthalten: 

Satz  XV.  Die  Grenzfunktion  einer  konvergenten  Folge 
Bairescher  Funktionen  ist  eine  Bairesche  Funktion. 

§  3.    Eigenschaiteu,  die  bei  Grenzübergang  erhalten  bleiben. 

Der  Begriff  der  Punktion  a-ter  Klasse  wurde  durch  transfinite 
Induktion  eingeführt.  Es  ist  also  zu  erwarten,  daß  das  wichtigste 
Hilfsmittel  in  der  Theorie  der  Baireschen  Funktionen  der  Beweis 
durch  transfinite  Induktion  sein  wird;  in  der  Tat  haben  wir 
in  §  1  schon  wiederholt  von  diesem  Mittel  Gebrauch  gemacht.  Insbe- 
sondere bestätigt  man   durch  transfinite  Induktion  sofort  den  Satz: 

Satz  I.    Eine  Aussage   A  habe  folgende  Eigenschaften: 

1.  Sie  gilt  für  alle  auf  31  stetigen  Funktionen. 

2.  Falls  sie  für  alle  Funktionen  f^  einer  auf  91  konver- 
genten Punktionenfoige  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  die 
Grenzfunktion  /"^Um/;. 
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Dann  gilt  diese  Aussage  A  für  alle  Baireechen  Funktionen 
auf  %. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  nur  eine  solche  Aussage  anfuhren,  die  Aus- 
sage ^f  ist  punktweise  unstetig  auf  3t  bei  Vernaohläasigung  von  Teilen  erstet 
Kategorie  von  91"  (Kap.  III,  g  7,  8.  227).  Für  die  auf  91  stetigen  Funktionen  f 
lat  lile^e  Aussige  in  trivialer  Weise  richtig.  Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  daß 
für  diese  Aus-,a{,e  Bigenachaft  2.  gilt.     Wir  «eigen: 

Satz  II  \  Ist  in  der  konvergenten  Folge  {/;}  jede  Funktion  f„ 
punktweise  unstetig  auf  der  separablen,  relativ-vollständigen 
Menge  %  bei  Vernichlässigung  von  Teilen  erster  Kategorie  von  IM, 
so  giit  diea  auch  für  die  C  lenzfunktion  ^=lim^. 

Vermöge  der  bfhrankungstransfoim-ition  können  wir  beim  Beweise  rile 
auftretenden  Funktionen  als  beschrankt  voraui'ietzen  Nach  Kap  IH  §  7 
Satz  W I  )  genügt  es  nachzuweisen  daß  fui  jeles.  J  >  0  die  Mtnge  aller  Punkte 
von  a    IQ  denen 

(0)  <«*(<»  t    \)Xl 

ist  nirgends  diokt  (und  mithin  von  erster  Kategorie)  in  31  ist  Nnn  ist  abei 
nach  Kap  III  §  "  SatzXIIIto'ia  f  •>!)  oberhalb  stetig  auf  31  und  mithin  ist 
(Kap  II  g  9  Satz  IV)  die  Menge  aller  Punkte  von  "t  in  denen  (0)  gilt  abge- 
schlossen in  %.  Wäre  sie  nicht  nirgends  dicht  in  S(  so  mußte  sie  also  einen 
nicht  leeren)  in  %  offenen  Teil  %  von  'I  enthalten  Wir  haben  al  )  nur  mehr 
KU  zeigen,  daß  diea  unmöglich  ist. 

Nach  Kap.  III,  §  7,  Satz  XII  gibt  es  zu  jedei  Funktion  /^  ene  auf  31 
punktweise  unstetige  Funktion  /■',  die  sich  von  f^  nui  auf  einem  Teile  erster 
Kategorie  von  St  unterBcheidet,  den  wir  mit  ^f^  bezeichnen  wollen  Nach  Kap  III 
§  4,  Satz  III  ist  auch  die  Menge  "t  aller  Unstet igkeitsp unkte  von  f  auf  "t 
von  erster  Kategorie  in  3t.  Nach  Kap  I  §4  Satz  XX  ist  auch  die  \er 
einiguug 

SB  =  all +  91,' 4- '»!.+  "''  H      +  (  l-a  + 

von  erster  Kategorie  in  91.    Setzen  wir 

6  =  9t  — », 
so  sind  alle  fr  stetig  anf  %,. 

Angenommen,  nun  es  sei  33  eine  nicht,  leere,  in  31  ofiene  Menge,  in  deren 
sämtlichen  Punkten  (0)  gilt.  Nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI  ist  SS  nicht  leer. 
Sei  o„  ein  Punkt  von  SE,  und  sei  der  Index  v^  beliebig  gegeben.  Wegen 
f=\imfy  gibt  es  einen  Index  v^'^v^,  so  daß: 

'./V.(^)-y(a„)|<|, 

und  weil  auf  E  alle  /V  stetig  sind,  gibt  es  eine  Unigebung  U(no)i  so  daß: 

(00)  i^,^(a)_^>(o^)|<l    aufUK)©S. 

')  R  Baire  Acta  mith  50  (1906]  27  \gl  auch  Ann.  di  mat.  (3)  3 
(1899),  81  Der  &atz  folgt  auch  leicht  aus  den  Sätzen  Kap,  IV,  %  7,  Sata  IV 
und  V, 

*)  Unter  den  doit  auftretenden  E  MengÄi  sind  hier  die  Teile  erster 
Kategorie  \<.n  "I  zu  verstehen 
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Da  nun   in   «^   Ungleiciiung   (0)  gilt,   und   da  es   bei  Bildung   von  tu*   auf  die 
Menge  erster  Kategorie  9t  —  S  =  !i8  gar  oiclit  ankommt,  so  ist  aucli; 

<o(AUK)»l£)ä3. 
ÄlHO  gibt  ea  noch  Kap,  IH,  §  2,   Satz  II  in  U(ao)S9S  zwei  Punkte  a',  a", 

Für  mindestens  einen  dieser  Punkte,  etwa  für  a',  ist  dann; 

(V)  iA«')-««.)!a|. 

Wegen  f=liinf„  gibt  es  einen  Indej:  »a^fo,  fio  daß; 

:^,.(<'')-««')!<Y. 

und  weil  auf  S  alle  f^,  stetig  sind,  gibt  es  eine  Umgebung  U(a'),  so  daß; 

(o%)  1 /•„(<•)-/■(«') K-J  arfiiM.e. 

Aus  (00),  {°iP),  {o%)  folgt  nun  alser; 

(000)  if,.(«)-^.,WI>-|-    .ultl(a.)ll(a095. 

Da  U  («„)  ll(a')  SE  offen  in  (5,  so  sehen  wir  also;  Ist  v^  ein  beliebiger 
Index,  und  ist  a,,  ein  beliebiger  Punkt  von  S8E,  so  gibt  ea  in  jeder  Umgebung 
von  Oj  eine  in  £  offene  Menge,  in  deren  sämtlioiien  Punkten; 

I  f.S')  -  r„{'}  1  >  I  ("■  2 »..  »■  i '.)  ■ 

Älao  ist  die  Menge  Tt^    aller  Punkte  von  336,  in  denen: 

nirgends  dioht  in  6. 

Setzen  wir  iiierin  der  Reihe  nach  w,,^!,  2,  .  .  .,  so  sehen  wir;  Die  Ver- 
einigung 

S  =  Slf,  -j-  ffla  4-  .  .  ■  4-  9Ä,.  4-  ■  -  ■ 
ist  von  erster  Kategorie   in  K   und  mithin  in  9[.     Da  aber  {f,}  in  jedem 
Punkte  von  ffiE  eigentlich  konvergiert,  muß 

sein.    Also  ist  59E  von  erster  Kategorie  in  Sl.    Nun  war  auch  !8  =  S!l  — E  von 
erster  Kategorie  in  a,  mithiu  auch  SG^ffl,  und  mitbin  ist  auch  dio  Menge 

59  =  ö®  +  S  (m  —  e)  =  59E  +  S8^ 
von  erster  Kategorie  in  91,  als  Vereinigung  zweier  Teile  erster  Kategorie  von  91. 
Das  aber   ist  nach    Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI   unmöglich,   weil   S   in   91   offen  ist. 
Damit  ist  Satz  TI  bewiesen. 

Aus  den  Sätüen  I  und  II  folgt  nun  sofort'); 


1)  Ein  andrer  Beweis  bei  H.  Lebosgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  fl905},  187. 
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Satz  ni.  Jede  Bairesche  Punktion  auf  einer  separablen,  relativ- 
vollständigen Menge  9!  ist  punktweise  unstetig  auf  K  bei  Vernach- 
lässigung von  Teilen  erster  Kategorie  von  31. 

Aus  Satz  III  entnehmen  wir  folgendes  .Beispiel  eiüer  nicht-Bairesehen 
Funktion'),  Sei  üt  eine  separable,  relativ- vollständige  Menge,  und  sei  eine  Zer- 
legung 

91  =  SI'  +  a" 
gegeben,  derart,  daß  für  jede  offene  Menge  B,  für   die  SIS  nicht  leer  ist,  so- 
wohl 9t'S8  als  auch  9t"58  von  zweiter  Kategorie  in  9t  sei').     Setzen  wir: 

f~l  auf  ai',    f=0  auf  %", 
so  ist  f  gewiß  nicht  punktweise  unstetig  auf  S  bei  Vernachlässigung  von  Teilen 
erster  Kategorie  von  31,  und  mithin  keine  Bairesche  Funktion. 

Da  jeder  abgeschlossene  Teil  einer  separablen,  relativ-vollständigen  Menge 
wieder  aeparahel  und  vollständig  ist,  folgt  aus  Satz   III  unmittelbar; 

Satz  IV.  Jede  Bairesche  Punktion  auf  einer  separablen,  relativ- 
vollständigen  Menge  91  ist  punktweise  unstetig  auf  jedem  abge- 
schlossenen Teile  31'  von  9t  bei  Vernaohlässigung  von  Teilen  erster 
Kategorie  von  9t'. 

Ob  es  auch  nioht-Bairesche  Funktionen  geben  kann,  denen  die  durch 
Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zukommt,  sohemt  bisher  nicht  bekannt 

Aus  Satz  III  fließen  unmittelbar  zwei  Folgerungen,  die  noch  erwähnt 
seien,  und  die  wieder  die  sehr  spezielle  Natur  der  Baireschen  Funktionen 
deutlich  hervortreten  lassen; 

SatzV.  Zu  jeder  Baireschen  Funktion  f  auf  der  separablen, 
relativ-vollständigen  Menge  St  gibt  es  eine  auf  91  oberhalb  stetige 
und  eine  auf  9[  unterhalb  stetige  Funktion,  von  deren  jeder  sich  f 
nur  auf  einem  Teile  erster  Kategorie  von  S  unterscheidet. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  g  12,  Satz  V  hat  man,  wenn  g*  und  (?*  obere 
und  untere  Schranke  von  f  bei  Vernachlässigung  von  Teilen   erster  Kategorie 
bedeuten,  überall  auf  9t,  abgesehen  von  einer  Menge  erster  Kategorie; 
(t)  g*ia;f,9i)£na)^G*(a;f.^). 

Da  nach  Satz  III  /  auf  9t  punktweise  unstetig  ist  bei  Vernaohlässigung  von 
Mengen  erster  Kategorie,  ist  (Kap.  III,  §  7,  Sata  XV)  überall  auf  91,  abgesehen 
von  einer  Menge  erster  Kategorie: 

(tB  j<(»iAsi)-e«(<.,f.!i). 

Aus  (f)  und  (ft)  folgt,  daß  f  sowohl  mit  3*  als  mit  G*  überall  übereinstimmt, 
abgesehen  von  einer  Menge  erster  Kategorie,  und  da  g*  unterhalb,  G*  ober- 
halb stetig  ist,  so  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Zu  jeder  Baireschen  Funktion  f  auf  der  separablen, 
relativ-vollständigen  Menge  91  gibt  es  einen  Toll  St  erster  Kategorie 
von  9t,  so  dal3  f  auf  91  — S  stetig  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  V  gibt  es  eine  auf  9t  oberhalb  stetige  Fuaktion  G*, 
von   der  sich  f  nur  ia   einer  Meage  erster  Kategorie  S'  unterscheidet.     Nach 


')  H.  Lebesgue,  a,  a.  0.,  186. 

*)  über   die  Möglichkeit   solcher   Zerlegungen    vgl,   H.   Lebesgue,    Bull, 
math.  35  (1907).  207,  213.     P.  Mahlo,  Ldpz.  Ber.  GB  (1911),  348. 
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Kap.  III,  %  6,  Satz  II  ist  ff*  punktweise  unstetig,  und  mithin  (Kap,  III,  %  i, 
Satz  in)  bilden  die  ünstetigkeitss teilen  von  ö"  gleiohfalle  eine  Menge  erster 
Kategorie  S".  Setzt  man  ffi  =  S'-f  ft".  so  ist  auch  ff  von  erster  Kategorie, 
und  es  ist  z'  auf  31  —  ff  stetig.    Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 


§  3.  Funktionen  a-ter  Ordnung. 

Zufolge  ihrer  Definition  sind  die  Bairesehen  Funktionen  die- 
jenigen, die  aus  den  stetigen  Funktionen  durch  ifceriecte  Grenzüber- 
gänge entstehen.  Wir  wollen  uns  nun  überzeugen,  daß  man  sich 
dabei  auf  monotone  Grenzübergänge  beschränken  kann. 

Wir  wollen  die ,  Grenzfunktionen  von  monotonen  Folgen  auf  W 
stetiger  Funktionen  {f^y  als  Funktionen  erster  Ordnung  auf  9t 
bezeichnen;  sie  sind  unterhalb  stetig  auf  31,  wenn  {/■„}  monoton 
wachsend  (Kap.  II,  §  10,  Satz  II),  dann  nennen  wir  sie  Funk- 
tionen G^;  sie  sind  oberhalb  stetig  auf  31,  wenn  {/'^}  monoton 
abnehmend,  dann  nennen  wir  sie  Funktionen  g^. 

Nachdem  so  die  Funktionen  erster  Ordnung,  die  Funktionen  (?,, 
die  Funktionen  j^  definiert  sind,  definieren  wir  für  jedes  a  der  ersten 
oder  zweiten  Zahlklasse  die  Funktionen  ö-tor  Ordnung,  die  Funk- 
tionen Ga,  die  Funktionen  j„  durch  Induktion,  Wir  nehmen  an, 
diese  Begriffe  seien  schon  definiert  für  alle  ß<Ca,  und  zwar  so, 
daß  die  Funktionen  Gß  und  gß  zusammen  die  Funktionen  (?-ter  Ord- 
nung bilden.  Jede  Funktion  ;3-ter  Ordnung  (ß<C{i)  heißt  von 
geringerer  als  c-ter  Ordnung. 

Und  nun  definieren  wir:  Die  Grenzfunktionen  von  monotonen 
Folgen  {fy}  von  Funktionen  geringerer  als  ß-ter  Ordnung  heißen, 
wenn  sie  nicht  von  geringerer  als  ci-ter  Ordnung  sind,  Funktionen 
a-ter  Ordnung;  und  zwar  heißen  sie-Funktionen  G,.,  wenn  {/„} 
monoton  wachst,  Funktionen  g^,  wenn  {^}  monoton  abnimmt. 

Ist  f  von  a-ter  oder  geringerer  Ordnung,  so  sagen  wir,  f  sei 
von  höchstens  «-ter  Ordnung.  Ist  f  eine  Funktion  &„  (g,,)  oder 
von  geringerer  als  fl-ter  Ordnung,  so  sagen  wir,  f  sei  höchstens 
eine  Funktion  Ga  (ga)- 

Satz  I.  Die  Gesamtheit  aller  Bairesehen  Funktionen 
auf  %  ist  identisch  mit  der  Gesamtheit  aller  Funktionen 
ß-ter  Ordnung  auf  3t  (für  alle  a  der  ersten  und  zweiten 
Zahlkiasee). 

In  der  Tat,  sei  /■  eine  Funktion  (t-ter  Ordnung;  wir  behaupten ,- 
sie  ist  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Die  Behauptung  ist  richtig  für 
a  =  l;  denn  die  Funktionen  erster  Ordnung  wurden  definiert  als 
Grenzen  stetiger  Funktionen,  d.  h.  sie  sind  von  höchstens  erster 
Klasse.     Angenommen,   die   Behauptung    sei   richtig  für  alle  (/<;«. 
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Als  Funktion  ß-ter  Ordnung  ist  f  Grenze  von  Punktionen  geringerer 
als  K-ter  Ordnm^,  die  also  —  nach  Annalime  —  auch  von  ge- 
ringerer als  ß-ter  Klaaae  sind.  Also  ist  f  von  höchstens  ß-ter  Klasse, 
wie  behauptet. 

Sei  sodann  /'  eine  Bairesche  Funktion  etwa  /S-ter  Klasse. 
Wir  behaupten:  sie  gehört  einer  unserer  Ordnungen,  etwa  der  a-ten 
an.  Dies  ist  richtig  für  ß  =  0,  denn  jede  stetige  Funktion  kann 
auch  als  Grenze  einpr  monotonen  Folge  stetiger  Funktionen  aufge- 
faßt werden,  und  ist  somit  von  erster  Ordnung.  Angenommen,  die 
Behauptung  sei  richtig  für  alle  ß'<iß.     Es  ist 

/■^.lim/;, 

wo  fy  ^on  geringerer  als /^-ter  Klasse.    Wir  bezeichnen  mit  /i,  ^  den 
größten    unter    den  Punktions  werten    /,,,   ^,.j.  ],...,  /"»-f.*.     Dann  ist 
(Einl.  §6,  Satz  VI); 
(0)  f-^lim  {lim/;,,i), 

und  nach  §  1,  Satz  VIII  ist  auch  f^^t  von  geringerer  als  /5-ter 
Klasse,  und  gehört  mithin  nach  Annahme  einer  Ordnung,  etwa  ß»,  t 
an.  Nach  Ein!.  §  4,  Satz  XIII  gibt  es  ein  a  der  ersten  oder  zweiten 
Zahlklasse,  das  größer  als  alle  a^,  t  i^*'- 

Die  Folge  /;,_i,  f^,^,...,  /l,*  ,...  ist  also  eine  monoton  wachsende 
Folge  von  Funktionen  geringerer  als  n-ter  Ordnung,  ihre  Grenz- 
funktion : 

f^  =  lim  f,,  t 

ist  also  von  höchstens  ß-ter  Ordnung;  nach  (0)  ist  nun 
f.  =  hm/;,, 

und  \fr\  ist  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Funktionen  höch- 
stens ß-ter  Ordnung,  also  ist  f  eine  Funktion  höchstens  {ß-|-l)-ter 
Ordnung,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen.  Damit  ist  der  Beweis 
von  Satz  I  beendet. 

Wie  für  Funktionen  ß-ter  Klasse  (g  1,  Satz  III,  IV),  so  gelten 
auch  für  Funktionen  ß-ter  Ordnung  die  Sätze: 

Satz  II.  Ist  die  Funktion  f  eine  Funktion  G„  (oder  g^) 
auf  St,  so  ist  sie  höchstens  eine  Funktion  G„  (bzw.  g^)  auf 
jedem  Teile  von  9t. 

Satz  in.  Ist  /'  von  ß-ter  Ordnung,  so  auch  die  aus  f 
durch  die  Schränkungstransformation  entstehende  Funk- 
tion (und  umgekehrt). 
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Wir  beweisen  nun  gleichzeitig  die  folgenden  vier  Sätze,  von 
denen  der  zweite  und  dritte  unmittelbare  Folgerungen  aus  dem 
ersten  sind  (vgl.  §  1,  Satz  V,  VIII,  Villa) : 

Sab;  IV.  Sind  die  endlichen^)  Funktionen  /;,  /;,  ,,.,  f^ 
höchstens  Funktionen  G„  (oder  s„)  auf  St,  und  ist  F{x^,x^,...,cc^ 
■eine  im  9!^  stetige  Funktion,  die  als  Funktion  jeder  ein- 
zelnen Veränderlichen  a;^  monoton  wächst,  so  ist  F{fj^,f^,...,fi) 
auch  höchstens  eine  Funktion  (?„  (bzw.  'g^). 

Satz  V.  Sind  f^,  f.^,...,f^.  höchstens  Funktionen  ö^''),  und 
ist  f  der  größte  (oder  kleinste)  unter  den  k  Punktionswerten 
Ui  U-i-'-'fk'  ^'^  ^^*  auch  /'höchstens  eine  Funktion  G„. 

Satz  VI.  Ersetzt  man  bei  einer  Funktion  G„  (oder  g^) 
alle  Werte  <p  durch  p,  alle  Werte  >  3  durch  3,  so  entsteht 
höchstens  eine  Funktion  0„  (bzw,  g^). 

Satz  VIP).  Sind  in  der  monoton  wachsenden  (oder  ab- 
nehmenden) Folge  {/"J  alle  f„  höchstens  Funktionen  (?„ 
(bzw.  3a)[  so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  f  höchstens  eine 
Funktion  (?„  (bzw.  g„). 

Wir  führen  den  Beweis  der  Sätze  IV  bis  VII  durch  transfinite 
Induktion. 

Satz  IV  (und  somit  auch  V  und  VI)  ist  richtig  für  ß  ^  1 . 
Seien  in  der  Tat  f^,  /^ , .  ■  -,  4  Funktionen  G^ ,  d.  h.  unterhalb  stetig. 
Dann  folgt  aus  limaj^  =  »; 

limf,{a„)^f,ia)  (i=l,  2,...,k), 

mithin  wegen  der  Stetigkeit   und  der  Monotonieeigenschaft  von  F: 
^F{f^{a„),  f^{aJ,...,f^(aj)>F{f,{a),  f^(a),...,f^{a)). 

Das  aber  heißt:  F  ist  unterhalb  stetig,  und  mithin  eine  Funktion  (?^, 
wie  behauptet. 

Satz  VII  ist  richtig  für  «  =  1;  in  der  Tat,  dies  ist  enthalten 
in  Kap  II.  §   10,  Satz  I. 

Nun  nehmen  wir  an,  es  gelte  Satz  IV  (und  mithin  V  und  VI), 
sowie  Satz  VII  für  alle  «'<«,  und  zeigen,  daß  diese  Sätze  dann 
auch  lur  u  gelten. 

'1  Ist  die  Funktion  F{Xi,x^,.  ..,  Xk)  auch  deSniort,  wenn  einzelne  ihrer 
Veranderlitfien    unendliche    Werte    annehmen,    so   kann  diese    Einschränkung 
bleiben 
')  Der  Satz  gilt  auch  für  die  Funktionen  30. 
')  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgameinenrng  von  Ka]>.  IT,  §  10,  Satz  I. 


y  Google 


Kap.  V,  g  3.    Funktionen  c-ter  Ordnung.  331 

Beweis  von  Satz  IV.  1.  Fall:  a  ist  eine  isolierte  Zahl. 
Da  die    f^  höchstens  Funktionen  (?„  sind,  haben  wir: 

(t)  f(  =  limji,,„ 

wo  die  Folge  ^i,  fi,3,--.,  fi,*j...  monoton  wächst  und  jedes  fi_,. 
von  geringerer  als  a-ter  Ordnimg  ist. 

Dabei  können  wh-  annehmen,  jedes  f{_  y  sei  höchstens  eine  Funk- 
tion g„-i.  In  der  Tat,  dies  ist  richtig,  wenn  f^  selbst  höchstens 
eine  Funktion  ^„—i  ist,  denn  dann  können  wir  setzen: 

Es  ist  auch  richtig,  wenn  f^  eine  Funktion  Ga—i  ist,  denn  dann 
können  für  die  fi,„  Funktionen  geringerer  als  {a — l)-ter  Ordnung 
gewählt  werden*).  Es  ist  endlich  richtig,  wenn  f^  eine  Funktion  (?„ 
ist.  In  der  Tat  müssen  sieh  dann  in  (|)  unter  den  f^,,  unendlich 
viele  Funktionen  gra—i  finden;  denn  andomfalls  wären  fast  alle  fi^, 
höchstens  Funktionen  &„—i,  und  der  (für  a'<^a  als  richtig  ange- 
nommene) Satz  VII  würde  lehren,  daß  auch  f^  höchstens  eine 
Funktion  (?„_!  ist,  entgegen  der  Annahme,  fj  sei  eine  Funktion  G„. 
Da  aber  unter  den  /;,„  in  (f)  unendlich  viele  Funktionen  gu—i  vor- 
kommen, kann  man  alle  übrigen  weglassen,  und  die  Behauptung  ist 
bewiesen. 

Da  nun  alle  /i^,,  höchstens  Funktionen  ^^-i  sind,  ist  wegen 
des  für  «'<«  a-ls  richtig  angenommenen  Satzes  IV  -F(/i, ,.,  fa.y,---,fit,r) 
höchstens  eine  Funktion  ga-i-  Wegen  der  Stetigkeit  von  F  und 
wegen  (f)  ist: 

und  wegen  der  Monotonieeigenschaft  von  F  folgt  aus  der  Monotonie 
der  Folgen  {fi,y},  daß  auch  die  Folge  {i'""(/i,r.fs,i'. ■■-,/*,=■)}  monoton 
wächst.  Also  ist  F(f^,f^,...,f^  höchstens  eine  Funktion  G«,  wie 
behauptet. 

*  2.  Fall:  a  ist  eine  Grenzzahl,  Zu  jedem  v  gibt  es  dann  ein 
ÖT<a,  so  daß  in  (f)  die  k  Funktionen  /i,riA,ri---i/i,r  höchstens 
Funktionen  g„^,  sind.  Mithin  ist,  nach  dem  für  a' <Ca  als  richtig 
angenommenen  Satz  IV,  F[fs^y,fs.r,--',fi,.r)  gleichfalls  höchstens 
eine  Funktion  g^  _ .  Wie  im  1.  Falle  schließt  man  nun  weiter,  daß 
-^(^ifai  ■■■i/fc)  höchstens  eine  Funktion  G^  ist,  und  Satz  IV  (und 
somit  V  imd  VI)  ist  bei 


')  Voi-ftuBgesetat  daß  a>2;  im  Falle  x  =  2  können  nacli  Kap.  II,  g  10,  Satz III 
r  fv  stetige  Funlitionen  gewählt  werden,  die  ja  auch  Funktionen  g^  sind. 
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Beweis  von  Satz  VII.  1.  Fall:  «  ist  eine  isolierte  Zahl, 
Da  alle  f,  höchstens  Funktionen  G„  sind,  so  haben  wir: 

(tt)  /■,=iim/;,,, 

'^o  U,i,fy,2f-'fy,!^>---  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Funk- 
tionen geringerer  als  ct-ter  Ordnung  bedeutet.  Wie  wir  vorhin 
sahen,  können  wir  dabei  annehmen,  die  /'v,  „  seien  höchstens  Funk- 
tionen y„— 1. 

Wir  verstehen  unter  ^v,,<  den  größten  unter  den  v  Funktions- 
weiten  fi,,,,fi,^,...,fv,i,.  Zufolge  dem  (für  a' <Ca  als  richtig  an- 
genommenen) Satze  V,  ist  nun  auch  f,.^^  höchstens  eine  Funktion 
ga—i-     Aus  der  Definition  von  /;.  „  folgt  unmittelbar: 

(¥)  /;+.„.äf-„.i 

und  weil  die  Folgen  /".-, i,/'.., 2j--.,/'v,  „,  .-■  monoton  wachsen,  ist 

Aus    (^t'O  und  (t^t)  aber  folgt: 

(ttt)  ^v',,,/äfv,,<     für  i/^y,iJ,'>iÄ. 

Da  die  Folge  {/V}  monoton  wächst,  folgt  aus  (■)■■(■); 

/;,=Um/;.„. 

Aus  (fff)  folgert'  man  daher  leicht 

f=  lim  /;  -=  lim  (lim  \ ,,)  =  lim  f^,  „  ■ 

Da  {^.1,}  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Funktionen  höchstens 
(a  — l)-ter  Ordmmg  ist,  so  ist  also  f  höchstens  eine  Funktion  G^; 
wie  behauptet. 

2.  Fall.  «  ist  eine  Grenzzahl.  Da  in  (ff)  jede  der  v  Funk- 
tionen fi,f,,f2,^,-.;fr,it  von  geringerer  als  (i-ter  Ordnung  ist,  gibt 
es  ein  «„,^<;a,  so  daß  diese  v  Funktionen  höchstens  Funktionen 
Sa^  sind.  Ist  wieder  f^^^^  der  größte  unter  den  >■  Funktionswerten 
fi,fi'fs,/i,---,fv,fi,  so  ist  nach  dem  (für  a'  <Ca  als  richtig  angenom- 
menen) Satze  V  fv,^,  höchstens  eine  Funktion  9oj  ^  und  mithin  von  ge- 
ringerer als  ß-ter  Ordnung.  Indem  man  nun  schließt,  wie  im 
1.  Falle,  beendet  man  den  Beweis  von  Satz  VII. 

Wir  merken  noch  an,  daß  wir  beim  Beweise  von  Satz  IV  auch 
folgenden  Satz  bewiesen  haben: 

Satz  Vin.  Ist  die  Funktion  f  höchstens  eine  Funktion 
<Ta(ff>>l),  SO  ist  sie  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsen- 
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den  Funktionenfolge  {U},  in  der  jedes  f,,  höchstens  eine 
Funktion  g„^^   («,,<;«)  ist. 

Wählt  man  in  Satz  IV  für  F  die  Funktion  Xj-\-x^,  so  er- 
hält man: 

Sata  IX.  Sind  /;  und  f^  höchstens  Funktionen  G„  (oder 
3„)  auf  9t,  90  ist  auch  die  Summe  f[  -f-  f^  höchatena  eine 
Funktion  (?„  (bzw.  ?„)  auf  dem  Teile  9t'  von  9t,  auf  dem  sie 
ausführbar  ist. 

Wählt  man  in  Satz  IV  F'-^x^x^   für  cc,^  0,01,^0,   so  erhält 

Satz  X.  Sind  f,  und  f^  nicht  negativ  und  höchstens 
Funktionen  &„  (oder  <?„)  auf  9t,  so  ist  auch  das  Produkt  f^-f^ 
höchstens  eine  Funktion  (?„  (bzw.  ?„)  auf  dem  Teile  91'  von 
9t,  auf  dem  es  ausführbar  ist. 

Endlich  erhalten  wir  noch: 

Satz  Xr.  Ist  /'  eine  Funktion  (?„  (oder  ffa).  so  ist  —  f  eine 
Funktion  g,  (bzw.  G„). 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  §  8,  Satz  VI  ist  dies  richtig  für 
a^l.  Angenommen,  eB  sei  richtig  für  alle  a'<ia.  Ist  f  eine 
Funktion  G„,  so  ist; 

wo  {fy}  eine  monoton  wacheende  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  ß-ter  Ordnung.  Nach  Annahme  ist  dann  auch  —  f^  von  geringerer 
als  ß-ter  Ordnung,  und  da  {■—/',.}  monoton  abnimmt,  ist 
-Y=  lim  (-/■„) 

höchstens  eine  Funktion  g^-  Wäre  nun  — f  von  geringerer  als  a-ter 
Ordnung,  so  nach  Annahme  auch  f.  Da  aber  f  als  Funktion  Ga 
vorausgesetzt  war,  iat  es  nicht  von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung; 
also  ist  auch  —  f  nicht  von  geringerer  ala  ß-ter  Ordnung,  und  mit- 
hin eine  Funktion  g^-     Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Als  Gegenstück   zu  §  1,  Satz  X  gilt  hier: 

Satz  XU^).  Die  Grenzfunktion  /'  einer  auf  91  gleich- 
mäßig konvergenten  Folge  {/",}  ist,  wenn  alle  f^  höchstens 
Funktionen  G^  (oder  ga)  sind,  gleichfalls  höchstens  eine 
Funktion  &„  (bzw.  jo). 


')  Bin  anderer  Beweis  dieses  Satzes  bei  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2) 
!2  (1913)^  357. 
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Sei  in  der  Tat  {ej  eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß: 
(*)  ei_|_i<^—       und  mithin      lime^^O. 

Dann  gibt  es')  in  {Q  eine  Teilfolge  {Q,  so  daß: 

Hieraus  folgt  sofort: 

f.i~2s,<f-e,;     f„,+j-2e,.|.,>/'— 3  6;  +  ,, 
und  somit  wegen  (*): 

Es  ist  also  die  Folge  {f^^  —  2  e^}  monoton  wachsend,  und  da 
(Satz  IX)  zugleich  mit  f^^  auch  /„^  —  2  e.^  höchstens  eine  Funktion 
<?„  ist,  folgt  wegen 

f=\im{f.-,~2s,) 

aus  Satz  VII,  daß  auch  f  höchstens  eine  Funktion  Ö„  ist.  Damit 
ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  4.  Borelsche  Mengen. 

In  engster  Beziehung  zu  den  Baireschen  Funktionen  stehen 
gewisse  Punktmengen,  die  durch  iterierte  Vereinigungs-  und  Durch- 
sohnittsbüdungen,  ausgehend  von  den  abgeschlossenen  und  offenen 
Punktmengen  gewonnen  werden,  und  die  wir  als  Borelsche  Mengen 
bezeichnen  wollen,  weil  E.  Borel  wiederholt  auf  ihre  Bedeutung 
hingewiesen  hat. 

Sei  9t  eine  gegebene  Punktmenge.  Wir  bezeichnen  die  in  % 
abgeschlossenen  Mengen  als  Mengen  ®j  (in  9t) ^),  die  in  91  offenen 
Mengen  als  Mengen  Sg^  (in  9t).  Die  Mengen  5)^  und  Sg^  bezeichnen 
wir  auch  als  die  Mengen  erster  Ordnung  (in  9t). 

Nun  definieren  wir  für  jedes  a  der  ersten  oder  zweiten  Zahl- 
klasse die  Mengen  «-ter  Ordnung,  die  Mengen  S)„  und  fßa  durch 
Induktion.  Wir  nehmen  an,  diese  Begriffe  seien  schon  definiert  für 
alle  ß<Ca,  und  zwar  so,  daß  die  Mengen  'S)ß  und  ^ß  zusammen 
die  Mengen  ß-tev  Ordnung  bilden.  Jede  Menge  (5-ter  Ordnung 
(^«C«)  heißt  von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung. 

Und  nun  definieren  wir:  Die  Vereinigung  einer  monoton  wachsen- 


')Ve            d      S  1     nkung  t  a    f 

a         k  nn  n  V.        n 

u£  den  Fall 

eigentlich  ßl     hm  G         K  n      gen    b 

•b    -akn 

^)  De     Z     at        n     I     w     I        gf,  1 

n     w     k  in   Zw    f  1 

l       die   au- 
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den  Folge  von  Mengen  geringerer  ala  ß-fcer  Ordnung  lieißt,  wenn 
sie  nicht  von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung  ist,  eine  Monge  Sßa,  der 
Durchschnitt  einer  monoton  abnehmenden  Folge  von  Mengen  ge- 
ringerer als  a-ter  Ordnung  heißt,  wenn  er  nicht  von  geringerer  als 
(T-ter  Ordnung  ist,  eine  Menge  S)„.  Die  Mengen  3^«  und  3)«  heißen 
Mengen  «-ter  Ordnung, 

Ist  die  Menge  TO  von  ß-ter  oder  geringerer  Ordnung,  so  heißt 
sie  von  höchstens  «-ter  Ordnung;  ist  sie  eine  Menge  SB«  (2)<,)  oder 
von  geringerer  ale  a-ter  Ordnung,  eo  sagen  wir,  sie  sei  höchstens 
eine  Menge  SS„  (S>o). 

Die  Mengen  5ß„  und  ®o  (für  irgendein  ß  der  ersten  oder 
zweiten  Zahlklasse)  bezeichnen  wir  als  Boreische  Mengen  (in  31), 
oder  Boreische  Teile  von  9[. 

Satz  I.  Das  Komplement  zu  3t  einer  Menge  a3„  (in  SQ^ 
ist  eine  Menge  S^  (in  91)  und  umgekehrt. 

In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  a=l.  Angenommen,  es  sei 
richtig  für  a'<Ca.     Ist  3K  eine  Menge  Sßo,  so  ist 

aK  =:.  äßj  4- 3Ra  +  ■  ■  -  +  fflEv -f  - . -, 
wo  {50E,.}  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Mengen  geringerer  als 
K-tec  Ordnung.     Dann  aber  ist; 

SI_fCiE  =  (9f  — aRj-(3l  — SDl,)-  ..-■  (ii  —  m.)..., 

wo  {91  —  OT,,}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Mengen  ist, 
deren  jede,  wegen  des  für  a.'  <Ca  als  richtig  angenommenen  Satzes  I,, 
von  geringerer  als  a-ter  Ordnung  ist. 

Demnach  ist  9t  —  Sß  höchstens  eine  Menge  $)„,  Wäre 
9t — 9K  von  geringerer  als  K-ter  Ordnung,  so  zufolge  dem  füröi'<;;K 
als  richtig  angenommenen  Satz  I  auch  sein  Komplement  zu  9t,  d.  h. 
M-  Da  aber  gjf  nach  Annahme  eine  Menge  ^„j  also  nicht  von  ge- 
ringerer als  ci-ter  Ordnung  ist,  so  ist  Satz  I  bewiesen. 

Wir  beweisen  nun  durch  Induktion  gleichzeitig   die  drei  Sätze; 

Satz  II*).  Ist  die  Menge  W  höchstens  eine  Menge  SS„(c>l), 
so  ist  sie  Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Mengen- 
folge {Tty},  in  der  jedes  Wy  höchstens  eine  Menge  5)^(ß^<ß)  ist. 

Satara.  Sind  die  abzählbar  vielen  Mengen  2lt^(y  =  1,2,  ...) 
höchstens  Mengen  «6«,  so  auch  ihre  Vereinigung.  Sind  sie 
höchstens  Mengen  ®o,  so  auch  ihr  Durchschnitt. 

Satz  IT.  Sind  die  endlich  vielen  Mengen  W^r-- 1,2,...,«) 
höchstens  Mengen  ^„,  so  auch  ihr  Durchschnitt.  Sind  sie 
höchstens  Mengen  ®„,  eo  auch  ihre  Vereinigung. 


')  Ein  analoger  Säte  gilt,  wenn  Tt  höchstens  c 
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In  der  Tat,  für  ((=1  sind  die  Behauptungen  richtig:  Satz  II 
kommt  für  ß  =  1  nicht  in  Frage,  Satz  IH  und  IV  aber  reduzieren 
sich  auf  Kap.  I,  f  2,  Satz  IV,  V,  VI,  VII. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Behauptungen  von  Satz  II,  III,  IV 
troffen  zu  für  alle  a' <^a,  und  beweisen,  daß  sie  dann  auch  für  a 
zutreffen. 

Beweis  von  Satz  II:  Die  Behauptung  ist  offenbar  richtig, 
wenn«  eine  Grenzzahl;  denn  es  ist  zufolge  Definition  der  Mengen  58c,: 

(0)  ffli= 9^,4-923 -(-■■■4- 3i..+..., 

wo  {DJ,.}  monoton  wachsend,  und  jedes  9!^  ^on  geringerer  als  ß-ter 
Ordnung.  Ist  etwa  %„  von  der  Ordnung  ßy,  so  ist  wegen  ^„<;h 
auch  ^^-|-l<;a  und  IIJ»  ist  höchstens  eine  Menge  %»+i. 

Ist  hingegen  a  eine  isolierte  Zahl,  so  haben  wir  drei  Fälle 
zu  unterscheiden. 

1.  Fall;  5Dt  ist  höchstens  eine  Menge  ^„_i-  Dann  ist  die  Be- 
hauptung richtig;  man  hat  nur  zu  setzen:  3)tv  =  9K. 

2.  Fall:  Sft  ist  eine  Menge  S8h— i-  Dann  ist  die  Behauptung 
richtig;  denn  für  c>.2^)  gilt  wieder  (O),  wo  nun  jedes  %  von 
geringerer  als  (h— l)-ter  Ordnung  und  mithin  höchstens  eine  Menge 

3.  Fall;  ?ffi  ist  eine  Menge  Sß«.  Wieder  gilt  (0),  wo  nun  jedes 
9!,.  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.  Gäbe  es  unter  den  5Rr  un- 
endlich viele,  die  höchstens  Mengen  SSn_i  sind,  so  könnte  (da  {9iv} 
monoton  wächst)  Wt  als  Vereinigung  dieser  aufgefaßt  werden,  und 
wäre  nach  Satz  III  (der  für  a  —  1  als  gültig  angenommen  ist)  selbst 
höchstens  eine  Menge  3?„— i,  entgegen  der  Annahme.  Also  sind  fast 
alle  yiy  Mengen  ^n— i-  Indem  man  die  endlich  vielen  5?,,  die  es 
nicht  sind,  wegläßt,  entsteht  aus  {91r}  die  gewünschte  Folge  {9Jtv}. 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Beweis  von  Satz  III:    Sei 

501  =  3J!^  4- fflj^  + . . .  4- SDEv -}- ■  ■  ■ . 
wo  jedes  Wy  höchstens  eine  Menge  S8o.    Es  ist  also  nach  Satz  II: 

(00)  !ffi,  =  TO,,i-l-9Kv,2+--.4-9^^,^-i----. 

wo  jedes  Sfflv,^  höchstens  eine  Menge  3)a^  {«»,  ^  -<  a).  Wir  bezeichnen 
mit  9fi^  die  Vereinigung  der  Mengen  S)l,.,^()'=  1,2,  ...,k;  /i  =  l,2,...,k). 
Nach  Satz  IV  {der  für  o;'  <C  «  als  gültig  angenommen  wurde)  ist  dann 
M^  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.     Ferner  ist: 

')  Im  Falle  «  =  2  reduziert  aioh  dio  Behauptung  auf  Kap.  I,  §  3,  Satz  IV. 
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Und  da  die  Meiigenfolge  {Slt^  monoton  wächst,  ist  M  von  höchstens 
a-ter  Ordnung.    Damit  ist    die  eine   Hälfte  von   Satz  III   bewiesen. 
Analog  beweist  man  die  andre. 
Beweis  von- Satz  IV:   Sei 


wo  jedes  My  höchstens  eine  Menge  Sia.  Wieder  gilt  (00),  und  dabei 
kann  nach  Satz  II  stets  angenommen  werden,  jedes  SÖl,,,,  sei  höch- 
stens eine  Menge  Si„^  ,  wo  «„..u^*^-  -Äleo  ist  nach  Annahme  für 
aiio  ^;^1,2,...  der  Durchschnitt  9Jfi,^,  ■  Sßs, ,,,-...- 9H„,,,„  von  ge- 
ringerer als  ß-ter  Ordnung.  Kun  ist  aber  M  die  Vereinigung  aller 
Durchschnitte  9Hi,,„  ■  Sffla,^,  ■  ...  ■  3K„,^  und  mitbin  nach  Satz  III  höch- 
stens eine  Menge  SS„.  Damit  ist  die  eine  Hälfte  von  Satz  IV  be- 
wiesen.    Analog  beweist  man  die  andre. 

Gemäß  ihrer  Definition  waren  die  Mengen  SS„  Vereinigungen 
monoton  wachsender  Folgen,  die  Mengen  ®a  Durchschnitte  mo- 
noton abnehmender  Folgen  von  Mengen  geringerer  als  a-ter  Ord- 
nung. Nun  sehen  wir,  daß  die  Beschränkung  auf  monotone  Mengen- 
folgen ohne  weiteres  wegbleiben  kann. 

Satz  V.  Die  Vereinigung  (der  Durchschnitt)  W  einer 
Folge  {5Jt,.}  von  Mengen  geringerer  als  ß-ter  Ordnung  ist 
höchstens  eine  Menge  Sß«  (bzw.  S«).^) 

In  der  Tat,  da  jede  Menge  SOl^  von  geringerer  als  ß-ter  Ord-  ' 
nung,  ist  sie  höchstens  eine  Menge  Sßn  (bzw.  Slo),  und  Satz  V  ist  in 
Satz  III  enthalten. 

Daraus  folgt  sofort: 

Satjs  VI.  Die  Vereinigung  (der  Durchschnitt)  abzahlbar 
vieler  Borelscher  Mengen  in  9t  ist  eine  Eorelsche  Menge 
in  3t. 

Sei  in  der  Tat: 

9Jf^5Kj-l-aff^^,..-i-m,-|-..., 

wo  jedes  Wy  eine  Eorelsche  Menge,  und  zwar  sei  Wy  von  ß,.-ter 
Ordnung  Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XIII  gibt  es  ein  a  der  ersten 
oder  zweiten  ZahUd^sse  das  größer  als  alle  Uy  ist.  Dann  sind  alle 
3K  \  on  t-enngeier  als  u  ter  Ordnung;  nach  Satz  V  ist  also  3)!  höch- 
stens eine  Menge  9!„    und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

}  Aus  batz  V  entnimmt  u 
wie  „höchstens  Meng  Xj  in  " 
„höchstens  Men^e  O    m    I" 
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Wegen  einer  künftigen  Anwendung  zeigen  wir  noch: 
Satz   Vn.    Ist  S-<31  und  E  höchstens  eine  Menge  ^^(SJ„) 
in  S8,  so  ist: 

wo  e*  höchetena  eine  Menge  5l„  (iß„)  in  9t. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  a  =  l  (Kap.  I,  §  3,  Satz  XII). 
Angenommen  sie  sei  richtig  für  alle  «'<]«.    Es  ist: 

wo  alle  E,  von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung   in  3}  sind,    und  daher 
die  Form  haben; 

g,,  =  5Ö.(S*      (Sf  von   geringerer  als   «-ter  Ordnung    in  91). 

Setzen  wir  also: 

g«  =  g?  .  E/  .  . . .  .  6*  ■  . . . , 

so  ist  E*  höchstons  eine  Menge  %„  in  91,  und  da: 

is  =  a  ■  in  ■  es  ■  . . .  ■  C  ■  -  ■ .  =  S9  ■  E*, 

ist  Satz  VII  ißt  bewiesen. 

Sata;  VIII.  Ist  S3  höchstens  eine  Menge  S)„  in  §J  und  g 
höchatens  eine  Menge  %„  in  SS,  so  ist  S  auch  höchstens  eine 
Menge  1£)a  in  9(. 

In  der  Tat,  dies  folgt  vermöge  Satz  III  unmittelbar  aus  C') 
von  Satz  VII,  da  darin  nun  sowohl  59  als  S*  höchstens  Mengen 
S„  (in  gt)  sind. 

Wie  wir  in  Kap.  I,  §  8,  Satz  IX  sahen,  ist  jeder  o- Durchschnitt 
in  einer  separablen  vollständigen  Menge  abzählbar  oder  von  der 
Mächtigkeit  c.  Wir  wollen  nun  zeigen^),  daß  dasselbe  für  alle 
Boreischen  Mengen  gilt  (unter  denen  ja  die  o- Durchschnitte  als 
Spezialfall  enthalten  sind).     Wir  zeigen  zunächst; 

Sata  IX.  In  einer  separabjen  und  vollständigen  Menge 
besitzt  jede  nicht  abzähibare  Boreleche  Menge  einen  (nicht 
leeren)  perfekten  Teil. 

Sei  zunächst  ^  irgendeine  Borelsche  Menge  von  einer  Ordnung 
«>-l.     Sie  kann  in  folgender  Form  dargestellt  werden: 

«.,=%',+«' 4-. ..+s?-i-..., 

wo  jede  Menge  SS"  eine  Borelsche  Menge   von  geringerer  als   «-ter 
')  F.  Hausdortt,  MatJi.  Ann.  77  (1916),  430. 
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Ordnung  und  Ißt'  -<  SSf  ^^  -  ~  In  der  Tat,  di^  ist  richtig,  wenn  5ß  eine 
Menge  ^oi  denn  dann  können  schon  die  SB,,  von  geringerer  als  «-ter 
Ordnung  angenommen  werden,  und  man  kann  dann  SjJf^SS,.  set^n; 
es  ißt  aber  auch  richtig,  wenn  59  eine  Menge  S„,  denn  dann  kann 
man  ^v  =  S  setzen,  und  sodann  die  ^t'  von  geringerer  als  ci-ter 
Ordnung  wählen. 

Ist  ^  von  erster  Ordnung,  so  gilt  wieder  eine  Darsteliung  (*), 
wo  nun  die  Sv  offene  Mengen  bedeuten;  in  der  Tat,  da  die  Menge  S3 
von  erster  Ordnung,  iet  sie  offen  oder  abgeschlossen.  Im  ersten 
Falle  kann  man  setzen  S  =  S9»  =  33?,  im  zweiten  kanii  man  nach 
Kap.  I,  §  3,  Satz  III  für  die  SS^  offene  Mengen  wählen,  und  sodann 
5B^  =  ^„  setzen. 

Sei  nun  9(  irgendeine  Borelache  Menge.  Naoh  {*)  kann  sie  in 
der  Form  dargestellt  werden: 

31  ^  Sti  ■  als,  ■ . .  -  ■  m,  ■ . . . 

SE„  =  ai  -j-  St?  4-  ■  ■  ■  -j-  5!''  4-  ■  ■  ■  > 
ivo  (falls  nicht  at  von  erster  Ordnung)  jedes  M','  von  geringerer  Ord- 
nung als  St  und: 

Für  jede  einzelne  der  Mengen  Stf,  etwa  für  %',',,  gilt  wieder  nach  (*}: 
,^^,  <'  —  <',i-<',2-. ..■<',  ,.■... 

C,  V = <',v^  4-  91'':'  + . .  ■  +  C'i'  +  ■  ■  ■  - 

wo  (falls  nicht  9t?'  von  erster  Ordnung)  jedes  9t?,',v'  von  geringerer 
Ordnung  als  91,^'  und : 

Für  jede  einzelne  dieser  Mengen  StvjVi",  etwa  für  St?,'.';^'  gilt  wieder 
eine  Darstellung  durch  Mengen  %y'^y''f  usf. 

Sind  die  beiden  Indizesfolgen  {^„},  {i'^  beliebig  gegeben,  so 
können  auf  diese  Weise  die  Mengen  gebildet  werden: 

(1)  C,',  C,\t%  ..-,  C";C,'.v,;vl'%  ... 

Wir  behaupten:  In  jeder  solchen  Folge  sind  fast  alle  Mengen 
offen.  In  der  Tat,  ist  a^  die  Ordnung  von  91?/.' ^''.'.'"/v^",  so  ist 
*^.i>"n+ii  wenn  nicht  ß„=^l.  Also  muß  «„^1  sein  für  fast 
alle  n,  da  wir  sonst  eine  stets  abnehmende  Folge  von  Ordinal- 
zahlen hätten,   entgegen   der    Tatsache   (Einleitung  §  4,   Satz  VIII), 
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daß  die  Ordinalzahlen  <CKj,  eine  wohlgeordnete  Menge  bilden,  Ist 
aber  ß„=l,  so  ist  9t?/,'C'.".'.iv^+t'  oSen;  dasselbe  gilt  dann  für  alle 
folgenden  Mengen,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Bemerken  wir  noch,  daß  alle  möglichen  Indizeebombinationen 
{v^,v^,---,\)  in  eine  Folge  geordnet  werden  könjien  nach  wach- 
sender Indizessumme^): 

(1);  (2),(1,1);  (3),(2,l),(l,2),(l.l,l)i... 
Nach  Annahme  ist  3?' nicht  abzählbar.     Wegen  (**)  ist: 

Es  ist  also  auch  mindestens  eine  der  Mengen  31  Sl'  nicht  abzählbar, 
etwa  2t?t^.  Nach  Kap.  I,  §7,  Satz  XIV,  XVII  gibt  es  in  519!^  ge- 
wiß zwei  Kondensationspunkte  a^   und  a^.     Dann  gibt    ea    ein  q^: 

so  daß  die  abgeschlossenen  Umgebungen  U{%;(>j^),\X{a^;Q^)  die  fol- 
genden Eigenschaften  haben: 

1.  Sie  sind  fremd; 

2.  falls  aji  ofien  ist,  liegen  sie  in  31ji. 
Wir  schreiben  abkürzend: 

Wir  unternehmen  nun  den  zweiten  Schritt  unsrea  Verfahrens, 
in  den  solche  Mengen  (f)  eingehen,  bei  denen  die  untere  Indizes- 
summe 2  ist. 

Da  jede  der  beiden  Mengen: 

Ij.SlsHJ..  (j-  =  0, 1) 

nicht  abzählbar  ist,  und  da  nach  (**) 

-+-Ü,-2l-S[i'-9!^~i-..., 
äo  ist  wieder  mindestens  eine   der   Mengen  U^  ■  3[  ■  9l}i  ■  9(^   nicht   ab- 
läJllbar,    etwa  11^  ■  3(  ■  9lJ' ■  Stj'   (wobei   wegen  (***}   offenbar   Ag    für    die 
Deiden  Fälle  i  =  0,l  gemeinsam  gewählt  werden  kann). 

In  ganz  derselben  Weise  erschließt  man  aus  (*j*),  daß  auch 
mindestens  eine  der  Mengen: 


')  Die  endlich   vielen  Kombinat ionea    gleicher    1 
leHebiger  Eeihenfolge  angesoh rieben  werden. 
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.nicht  abzahlbar  ist,  etwa:  Üj-Sl-9r|''9t^>-3t*y/^"  (wobei  wegen  (A) 
wieder  Aj ,  j  für  i  =  0  und  1  gemeinaam  gewählt  werden  kann).  Es 
gibt  also  wieder  in  Ü;-9r-9lJ>-9I^ä'9t',i'/"'  zwei  Kondensationspunkte 
^■■o'^i.j-     I'^'i'i  g'tit  es  ein  g^: 

eo  daß  die  abgeschlossenen  Umgebungen  ll(«i,j;ea)  (J,i  =  0,l)  die 
folgenden  Eigenschaften  haben: 

1.  Sie  sind  fremd; 

2.  sie  gehären  jeder  der  beiden  Mengen  SlV^',  W;_\'^-'''  an,  die 
etwa  offen  ist; 

Wir  schreiben  abkürzend: 

Nun  miternehmen  wir  in  derselben  Weise  den  dritten  Schritt 
unsres  Verfahrens,  in  den  solche  Mengen  (f)  emgehen,  bei  denen 
die  untere  Indizessumme  3  ist.    Wir  finden  so  Mengen: 

die  nicht  abzählbar  sind,  und  sodann  Kondensationsp unkte  ai,j.„ 
{i,j,k  =  0,l)  in  diesen  Mengen  mit  abgeschlossenen  Umgebungen 
t'K.j.fe^öa)    \^<-ßa^2V'  ^^  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1.  Sie  sind  fremd ; 

2.  sie  gehören  jeder  der  Mengen  2tJ',  W^''^'-^  'H'{''^^",  ^^'•^i^i'^'-f> 
an,  die  etwa  offen  ist; 

3-  5(«,,,,,.;<>.)-<U(o,,,-;e,). 
Wir  setzen  wieder: 

In  dieser  Weise  fortfahrend  erhält  man  zu  jeder  Folge  \,i,,...,  i„ 
von  Ziffern   0,1   eine  Menge   U{j,,j,.,,,i^.     Wir   bezeichnen   mit   U„ 

die  Vereinigung  aller  dieser  Mengen  U;,,;, {^  mit  n  Indizes,  und 

bilden  den  Durchschnitt: 

(tt)  ®  =  ü,.ü,-,..-ü„... 

Wie  beim  Beweise  von  Kap.  I,  §  8,  Satz  VI  sehen  wir,  daß  %  per- 
fekt ist.     Es  bleibt  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß; 
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Sei  zu  dem  Zwecke  a  ein  nicht  zu  3!  geliotiger  Punkt  Wegen  der 
treten  Formel  (**)  gehört  ei  dann  auok  mindestens  einer  Menge  31, 
nicht  an,  etwa  der  Menge  %j  Wegen  der  zweiten  Foimo!  (**^  ge- 
hört ei  dann  keiner  Meni^e  ?lfj,  in&beaondeje  auch  nicht  der  beim 
Cj-ten  Schritte  unsiea  obigen  Verfahtena  auftretenden  Menge  at,"  »n 
Daher  gehört  er,  wegen  der  ersten  Formel  (*,*)  mindestens  einer 
Menge  SI^'i  nicht  an,  etwa  9t,'',  und  daher  gehört  er  wegen  der 
zweiten  Formel  (*^*)  keinei  der  Mengen  ?[  'i  "  an,  insbe'.ondpie  auch 
nicht  der  beim  (v^^ -{- v^)-t(in  Schritte  unsres  Verfahrens  auftretenden 
Menge  31^,'", '"'« .  Indem  man  so  fort  schließt,  erhält  man  eine 
unendliche  Folge  von  Mengen 

(ttt)  W^;',  K''rl'""'  '^nti'r,""''"'-"'"''---^ 

denen  der  Punkt  a  nicht  angehört.  Die  Foige  (ttt)  ^^''  ^™^  ö'"® 
Folge  (t),  fast  alle  ihre  Gheder  sind  also  offene  Mengen.  Wegen 
Eigenschaft  2.  der  von  uns  benutzten  U(j,, ■„,..., i,^  ist  demnach  für 
fast  alle  n  U„  Teil  einer  Menge  aus  (tft)-  In  ^liön  diesen  U„  ist 
mithin  a  nicht  enthalten,  und  daher  wegen  (ff)  auch  nicht  in  ®. 
Ein  nicht  in  %  enthaltener  Punkt  ist  also  auch  in  'S)  nicht  enthalten, 
d.  h.  es  ist  $  -<;  2[  wie  behauptet.  Damit  aber  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Nach  Kap,  I,  §  8,  Satz  IX  und  Kap.  I,  §  7,  Satz  I  ist  damit  zu- 
gleich gezeigt: 

Satz  X.  In  einer  separablen  und  vollständigen  Menge 
ist  jede  Boreische  Menge  entweder  abzählbar  oder  von  der 
Mächtigkeit  c. 

§  5.    Die  Ordnung  einer  Baireschen  Funktion,  charakterisiert 
durch  Borelsche  Mengen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  die  Ordnung  einer  Baireschen 
Funktion  durch  gewisse  Borelsche  Mengen  charakterisiert  werden 
kann').  Wir  werden  dabei  mit  §I(f]>_p)  die  Menge  aller  Punkte 
von  §[  bezeichnen,  in  denen  f^p  ist.  Analoges  bedeuten  Symbole 
wie  ?t(/<i)),  %(f>p),  ^^(f^p),  ^ip<f<Q)  1SW.  Wir  gehen  aus 
von  der  Bemerkung: 

')  Vgl.  W.  H.  Young,  Lond,  Proo.  (2)  12  (1912),  279.  Von  einem  all 
gemeineren  Gesichts  punkte  aus  werden  die  in  %%  5—8  beaproohenen  Fragen 
bebandelt  in  einer  während  der  Drucklegung  eraohienenen  Abhandlung  von 
F.  Housdorft,  Math.  Zeitschr.  5  (1919),  298. 


y  Google 


Kap.  V,  §  5.    Die  Ordnnng  einer  Bairesobeo  Funktion,  uaw.  äiii 

Satz  I.  lat  are  höchstens  eine  Menge  Sß„  in  9t,  und  ist 
/=1  auf  9K  und  f=0  auf  9t  — aK,  so  ist  f  höcheteiia  eine 
Funktion  Ö,,  auf  9t.  Ist  TO  hößhefcens  eine  Menge  ®„  in  %, 
und  ist  /■=!  auf  ffl  und  f=0  auf  %  —  m,  so  ist  f  höchstens 
eine  Funktion  3„  auf  9t!)- 

In  der  Tat,  die  Behauptung  ist  richtig  für  «  =  1 ,  da  die  Mengen 
Sß[  und  ®i  offen  bzw.  abgeschlossen  in  9t,  die  Funktionen  <?^  und 
g^  unterhalb  bzw.  oberhalb  stetig  auf  3t  sind. 

Angenommen,  die  Behauptung  sei  richtig  für  alle  a' <Ca.  Ist 
W  höchstens  eine  Menge  aj„,  so  gibt  es  eine  monoton  wachsende 
Folge  (ffi,.}  von  Mengen  germgerer  als  «-ter  Ordnung,  so  daß: 

SK  =  ffll^  4- a)t^  4- . . .  4- W„ -^ . . . 
Wir  bilden  die  Funktion: 

/;,=  1   auf  W,;     /i.  =  0  auf  9(  — SB,.. 
Nach  Annahme   ist   sie   von    geringerer    als    ß-ter  Ordnung.     Ferner 
ist  {fy}  monoton  wachsend;  und  es  ist: 

Also  ist  f  höchstens  eine  Funktion  (?„.  Damit  ist  die  eine  Hälfte 
von  Satz  I  bewiesen.     Analog  beweist  man  die  andre. 

Satz  II.  Damit  f  höchstens  eine  Funktion  ff„  auf  91  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes  p  die  Menge 
%{f^p)  höchstens  eine  Menge  Sß^  sei^). 

Der  Satz  ist  richtig  für  ß  =  1 ,  da  er  sich  dann  auf  Kap.  II, 
§  9,  Satz  IV  reduziert;  in  der  Tat  ist  dann  f  unterhalb  stetig,  die 
Menge  9((/'^p)  abgeschlossen  in  %,  die  Menge  %{f^p)  demnach 
offen  in  9X,  d.  h.  eine  Menge  SS^. 

Wir  nehmen  nun  den  Satz  sowie  den  entsprechenden  Satz  für 
Funktionen  g^  (Fußn.  2)  als  richtig  an  für  alle  «'•<«,  und  zeigen,- 
daß  er  dann  auch  für  a  gut. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  höchstens 
eine  Funktion  Ga  und  {fv}  eine  monoton  wachsende  Folge  von 
Funktionen  geringerer  als  K-ter  Ordnung  mit 

iii»f,,_f. 

')  Die  Zahlen  0  und  1  sind,  dabei  nur  der  Einfachheit  halber  gewählt 
Es  kann  0  ersetzt  werden  durch  irgendeine  Zahl  a,  und  1  durch  irgendeine 
Zah!  by-a. 

^)  Den  entflprechendeö  Satz  für  F\inktionen  j,,  erhält  maa,  indem  man 
91(f>j>)  durch  %(f<p)  ersetzt. 
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Nach   §  3,   Satz  VIII  können  wir  annehmen,    /;  sei  höehetens   eine 

Funktioo  ga^{ay<ict).     Indem   wir   noch   /;  ersetzen    durch   f^ , 

können  wir  annehmen,  die  Folge  {/»}  sei  stets  wachsend*).    Dann  ist: 

at  (/■<ii)=2i(/;  <?)■?[  (/;<p)- ■■■St  Cr  <?)■■■■ 

Da  aber  für  alle  a'<C.a  der  dem  Satz  II  analoge  Satz  für  Funk- 
fcionen p„'  als  richtig  vorausgesetzt  wurde,  ist  jede  Menge  ^{fv<ip) 
von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung,  und  somit  ^(f^p)  höchstens 
eine  Menge  ®„,  und  endlich  (§  4,  Satz  I)  9l(f>i7)  höchstens  eine 
Menge  Sßo. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.    Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.     Vermöge  der  Schränkungstransformatton  (§  3,  Satz  III) 
können  wir  /  als  beschränkt  annehmen: 
u<f<v. 
Wir  teilen  das  Intervall  [u>v]   in  v  gleiche  Teile  durch  Einschalten 
der  Teilpunkte: 

„  _  «M  <  «W  <  . . .  <  «W^  <  «W  _  ^, 
und  setzen: 

/;  =  mW  a,uiM{u^^li<f£u*^)       {i  =  l,2,...,v). 

Dann  konvergiert  {f^}  gleichmäßig  gegen  f. 

Nach  Voraussetzung  ist  jede  der  Mengen  St  (/■>«'.'*)  {»=^0,1, .. ., 
v—l)  höchstens  eine  Menge  58„.     Die  durch: 
f^^i^iii')     auf  31; 
/;,( ==„!") _[((>;) ^     auf  %{f>u[':l^);     /„,i  =  0     auf  'ü{f£ii^;-}j) 

definierten  Funktionen  sind  also  nach  Satz  I  höchstens  Funktionen  Gg, 
also  ist  auch 

f.-f..,  +  t,t+--+f... 

höchstens  eine  Funktion  ö„  (§  3,  Satz  IX)  und  somit  auch  f  (§  3, 
Satz  XII). 

Satz  HL  Damit  f  eine  Funktion  G„  auf  2[  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  für  jedes  p  die  Menge  ?f(f>>p) 
höchstens  eine  Menge  35o  sei,  während  für  kein  /9<«  alle 
Mengen  ^(f^p)  und  ebenso  für  kein  ß<Ca  alle  Mengen 
%{f<j>)  höchstens  Mengen  Sß^  sind^). 

')  Dabei  sind  die  fr  ala  eadlicli  vorausgesetzt,  was  durch  die  Schrän- 
kungstrausformation  stets  erreicht  werdea  iiann. 

°)  Den  entsprechenden  Satz  für  Punktionen  g^  erhält  man,  indem  man 
die  Mengen  31(^>J))  und  '<S.(f<p)  miteinander  vertauscht. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  eine  Funk- 
tion (?o.  Nach  Satz  II  ist  jede  Menge  yi(^>p)  höchstens  eine 
Menge  S8„.  Angenommen  nun,  es  gäbe  ein  ß,  so  daß  alle  Mengen 
%{f'^p)  auch  höchstens  Mengen  l&ß  wären,  so  wäre  nach  Satz  II  f 
höchstens  eine  Funktion  Gß  entgegen  der  Annahme.  Gäbe  es  ferner 
ein  ß<Ca,  so  daß  alle  Mengen  9t if<Cp)  höchstens  Mengen  ^ß  wären, 
so  wäre  nach  Satz  II  (Fußn.  2)  f  höchstens  eine  Funktion  gß  ent- 
gegen der-  Annahme. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist 
f  zunächst  nach  Satz  II  höchstens  eine  Funktion  &„.  Ware  nun  f 
nicht  wirk  U.eh  eine  Funktion  (?„ ,  so  wäre  /"für  ein;5-<|a  eine  Funk- 
tion öß  oder  gß.  Nach  Satz  II  wären  dann  alle  Mengen  3l(/"|>'p) 
bzw.  alle  Mengen  ^(/"-Cj))  höchstens  Mengen  33^,  entgegen  der  An- 
nahme.    Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Wir  lassen  hier  noch  einen  Hüfssatz  folgen,  den  wir  weiterhin 
brauchen  werden,  und  der,  für  den  Fall,  daß  «  eine  isolierte  Zahl 
ist,  eine  Ergänzung  zu  Satz  I  bringt. 

Satz  IV.    Ist  a  eine  isolierte  Zahl>l,  und  W  höchstens 

;  hoch- 


Jine  Mei 
;tens  eir 

ige  % 
loFui 

,   in  9t, 
iktion 

so  gibt  es  eine 
j;„^i  ist,  so  daß; 

Funkti. 

an  f,   di 

f= 

=  0    au 

i  HR;     0<f^i 

auf  9t  — 

M. 

In  der  Tat, 
(0  gibt  es  eine 

da  9t  —  aß  höchstens  eine 
Darstellung  {§  4,  Satz  II): 

Menge  % 

,  ist(§. 

91 

—  m= 

^W,  +  9}J.H i-5ffl.+  . 

-  ■, 

wo  jedes  9Jt„  höchstens  eine  Menge  2)„_,i.    Nach  Satz  I  ist  also  die 
Funktion    f,.,    die    gegeben  ist  durch: 

f„  =  i   auf  Wiyi     /;  =  0   auf  9t  —  3K„ 

höchstens  eine   Funktion  i;f,._i.     Nach   §  3,  Satz  XII  ist  also  auch: 

höchstens  eine  Funktion  g^-i,  womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

§  6,    Zusammenliang  zwischen  Klasse  und  Ordnung  einer 
Baireschen  Funktion. 

Nunmehr   sind  wir  in  der  Lage,  den  Zusammenhang   zwischen 
Klasse  und  Ordnung  einer  Baireschen  Funktion  festzustellen^). 

')  Vgl.   zum   Folgenden   W.  H.  Young,   Lond.  Proo.  (2)   12   (1912),   283. 
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Satz  I.  Die  Gesamtheit  aller  Funktionen  höchstens 
(c-ter  Klasse  besteht  aus  allen  Funktionen  höchstens  a-tev 
Ordnung,  und  aÜen  Funktionen  (ß-[-l)-ter  Ordnung,  die 
sowohl  Funktionen  Cfo+i  als  auch  Funktionen  g^+i  sind. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  «  =  0;  denn  die  Gesamtheit  der 
Ftinktionen  0-ter  Klasse  (d.  h.  der  stetigen  Funktionen)  ist  iden- 
tisch mit  der  Gesamtheit  jener,  die  sowohl  Funktionen  G^  als  g^, 
d.  h,  sowohl  unterhalb  als  oberhalb  stetig  sind. 

Wir  nehmen  nun  die  Behauptung  als  richtig  an  für  alle  «'<;(;, 
und  zeigen,  daß  sie  dann  auch  für  a  gilt. 

1.  Teil  des  Beweises.  Sei  f  von  höchstens  <t-ter  Klasse. 
Dann  ist: 

f=lim/;,, 

wo  jedes  f„  von  geringerer  als  ix-ter  Klasse.  Wir  bezeichnen  mit 
^,i  den  größten  unter  den  h-\-l  Funktionswerten  f,.,  fr+i,  .  -  -,  fr+t- 
Nach  §  1,  Satz  VIII  ist  auch  ^,t  von  geringerer  als  a-ter  Klasse, 
und  daher,  da  Satz  I  für  a'  <Ca  als  richtig  angenommen  ist,  höchstens 
eine  Funktion  ö„. 

Da  die  Folge  ^^i,  f„,2i  ■■■>  ^,i.  ■■■  monoton  wächst,  ist  nach  §3, 
Satz  VII  auch 

^  =  lim^,,i 
*=» 

höchstens  eine  Funktion  G^,  und  da  die  Folge  {f^}  monoton  ab- 
nimmt, ist: 

f=!im/; 

höchstens  eine  Funktion  ga+i- 

Bezeichnet  man  mit  /"„^^  den  kleinsten  unter  den  Funktiotin- 
werten   fr,  f'+i,  ■■■,  fr+k    ^^^  setzt    /"^^lim  f,,  j,    so   beweist   man 

ebenso,  daß  f  höchstens  eine  Funktion  O^+i  ist. 

Ist  also  f  nicht  von  höchstens  (t-ter  Ordnung,  so  ist  es  sowohl 
eine  Funktion  Gn^-i  als  auch  eine  Funktion  ga+i,  wie  zu  be- 
weisen war. 

2.  Teil  des  Beweises.  Wir  haben  nun  noch  die  Umkehrung 
zu  beweisen,  und  haben  dabei  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 
Fall  a).  Die  Funktion  f  ist  von  höchstens  ß-ter  Ordnung.  Fall  b).  Die 
Funktion  fist  sowohl  eine  Funktion  Gr„j.i  als  auch  eine  Funktionell  i. 

Fall  a).     Da  f  von  höchstens  «-ter  Ordnung,  ist 
f=lim^, 
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WO  jedes  ^,  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.  Da  aber  lür  alle 
a'  <Ca  Satz  I  als  richtig  angenommen  ist,  so  ist  dann  jedes  /■»  auch 
von  geringerer  als  «-ter  Klasse,  nnd  mithin  f  von  höchebens  a-ter 
Klasse,  wie  zu  beweisen  war. 

Fall  b).  Da  nun  f  sowohl  eine  Funktion  Ga^i  als  auch  eine 
Punktion  y^+i,  so  ist  nach  §  5,  Satz  II  jede  Menge  9I(/'>-g)  und 
jede  Menge  a((/'<^)  höchstens  eine  Menge  i8„^i,  mitbin  jede  Menge 
9T(f^5)  und  Jede  Menge  ^{t">p)  höchstens  eine  Menge  Sla-fi; 
und  wegen: 

^{p  £f  <^)  =  ^ifZp)-^{f  £0) 

ist  (§4,  Satz  III)  auch  ^{p  ^  f^q)  höchstens  eine  Menge  ®o+i' 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  f  als  be- 
schränkt annehmen: 

»<f<v. 

Wir  teilen  das  Intervall  [«,i;]  in  >■  gleiche  Teile  durch  Einschalton 
der  Teilpunkte; 

..=.<'<..r<...<«;i,<»:r'— '■ 

Da,  wie  eben  gezeigt,  die  Menge  9t(ifj_,  ^ /"^  w-}  höchstens  eine 
Menge  %„+!  ist,  gibt  es  nach  §  5,  Satz  IV  eine  Funktion  f^  ,  die 
höchstens  eine  Funktion  jf„  ist,  so  daß: 

^'■'  =  0     auf     g(  {uf^  ^  ^  f£  m';') 

0<f\'^<l     auf     ^{f<i<'ti)  +  W>«T)- 
Wie    wir   schon   unter  Fall  'a)    sahen ,    ist   f.,   weil  höchstens  eine 
Funktion  ga,  auch  von  höchstens  a-ter  Klasse. 
Wir  setzen  nun^); 

yT^ftU---fT    {i— i,2,...,r-i):    v'l"'  =  i; 

und  es  ist: 

/(('■' =.0    auf    91(/'<mJ1i); 

;4"'-=l     auf    3((/'^Mf); 

O^Aj-'^l     auf     9l0fili</'<Ml''). 

')  Nach  H.  Lebeague,  Jouni.  de  math.  (ß)   I   (1904),  168. 
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Nacli  §  Ij  Satz  VII  ist  auch  Af*'  von  höchstens  ß-ter  Klasse.  Wir 
setzen  weiter: 

„,=„H+J;(.M-.(i,)»<.). 

Dann  ist  auch  hy  von  höchstens  «-ter  Klasse,  und  es  ist: 
mSI  1  ^  'i"  ^  «i"     ^"^     ^  (m  i£f^  "i"')  ■ 

Es  konvergiert  also  {ft„}  gleichmäßig  gegen  f,  und  somit  ist  nach 
§  1,  Satz  X  f  ebenso  wie  die  h^  von  höchstens  ct-ter  Klaase.  Damit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

8atz  IL  Ist«  eine  isolierte  Zahl,  so  besteht  die  Gesamt- 
heit aller  Funktionen  a-ter  Klasse  aus  allen  Funktionen 
(?„,  die  nicht  zugleich  Funktionen  p„  sind,  allen  Funktionen 
j)„,  die  nicht  zugleich  Funktionen  <?„  sind,  und  allen  Funk- 
tionen, die  zugleich  Funktionen  G^+i  und  ga+i  sind.  -~  Ist 
a  eine  Grenzzahl,  so  besteht  die  Gesamtheit  aller  Funk- 
tionen «-ter  Klasse  aus  allen  Funktionen  ö«,  allen  Funk- 
tionen g„  und  allen  Funktionen,  die  zugleich  Funktionen 
(?n+i  und  ^n+i  sind. 

Sei  in  der  Tat  f  eine  Funktion  «-ter  Klasse.  Nach  Satz  I  ist 
sie  entweder  sowohl  eine  Funktion  Ga+i  als  auch  eine  Funktion  jfa+i, 
oder  sie  ist  von  höchstens  «-ter  Ordnung,  Im  letzteren  Falle  kann 
sie  nicht  von  geringerer  als  ß-ter  Ordnung  sein,  da  sie  sonst  naoh 
Satz  I  auch  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse  wäre,  entgegen  der  An- 
nahme. Also  ist  sie  von  a-ter  Ordnung,  d.  h.  eine  Funktion  &„  oder 
eine  Funktion  g^.  Ist  nun  a  eine  isolierte  Zahl,  so  kann  die  Funk- 
tion f,  wenn  sie  eine  Funktion  (?„  ist,  nicht  gleichzeitig  eine  Funk- 
tion Qa  sein,  und,  wenn  sie  eine  Funktion  g^  ist,  nicht  gleichzeitig 
eine  Funktion  (?„  sein,  da  sie  sonst  nach  Satiz  I  von  höchstens 
(ß  —  l)-ter  Klasse  wäre,  entgegen  der  Annahme.  Damit  ist  die  eine 
Hälfte  der  Behauptung  bewiesen. 

Wir  haben  noch  die  Umkehrung  zu  beweisen.  Ist  die  Funk- 
tion f  sowohl  eine  Funktion  Qa-\.i  als  auch  eine  Funktion  go-t-i-  so 
ist  sie  nach  Satz  I  von  höchstens  «-ter  Klaase.  Wäre  sie  von  ge- 
ringerer als  c-ter  Klasse,  so  wäre  sie  nach  Satz  I  von  höchstens 
«-ter  Ordnung,  entgegen  der  Annahme.  Sie  ist  also  genau  von  «-ter 
Klasse. 

Ist  endlich  f  eine  Funktion  <?„  (oder  g^),  so  ist  sie  nach  Satz  I 
von  höchstens  ß-ter  Klasse.  Sie  kann  nach  Satz  I  von  /J-ter  Klaase 
iß  <C  <s)  nur  sein,  wenn  ß^l  =  a  (und  somit  «  eine  isolierte  Zahl) 
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und  f  gleichzaifcig  eine  Funktion  g^,  (bzw.  G^.  let  dies  nicht  der 
Fall,  so  ist  also  wieder  f  genau  von  ß-ter  Klasse.  Damit  ist  Satz  II 
vollständig  bewiesen. 

§  7.   Die  Klasse  einer  Baireschei]  Funktion  charakterisiert  durch 
Boreische  Mengen. 

Die  Sätze  von  §  6  ermöglichen  es  uns,  von  der  in  §  5  gegebenen 
Charakterisierung  der  Ordnung  einer  Baiteschen  Funktion  durch 
gewisse  Eorelsche  Mengen  zu  einer  analogen  Charakterisierung  ihrer 
Klasse"  überzugehen  '■). 

Satz  I.  Damit  f  eine  Funktion  höchstens  ß-ter  Klasse 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  alle  _p  und  g 
die  Menge  %{p^f<q)  höchstens  eine  Menge  2)„+i  sei. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  «  =  0;  denn  dann  ist  f  stetig, 
und  die  Mengen  3)^  sind  die  abgeschlossenen  Mengen.     Und  da: 

(0)  %{v£  f£  g)  =  91  (rS  V)  ■  t  ifS  S) 

ist,  folgt  die  Behauptung  aus  Kap.  II,  §  4,  Satz  VI. 

Wir  nehmen  sie,  nun  als  richtig  an  für  aile  «'<;«,  und  be- 
weisen sie  für  a. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  von  höchstens 
c-ter  Klasse.  Nach  §  6,  Satz  I  ist  dann  f  höchstens  eine  Funktion 
Ga+i  und  gleichzeitig  höchstens  eine  Funktion  g^+i.  Nach  §  5, 
Satz  II  sind  also  die  Mengen  9f(/'<;p)  und  9t(f>.g)  höchstens  Mengen 
58„+i,  ihre  Komplemente  2t  (/"^p)  und'H[f^q)  also  höchstens  Mengen 
®n+i.  Also  ist  nach  (0)  ihr  Durchschnitt  ^{p^f^q)  auch  höch- 
stens eine  Menge  ®o+i,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Wählt  manp  =  —  co  oder  q^=-\-co,  so  sind  dann  alle 
'üif^q)  und  •äif>p)  höchstens  Mengen  ®„+i,  mithin  alle  9t(/'>g) 
und  %(f<C^)  höchstens  Mengen  Sßa+i,  und  aus  §  5,  Satz  II  folgt,  daß 
f  höchstens  eine  Funktion  Cr^+i  und  gleichzeitig  höchstens  eine  Funk- 
tion 3„+i  ist.  Nach  §  6,  Satz  I  ist  f  also  auch  von  höchstens  ß-ter 
Klasse,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  a  eine  isolierte  Zahl,  so  ist,  damit  f  von 
«-ter  Klasse  sei,  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle 
S[(p^/'<g)  höchstens  Mengen  ®a+ii  aber  nicht  alle  höchstens 
Mengen~3)o  seien,  —  Ist  a  eine  Grenzzahl,  so  ist,  damit  f 
von  ß-ter  Klasse  sei,  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle 

')  Vgl,  zum  Folgondoji:  II,  Lehesgue,  Journ.  de  matli.  (6)  1  (1904), 
156if.    W.  Sierpinski,  Bull.  Crao,  1918,  1G8. 
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%ip<f^q)  -höchstens  Mengen  %,+,,  aber  für  kein  ß<Ca 
höchstens  Mengen  %ß  seien. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  /'  von  a-ter 
Klasse.  Nach  Satz  I  sind  alle  S((p</'<?)  höchstens  Mengen  ®o+i. 
Ist  ß  isoliert,  und  sind  alle  'ü(p^f<q)  auch  Mengen  Si(,,  ßo  wäre 
nach  Satz!  (angewendet  auf  « —  l)  f  höchstens  von  (a  —  l)-ter 
Klasse  entgegen  der  Annahme.  Ist  a  Grenzzahl,  und  sind  alle 
^(p^f^q)  höchstens  Mengen  ®^  (/?<«),  so  wäre  nach  Satz  I  f 
von  höchstens  /9-ter  Klasse,  entgegen  der  Annahme.  Damit  ist  die 
Behauptung  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.     Nach  Satz  I  ist  dann  /  von  höchstens  ß-ter  Klasse. 

Sei  K  eine  isolierte  Zahl;  wäre  dann /^  von  höchstens  {«  — l)-ter 
Klasse,  so  wären  nach  Satz  I  aüo '^{p^f^q)  höchstens  Mengen  5)a, 
entgegen  der  Annahme.  Sei  sodann  a  eine  Grenzzahl;  wäre  f  von 
«'-ter  Klasse  (a'<^a),  so  wären  nach  Satz  I  alle  "äip^f^q)  höch- 
stens Mengen  ®n'+ii  was,  wegen  ö;'-|-l<Cß.  wieder  der  Annahme 
widerspricht..  Also  ist  f  von  ci-ter  Klasse,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Die  Sätzelundll  können  noch  ein  wenig  anders  formuliert  werden: 

Satz  III.  Ist  f  endlich,  so  liÖnnen  in  den  Sätzen  I  und 
II  die  Mengen  'i!i{p^f^q)  durch  die  Mengen  'ü(p<f<.q) 
ersetzt  werden,  wenn  gleichzeitig  die  Mengen  5)  durch  die 
entsprechenden  Mengen  58   ersetzt  werden. 

Zum  Beweise  genügt  es,  zu  zeigen:  Ist  f  endlich,  und  sind  alle 
^{p  ^f^q)  höchstens  Mengen  Sia,  so  sind  alle  ^(p<.f<iq) 
höchstens  Mengen  a}„,  und  umgakehrt. 

Seien  also  alle  %{p^f^q)  höchstens  Mengen  3)„.  Dies  gilt 
dann  insbesondere  auch  von  den  beiden  Mengen  ^(q<f^  ~l~^» 
9({ — '^^f^p),  und  mithin  (§4,  Satz  IV)  auch  von  deren  Ver- 
einigung. Da  aber  die  Menge  'ii{p<if<Cq)  das  Komplement  dieser 
Vereinigung  zu  a  ist,  so  ist  sie  ,(§  4,  Satz  I)  höchstens  eine  Menge 
58(,,  wie  behauplet. 

Seien  umgekehrt  alle  ^{p<if<iq)  höchstens  Mengen  ^„.  Dies 
gilt  dann  insbesondere  auch  von  den  beiden  Mengen  %(q  <^  f<^  -\-  oo), 
9t  ( — oo<C  f<ip)  «nd  daher  auch  von  deren  Vereinigung  (%  4,  Satz  III). 
Da  aber  dio  Menge  'iK(p^f<q)  äss  Komplement  zu  SE  dieser  Ver- 
einigung ist,  so  ist  sie  höchstens  eine  Menge  3)„,  wie  behauptet. 
Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Wir  können  nun  leicht  eine  für  alle  Bairesehen  Funktionen 
charakteristische  Bedingung  aufsteÜon^). 
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SalA  rV.  Damit  ^  eine  Bairesche  Funktion  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  alle  Mengen  8l(p^/'^5)^) 
Borelsche  Mengen  seien. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  dies  ist  in  Satz  I  enthalten 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Vermöge  dei  ychianliuiigs- 
tranaformation  können  wir  beim  Nachweise  /'  als  encüit  h  annehmen. 
Sei  [rj,,  »■"]  (''  =  1,2,...)  die  Gesamtheit  der  (abzahlbar  vielen) 
Intervalle  des  Jß,  mit  rationalen  Endpunkten.  Naih  Annahme  smd 
dann  alle  ^{r^^f^r")  Borelache  Mengen;  sei  etwa  "^{fC^f^ti!) 
von  der  Ordnung  üy.  Dann  gifjt  es  (Einleitung  §  4,  Satz  Xni)  ein  a 
der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse,  das  größer  als  alle  a^  {5'  =  1,  2,...) 
ist.     Alle  Mengen  ^(K^f^K')  sind  dann  höcl^tens  Mengen  5)a. 

Sei  nun  das  endliehe  Intervall  [p,  q]  beliebig  gegeben.  Unter 
den  [r;.,  r"]  gibt  es  dann  eine  Folge  [Kj,r"J,  so  daß 

[p,«]-i'-;.,<i'[<.f:'.i----['v  <]■•■• 

Dann  ist  auch: 

und  somit  ist  auch  §1  (y  ^ /"^  j)  höchstens  eine  Menge  ®„  (§  4,  Satz  III). 
Nach  Satz  I  iat  also  f  von  höchstens  a-ter  Klasse,  und  somit  eine 
Bairesche  Funktion.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

ÄUB  Satz  IV  folgern  wir  leicht : 

Satz  ¥.  Ißt  M  separabel.  so  hat  die  Menge  aller  Borel- 
Bchen  Teile  von  St  höchatens  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  sei  83  ein  Borelscher  Teil  von  9(.  Wir  setzen  f  —  l 
auf  SB,  /■=€  auf  31  —  55-  Nach  Satz  IV  ist  f  eine  Bairesche  Funktion 
auf  %.  Nach  §  I,  Satz  I  aber  hat  die  Menge  aller  Baireschen  Funk- 
tionen auf  91  die  Mächtigkeit  c .     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Als  Anwendung  von  Satz  I  beweisen  wir: 

Satz  VI"^).  Ist  /=0  überall  auf  31,  abgesehen  von  einer 
abzählbaren  Punktmenge,  so  ist  /'  von  höchstens  zweiter 
Klasse  auf  $[, 

In  der  Tat,  jeder  Punkt  von  9t  ist  eine  Menge  S3j,  jeder  ab- 
zählbare Teil  von  St  daher  höchstens  eine  Menge  Sß^,  sein  Komple- 
ment somit  höchstens  eine  Menge  S^.  Für  unaere  Funktion  f  nun 
ist  jede  Menge  '^{p^f^i)  abzahlbar,  oder  die  Vereinigung  einer 
abzahlbaren  Menge  mit  dem  Komplement  einer  abzählbaren  Menge, 

')  Bei  endlichem  f  kann  es  statt  dessen  auch  heiüen:  alle  Mengen 
^(p<f<q).     Vgl-  den  Beweis  von  Satz  III. 

=)  R,  Baire,  Ann,  di  mat,  (3)  3  (1899),  12. 
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also  naoh  dem  Gesagten  Vereinigung  zweier  Mengen  von  geringerer 
als  dritter  Ordnung  und  mithin  höchEtens  eine  Menge  S^.  Nach 
Satz  I  ist  also  f  von  höchstens  zweiter  Klasse,  wie  beliauptet. 

Satz  VH^).  Ändert  man  dieWerteeinerFunktion  höchstens 
a-ter  Klasse  {a  ^  2)  in  abzählbar  vielen  Punkten  ab,  so  ent- 
steht wieder  eine  Funktion  höchstens  a-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  die  Werte  von  f  in  abzählbar  vielen  Punkten  ab- 
ändern, heißt  so  viel  wie^):  zu  f  eine  Funktion  f^  addieren,  die 
überall  =  0  ist,  abgesehen  von  einer  abzählbaren  Punktmenge.  Nach 
Satz  VI  nun  ist  f*  von  höchstens  zweiter  Klasse,  'mithin  wegen  a  ^  2 
auch  von  höchstens  K-ter  Klasse.  Also  ist  nach  §  1,  Satz  VII  auch 
f-\-  f*  ^on  höchstens  ß-ter  Klasse,  wie  behauptat, 

§  8.     Charaktei-istische  Eigenschaften  der  Funktionen  höchstens 
^-ter  Klasse. 

Wir  beweisen  nun  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  von  Wichtigkeit 
sind,  weil  sie  in  vielen  Fällen  zum  Naoliweis  verwendet  werden 
können,  daß  eine  gegebene  Funktion  von  höchstens  ß-ter  Klasse  ist. 
Wir  schicken  den  Satz  voraus*): 

Satz  I.  Sind  f^,f^,...,  f„,...  Funktionen  höchstens  a-ter 
Klasse  {ct>\)  auf  %,  ist 

a  =  TOj -f  g);,-}- . . .  +  9K„  4- ■  ■  -  . 

wo  jedes  m^  höchstens  eine  Menge  ®„  in  St,  und  ist: 
f=^j  auf  äßji 

f=/-„auf  (SKj-i- aß, +  ..,-{- ffi„)  —  (50f,  4- 3)!,  +  -4-ffl!„J   («>l), 
so  ist  f  von  höchstens  (t-ter  Klasse  auf  ?[. 
Zum  Beweise  setzen  wir  abkürzend: 

m^^n^;    ffi„= 9)?, 4- 9^3 -]- ■  ■  ■  +  ^n    I" >  1)- 

so  daß  auch  jedes  9JI„  höchstens  eine  Menge  %a  ist,  und  zeigen  zu- 
nächst: Zu  jeder  Menge  50?„  gibt  es  eine  Folge  A„,i,  Ä„^a, ...,  A,,^,,... 
von  Funktionen  geringerer  als  H-ter  Klasse,  so  daß: 


(0) 


I  Ä„,„  =  0     auf     aK„      _       für  alle  v, 
I  ß„  ,  =  1     auf      21  —  50f„    für  fast  alle  i 


')  R.  Baire,  Acta  math,  30  (1906),  32, 

°)  Dabei  ist  f  als  eudJich  vorausgesetzt,  was  vermöge  der  Sohränkungs- 
transformation  zulässig  ist. 

^J  "Ein  Spezialfall  dieses  Satzes  wurde  bewiesen  von  R.  Baire,  Acta 
math.  30  (1906),  81. 
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Sei,  um  dies  einzusehen,  zunächst  a^^^l.  Jede  Menge  2H^  ist 
dann  abgeschlossen  in  9t.     Wir  setzen.: 

Äb,v(o)=  der  kleineren  der  beiden  Zahlen  1  und  vr(a,  W„). 
Nach  Kap.  n,  §4,  Satz  I  und  Kap.  11,  §3,  Satz  VIII  ist  dann  A„,„ 
stetig,    und  mithin    von  0-ter  Klasse,   und  die  Forderungen  (0)  sind 
offenbar  erfüllt. 

Sei  sodann  ß^l.     Dann  gibt  es  eine  Darstellung: 

M„^Srt„,i.W„,a-...-OT„, .-..., 
wo  {Wn, »}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Mengen  geringerer 
als  a-ter  Ordnung.     Wir  setzen; 

K,y='0     auf     5m„,,;  fi„,,.=  l     auf     ?l  — m„,.. 
Nach  §  5,  Satz  I   ist    dann  h^,^   von    geringerer    als    a-ter  Ordnung, 
mithin  nach  §  6,  Satz  I  auch  von  geringerer  als   a-ter  Klasse.     Die 
Forderungen  (0)    sind    wieder  erfüllt.    Die    gewünschte    Funbtionen- 
folge  {An,v}  ist»  also  in  jedem  Falle  hergestellt. 

Da  nun  f^  von  höchstens  a-ter  Klasse,  gibt  es  eine  Darstellung; 

(00)  /;=iim/;,„ 

wo  jedes  /„,„  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse.  Vermöge  der  Sehrän- 
kungstranstormation  können  wir  dabei  alle  f^  und  alle  f„,j  als  end- 
lich annehmen.     Wir  setzen; 

K=fu.  +  (f2,r-fl..)h.r^(h..-f,.:)h,.^... 

Nach  §  1,  Satz  VII  ist  auch  K  von  geringerer  als  a-ter  Klasse.    Aus 

(0)  folgt  sofort: 

auf  ffi^  ist  hy  =  A,  V     für  alle  v 

auf  TO„  — OT„_i  ist  K-=f„^,     für  fast  alle  v. 

Wegen  (00)  ist  also; 

/■=lim  Ä,., 

und  mithin  ist  f  von  höchstens  ß-ter  Klasse.  Damit  ist  Satz  I 
bewiesen. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  folgende  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Funktionen  höchstens  a-ter  Klasse  zu  beweisen^); 

Satz  IL  Damit  die  auf  3(  eiyJliche  Funktion  f  von 
höchstens  H-ter  Klasse  sei  («^l),   ist  notwendig   und   hin- 


')  H.  Lebesgue,  Journ.  de  matb.  (fi)  1  (1905),  17S. 
[ahn,  Theorie  der  reellen  Fanktloaen.    I. 
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reichend,  daß  es  zu  jedeme>0  eine  Folge  von  Teilen  {501,} 
von  %  und  eine  Folge  von  Funktionen  {f„}  auf  9t  gibt,  mit* 
folgenden  Eigenschaften: 

1.  Jedes  m,.  ist  höchstens  eine  Menge  ti^  in  %. 

3.  Jedes  f,  ist  von  geringerer  als  «-ter  Klasse  auf  9t. 

*■  !/■— /■-I^e     »11*  SJt,     (»'  =  1,2,...). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.    Sei  in  der  Tat/'  von  höchstens 
ß-ter  Klasse  auf  St.     Dann  gibt  es  eine  Darstellung: 
(*)  /'=lim/;„ 

wo  die  f„  von  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Indem  wir  (nach  §1, 
Satz  Vnia)  alle  Werte  von  /;,  die  ^  v  sind,  durch  v  ersetzen,  alle 
Werte,  die  ^  —  v  sind,  durch  —  v,  sehen  wir,  daß  wir  die  f,  als 
endlich  annehmen  können,  Sei  e  >  0  beliebig  gegeben.  Wir  setzen 
zur  Abkürzung:' 

(**)  m..,^  =  n{{f..  —  f..+„r£e'') 

und  setzen  weiter: 

Da  {fy  —  fv+fif  von  geringerer  als  «-ter  Klasse,  ist  nach  §  7,  Satz  I 
Wy,p  höchstens  eine  Menge  33„,  und  daher  ist  nach  §  4,  Satz  III 
auch  SR»  höchstens  eine  Menge  2)o,  wie  Eigenschaft  1.  es  verlangt. 
Da  nach  Voraussetzung  f  endlich  ist,  so  ist  {/,,}  überall  auf  St 
eigentlich  konvergent,  und  mithin  ist: 

{***)  3t  —  ffi,  -[-  SJ!^  -i-  . . .  4-  M.'  +  ■  ■  ■ . 

wie  Eigenschaft  2.  es  verlangt. 

Da  jedes  f,  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse,  ist  Eigenschaft  3. 
erfüllt.     Und  wegen  (**)  ist 

i  f,.  —  (,■+/.  I  ^  e     auf  m,,  für  alle  /x; 
Der  Grenzübergang  ft — >-oo  ergibt  daraus  das   Bestehen  von  Eigen- 
schaft 4„  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Wir  bezeichnen  mit  (p  die  Funktion,  die  =  f^  ist  auf 
W^  und  =-f„  auf  (ffl, -j- W, -j- ■■■4- ^v)  — (aK^  +  aß, -[-...-[- äß,-i) 
(für  j'^l).  Nach  Satz  I  ist  sie  von  höchstens  ß-ter  Klasse  auf  % 
und  es  ist  auf  ganz  9t: 

Ir-fli-- 

Ist  {«„}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  limf:„  =  0,  so  können 
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wir  dies  für  jedes  e^  machen,  und  erhalten  so  zu  jedem  n  eine 
Funktion  !p„  höchstens  a-ter  Klasse,  so  daß  auf  ganz  9(: 

Die  Funktionenfolge  {^„}  konvergiert  also  gleichmäßig  auf  %  gegen 
f,  somit  ist  nach  §  1,  Satz  X  auch  f  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf 
3t,  und  Satz  II   ist  bewiesen. 

Satz  IHM.  Damit  die  auf  at  endliehe  Tunktion  f  von 
höchstens  a-ter  Klasse  sei  (ß^l),  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  es  zu  jedem  e>0  eine  Folge  von  Teilen  {fflf,} 
von  9t  gibt  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Jedes  My  ist  höchstens  eine  Menge  %„  in  9I. 

2.  W  =  9)Ei-}-9K,-j-...4-50t,.  +  ... 

3.  Für  die  Schwankung  von  f  auf  »J,,  (Kap.  III,  §  2)  gilt: 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  von  höchstens 
fl-ter  Klasse.  Nach  Satz  II  gibt  es  Teile  91,  von  9f,  die  höchstens 
Mengen  S)„  sind,  und  Funktionen  f„  von  geringerer  als  a-ter  Klasse, 
so  daß; 

a=  !rtj-i-9;^4-----i- ^.- -!--■■ 
und: 

\f—U\<-l   auf  %:. 

Wir  setzen  nun: 

9!,.-«('-|Sf.i:('+l)-|)     (i=0,  +  l,+2,...). 

Nach  §  7,  Satz  I  ist  Jede  der  Mengen  ^,j  höchstens  eme  Menge®«. 
Dasselbe  gilt  daher  von  jeder  der  Mengen  5ffl,.,s^=3t^.i-9?r-  Wir  be- 
zeichnen die  abzählbar  vielen  Mengen  iffi^^^  ()'  =  1,  2,  ...;  »  =  0, 
+  1 ,  +  2 ,  . . .)  mit  5K^ ,  5ffia , . . . ,  a)Jr ,  . . .  «nd  erkennen  ohne  weiteres, 
daß  die  Eigenschaften  1,,  2.,  3.  erfüllt   sind. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  gibt  es  wegen  3.  eine  Konstante,  von  der  f  sich  auf  3R,  um 
weniger  als  e  unterscheidet.  Und  da  (wegen  ß^l)  eine  Konstante 
eine  Funktion  geringerer  ais  n-ter  Klasse  ist,  folgt  die  Behauptung 
aus  Satz  II. 

In  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  der  Erweiterung  einer 
stetigen  Funktion  (Kap.  II,  §5,  Satz  X)  zeigen  wir; 
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Satz  IV.  Ist  a>l,  und  ist  der  Teil  S3  von  91  höchstens 
eine  Menge  ®„  in  2t,  so  kann  jede  Funktion  f,  die  auf  95 
von  höchstens  a-ter  Klasse  ist,  zu  einer  Funktion  erweitert 
werden,  die  auch  auf  9t  von  höchstens  ß-ter  Klasse  ist, 
indem  man  setzt: 

f-=0     auf     31  —  33. 

Vermöge  der  Schränkungetransformation  können  wir  f  als  end- 
lieh annehmen.  Nach  Satz  III  giht  es  eine  Folge  {9)Ev}  von  Teilen 
der  Menge  ^,  die  höchstens  Mengen  ®„  in  SB  sind,  deren  Vereinigung 
So  ist.  und  auf  denen: 

ffl{f,9Jn)<£; 
es  gibt  also  eine  Konstante  ft,  so  daß: 

If-ftKe     auf  m:. 

Nach  §  4,  Satz  VIII  ist  W'y  auch  höchstens  eine  Menge  ^„  in  31, 

Da  58  höchstens  eine  Menge  ©„i  ist  3t  —  S8  höchstens  eine  Menge 
5Ba  in  91)  und  es  ist  daher: 

St  — S8  =  9jt;'-i-5K;'-i-...-j-^"  +  --. 
wo  jedes  ät"  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung'),  also  höchstens  eine 
Menge  ®„. 

Wir  setzen 

verstehen  unter  f2r-i  die  Konstante  f^,  unter  f^^  die  0.  Anwendung 
von  Satz  11  ergibt  dann  sofort  die  Behauptung  von  Satz  IV. 

§  9.    Verhalten  Baireseher  Funktionen  in  der  Umgehung   eines 
Punktes.     Erweiterung  einer  Baireschen  Funktion. 

Wir  definieren^):  Die  (endhche)  Funktion/"  heißt  im  Punkte« 
von  ?t  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse  auf  9t,  wenn 
es  eine  Umgebung  U  (a)  von  a  in  9t  und  eine  Funktion  f*  höchstens 
G-ter  Klasse  auf  3t  gibt,  so  daß^): 

\f-r\£^   *uf  « («)■ 

')  Dies  gilt,  wena  c  >  1 .  Ist  c  =  1 ,  so  ist  33  abgesohlosaen  in  31 ,  also 
%  —  S  oSen  in  9t,  und  für.  die  W^  können  in  3  abgeHohlossene  Mengen  ge- 
wählt werden  (Kap.  I,  §  3,  Satz  IV). 

')  Diese  Definition,  sowie  der  goaamte  Inhalt  dieses  Paragraphen  bis  ein- 
schließlioh  Satz  VI  stammt  von  H.  Lebesgue,  a.  a.  0.   !74  ff. 

')  Für  tt  ^  0  ist  dann  auch, 

<.(a;/;m)S2.. 
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Es  gibt  dann  sicher  auch  eine  abgeschlossene  Umgebung  U{a) 
von  tt  in  ?t,  eo  daß; 

\f~r\<e    auf  ')\{aY). 
Die  beschränkte  Funktion  f  lieißt  im  Punkte  a  von  2t  von 
«-ter  Klasse    auf  91,   wenn   sie  für  jedes  e>-0  im  Punkt  a  mit 
der  Annäherung  e  von  ff-ter  Klasse  auf  31  ist. 

Die  beliebige  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  ß-ter  Klasse 
auf  91,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  ent- 
stehende Funktion  im  Punkte  a  von  ö-ter  Klasse  auf  %  ist^). 

Satz  I.  Ist  f  in  jedem  Punkte  der  separablen  Menge  91 
mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse  auf  9t,  so  gibt  es 
auf  91  eine  Funktion  F  höchstens  ß-ter  Klasse,  so  daß  auf 
ganz  9t: 

If— -Fibe- 
ln der  Tat,  für  a  =  0  reduziert  sich  ^)  die  Behauptung  auf  Kap.  HI, 
§  2,  Satz  XVII.    Sei  also  fi  >  1.     Zu  jedem  Punkte  a  von  9t  gibt  es 
eine  abgeschlossene  Umgebung  U(«)  in  9t,  und  eine  Funktion  höchstens 
a-ter  Klasse  f,  so  daß; 

\f—f*\^e     auf  Ü(«). 
Nach    dem    verallgemeinerten  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6, 
Satz  III)  gibt  es  unter  diesen  U  (a)  abzahlbar  viele,  etwa; 

Ü(aJ,Ü{a,),  ...,Ü(a,),  ..., 
so  daß: 

«  =  SK)  +  ÜK)+...  +  a(a.)  +  ... 

Wir  bezeichnen  die  zu  U  (o^)  gehörige  Funktion  f  mit  (^  und 
setzen : 

f=/j     auf  UK); 

F^f,.     auf|  (ÜK)  +  ...+  itM)  — (ÜK)+...  +  Üja„_i)).      ■] 

Die  U  (d,,)  sind,  weil  abgeschlossen  in  9t,  höchstens  Mengen  %^; 
nach  Annahme  ist  f„  von  höchstens  a-tor  Klasse  auf  9(.  Also  ist 
(§  8,  Satz  I)  F  von  höchstens  ß-ter  Klasse   auf  9t,   und'^Satz  I   ist 


')  In  der  Tat,  man  hat  nur  p  >  0  so  klein  zu  wählen,  daß  U  (g;  aX  U  (a), 
und  kann  dann  Ü{a)  =  V,{Q;  a)  setzen. 

")  Die  Aussage:  „f  ist  in  a  von  O-ter  Klasae  auf  9t"  ist  'alsa  gleich 
bedeutend  mit:  „f  ist  in  a  stetig  auf  M". 

ä}  Wegen  Fnßn  3,  8.  356. 
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Safes  II.  Ist  eine  Funktion  f  in  jedem  Punkte  der 
aeparablen  Menge  §t  von  «-ter  Klasse  auf  91,  ao  ist  sie  von 
höchetene  «-ter  Klasse  auf  31. 

Dies  ist  trivial  für  «=^0.  Sei  also  «^l.  Vermöge  der 
Sohränkungatranaformation  genügt  ea,  den  Beweis  für  beschränkte  / 
zu  führen.     Ist  {«,,}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  limfi,.  =  0,   so 

ist  f  in  jedem  Punkte  von  SS.  mit  der  Annäherung  e,  von  «-ter 
Klasse,  es  gibt  also  nach  Satu  I  eine  Punktion  F,.  höchstens  f:-t:er 
Klasse,  so  daß  auf  ganz  %: 

(•)  If— F,|<.,. 

Es  konvergiert  also  {F^  gleichmäßig  auf  91  gegen  /,  also  ist  nach 
§  1,  Satz  X  auch  f  von  höchstens  fi-ter  Klasse  auf  31,  und  Satz  H 
ist  bewieaen. 

Ist  nun  die  beschränkte  Funktion  f  nicht  von  höchstens  «-ter 
Klasse  auf  der  separablen  Menge  91,  ao  gibt  es,  wie  Satz  II  lehrt, 
gewiß  einen  Punkt  a  von  9t,  in  dem  sie  nicht  von  K-ter  Klasae  auf 
9t  ist.  Für  jedes  hinlänglich  kleine  e  >■  0  iet  dann  f  in  «  aueh 
nicht  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse. 

Wir  stellen  zunächst  fest: 

Satz  III.  Die  Menge  aller  Punkte  von  %,  in  denen  die 
beschränkte  Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  e  von 
ß-ter  Klasse  auf  9[  ist,  ist  abgeschlossen  in  §t- 

In  der  Tat,  es  ist  zu  zeigen:  die  Menge  ©  aller  Punkte  von  3t, 
in  denen  f  mit  der  Annäherung  e.  von  a-ter  Klasse  auf  %  iat,  ist 
offen  in  9t.  Sei  a  ein  Punkt  von  SS,  d,  h.  es  gibt  eine  Umgebung 
U  (ß)  von  a  in  91  und  eine  Funktion  f*  höchstens  K-ter  Klasse, 
so  daß: 

f-f  iS«     »uf  U(«). 
Daraus   aber  folgt:   Auch  in  jedem  Punkte  von  U(a)  ist  /'  mit  c 
Annäherung  e    von    «-ter  Klasse    auf  9t;    es       ' 
Punkt  von  II  (ra)  zu  56,    und   mithin   ist  5S 
Satz  in  bewiesen, 

Satz  IV.      Ist    die    beschränkte    Fu 
höchstens  c;-ter  Klaaae  («^  l)^)  auf  der  ( 
und  ist  s>-0  so  klein  gewählt,  daß  di( 
Menge  3ß  aller  Punkte  von  9t,  in  dener 


■)  Für  K  =  0  gilt  dieser  Satz  nicht, 
len  Menge  =  1,  soust  ^  0  ii 


1  gehört  also 

auch  jeder 

offen    in  91. 

Damit   ist 

inktion    f    r 

licht     von 

:  eeparablej 

1  Menge  91, 

e  in  9(  abgei 

ächlossene 

n  f  nicht  m 

ifc  der  An- 

Punktion  zeigt, 

die  auf  einer 
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näherung  e  von  «-ter  Klasse  auf  %  ist,  nicht  leer  ausfäUt, 
so  ist  f  in  keinem  Punkte  von  9K  mit  der  Annäherung  e 
von  fi-ter  Klasse  auf  OT. 

Angenommen  in  der  Tat,  im  Punkte  a^  von  9K  wäre  f  mit  der 
Annäherung  s  von  cf-ter  Klasse  auf  501.  Dann  gibt  es  eine  Um- 
gebung ]X{%)  von  »0  in  9(,  und  eine  Funktion  /g,  die  auf  9)f  von 
t  «-ter  Klasse  ist,  so  daß; 


(t)  ]f—fo\£e     auf  m-\l(a^). 

Erweitern    wir    die    Definition  von  /"^    auf   ganz  SI    durch    die  Fest- 


/o  =  0     auf    %  —  m, 
so  ist,  da  9K  eine  Menge  ®|  in  ^,  nach  §  8,  Satz  IV  f^  von  höchstens 
a-ter  Klasse  auf  St. 

Ferner  gibt  es  zu  jedem  Punkte  a  von  31  —  3K  eine  abgeschlos- 
sene Umgebung  U  (a)  in  %,  und  eine  Funktion  f*  höchstens  «-ter 
Klasse  auf  9t,  so  daß: 

\f—t*\£e     auf     ü{a). 
Da  9)1  abgeschlossen  in  §t,  können  wir  ohne  weiteres  annehmen: 

Ü(«)-Ot~W. 
Nach  dem  verallgemeinerten  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  III) 
gibt  es  unter  diesen  U(«)  abzählbar  viele,  etwa: 

UK).  S(»,) ifW 

SO  daß: 

a-w=üw  +  u(.,)+...  +  u(.,)  +  ... 

Die  zu  U(a»)  gehörige  Funktion  f*  bezeichnen  wir  mit  /».    Es  ist  also: 

(tt)  !f-/.r<«  ™f  «M- 

Nun  haben  wir: 

st-«  +  5K)  +  SK)+...  +  a(a,)  +  ..., 

WO  rechts  jeder  Summand  eine  Menge  ®^  in  St  ist.  Ferner  ist  jede 
der  Funktionen  f^,  f^^ ...,  f„,  ...  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  %. 
Wir  setzen: 

F^ff,     auf     aß;       F=^ti     auf     Ü(aJ; 

i^=-A     auf     {ü(«J-j-...-j-Ü(«,))_(ü(«j4-...-i-ü(o._i)). 
Nach  §  8,  Satz  I  ist  F  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  9t,  und  es  ist 
wegen  ''f)  und  ('ft) 

\f-F\<,.     auf      UK). 
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Es  wäre  also  f  in  o^  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  91, 
entgegen  der  Definition  von  9K .     Somit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Wir  können  nun  Satz  III  noch  weiter  präaisieren : 

8atz  V.  Ist  ß^l,  so  ist  die  Menge  W  aller  Punkte  der 
separablen  Menge  9(,  in  denen  die  beschränkte  Funktion  f 
nicht  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  9t  ist, 
perfekt  in  a. 

In  der  Tat,  da  die  Menge  W  nach  Satz  III  abgeschlossen  in 
3t  ist,  so  ist  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  sie  insichdicbt  ist,  d.  h.  daß 
sie  keinen  isolierten  Punkt  enthält.  Das  aber  folgt  unmittelbar  aus 
Satz  IV,  Denn  in  einem  isolierten  Punkte  wäre  f  stetig  auf  5DZ,  mit- 
hin auch  von  «-ter  Klasse  auf  M,  was  nach  Satz  IV  nicht  der 
Fall  ist. 

Satz  VI.  Damit  die  Funktion  f  auf  der  separablen 
Menge  9t  von  höchstens  «-ter  Klasse  sei  («^1),  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  (nicht  leeren) 
in  3t  perfekten  Teile  $  von  3t  einen  Punkt  gebe,  in  dem  / 
von  K-tec  Klasse  auf  •$  ist. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist /' von  höchstens  ß- ter 
Klasse  auf  3t,  so  auch  auf  jedem  Teile  von  9t- 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  f  nicht  von  höchstens 
«-ter  Klasse  auf  at,  so  gibt  es,  wie  Satz  IV  und  V  lehren,  einen  in  3t 
perfekten  Teil  9H  von  3t  derart,  daß  f  in  keinem  Punkte  von  21t  auf  9K 
von  ß-ter  Klasse  ist. 

Sei  nun  SB  ein  m  St  dichter  Teil  on  ^  W  i  wollei  nfer  cl  n  nt  r 
welchen  Umetandcn  eine  Punktion  h  hat  ns  ter  Kla..se  aut  h  zu  einer 
Funktion  hochatena  a-ter  Kla^e  auf  3t  erweitert  werden  kann  W  r  dofini  ren 
Die  a,uf  8  gegebene  und  endliche  Fui  kt  on  f  ho  ßt  im  Pu  kte  a  on  9t  m  t 
der  Aimuherung  s  von  «-ter  Klasse  erweterlar  auf  91  wenn  e?  e  ne  l  mge 
hung  U[a)  und  eine  Funktion  f*  !iöchaten>i  a  ter  Klasse  auf  St  g  Vt    so  dal3 

]f—f*i£^  aut  U  o)  ffl 
Die  auf  S9  gegebene  und  beschränkte  Funktion  f  Jieißt  im  Funkte  a  von  9t 
von  ffi-ter  Klaaae   erweiterbar   auf  !H,    wenn  sie  für  jedes  s~>(l  im  Punkte  a 
mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  91  iat. 

Die  beliebige  auf  83  gegebene  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  St  von 
a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  3t,  wenn  die  aus  ihr  durcli  die  Schränkungs- 
transtormation  entstehende  Funktion  im  Punkte  a  von  c-ter  Klasse  erweiter- 
bar auf  9t  iat, 

irablen  Menge  3t, 
und  ist  die  auf  »  gegebene  Funktion  f  in  jedem  Punkte  von  91  mit 


Satz  VII.    Ist  SS  ein  in  9t  dichter 

Teil  der 

ist  die  auf  »  gegebene  Fwnktio: 

Q/'inied, 

Annäherung  ^  von   «-ter  Klasse 
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Der  Beweis  ist  derselbe  wie  für  Satz  I'). 

Satz  ym.  Ist  SB  ein  in  %  dichter  Teil  der  separablen  Menge  a, 
und  ist  die  auf  59  gogobone  Punktion  f  in  jedem  Punkte  von  9t  voa 
ß-terKlaese  erweiterbar  auf  a,  ao  gibt  es  einePunktion  J'bochBtena 
a-ter  Klasse  auf  a,  so  daß: 

F  =  f    auf     ffl. 

In  der  Tat,  für  ei  =  0  reduziert  aicli*  dies  auf  Kap.  II,  g  5,  Satz  VI.  Für 
(t  ^  1  ist  der  Beweis  zunächst  derselbe,  wie  für  Satz  II,  nur  daß  die  dortige 
Utigleiehimg  (*)  hier  nur  auf  ö  gilt; 

{X)  \f—F^\^^y   auf    56, 

Dabei  können  wir  annehmen,  die  s^  seien  so  gewählt,  daß  2  *»  eigentlich  kon- 
\fergiert.  '^i 

Wir  ersetzen  nun  in  F^  jeden  Wert  >  i*";  +  %  durch  F,  -j-  s^,  jeden  Wert 
•CF^^Ej  durch  F, — %,  wodurch  eine  Punktion  F^  höchetens  «-terKlaase 
entsteht  (g  1,  Satz  VIII).    Da  wegen  (>;): 

P,  -  «1  ;g /■<  J'i  +  s,    auf    ©, 

\F*  —  f^£\  F^  —  f\    auf    !3, 
und  somit  wegen  (x): 

In  derselben  Weise  fortfahrend  bilden  wir  jF^,  indem  wir  alle  Werte  von 
F^,  die  >  J-'  +  Ej  sind,  durch  F*  +  e^,  alJe  Werte,  die  <  J^  —  i^  sind,  durch 
F^  —  *a  ersetzen  usf.  Wir  erhalten  so  eine  Folge  (F*\  von  Funktionen  höch- 
stens «-ter  Klasse  auf  a,  so  daß: 

Coix)  I-Pf  — /j^%    auf    «8. 

Wegen  {^'^}  und  der  eigentlichen  Konvccgena  von  2''*   konvergiert  {J^} 

gleichmäßig  auf  a  gegen  eine  Grenztunktion  F  höchstens  «-ter  Klasse  (§  I, 
SatzX).    Wegen  (xxx)  ist  f=F  auf  S    und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Ist  nun  f  eine  auf  S8  gegebene  bepohrankte  Funktion,  die  nicht  zu  einer 
Funktion  höchstens  ct-ter  Klasse  auf  a  erweitert  wei'den  kann,  ao  gibt  es, 
wie  Sata  VIII  lehrt,  einen  Punkt  a  von  a  m  dem  sie  nicht  von  ß-ter  Klaase 
erweil«rbar  auf  a  ist.  Für  jedes  hinlanghch  kleine  s  >  0  ist  dann  ^  in  o  auch 
nicht  mit  der  Annäherung  s  von  u  tei  Klasse  erweiterbar  auf  a.  Wie  oben 
Satz  III,  so  beweist  man  hier; 

SfltÄ  IX.  Ist  SS  ein  in  a  dichter  Teil  der  separablsn  Menge  ffl, 
80  ist  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen  die  auf  58  gegebene  und 
beschränkte  Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter 
Klasse  orweiterbar  auf  a  ist,  abgeschlossen  in  a. 

An  Stelle  von  Satz  IV  tritt  nun: 

SataX.  Ist  ffl  ein  in  a  dichter  Teil  der  aeparablcn  Menge  a, 
und   ist  feine    auf  33   gegebene,    beschränkte   Funktion,    die    nicht 

■)  Im  Falle  «  =  0  wende  man  Kap.  III,  §  2,  Satz  XVII  auf  diejenige 
Funktion  an,  die  =  f  ist  auf  S9,  and  =  G  {«;  /,  S9)  auf  a  —  iS- 
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zu  einer  Funktion  a-ter  Klasse  (ß^l)  auf  M  erweitert  werden  kann, 
ist  ferner  e>0  so  kloin  gewählt,  daß  die  in  St  abgeschlossene 
Menge  m  aller  Punkte  Fon  St.  in  denen  /"nicht  mit  der  Annäherung  e 
von  c-ter  Klasse  erweiterbar  ist  auf  91,  nioht  leer  aaafälit,  so  iwt 
S  dicht  in  SDf,  und  fiBt  in  keinem  Punkte  von  m  mit  der  Annäherung 
X  von  K-ter  Klasse  erweiterbar  auf  35f. 

Angenommen  m  der  Tat,  SS  sei  nicht  dicht  in  W..  Dana  gibt  ea  in  W 
einen  Punkt  «„  mit  einer  Umgebimg  U(Oo).  i^i^  keinen  Punkt  von  5IB3J  ent- 
hält. Zu  jedem  Puakte  a  von  Sl  —  501  gibt  es  eine  abgeschlossene  Umgebung 
Ü{ffl)  und  eine  Funktion  f*  höchstens  B-ter  Klasse  auf  %,  so  daß: 

\f~r\£s    auf     Ü(a).SB." 
Indom  wir  nun  ganz  eo  weiter  Bchüeßen,   wie  beim  Beweise  von  Sats  IV,  wo- 
bei wir  nur  unter  f^,  die  Funktion  verstehen,  die  =0  ist  auf  ganz  St,  kommen 
wir  KU  oinor  Funktion  F  hochster.s  a-ter  Klasse  auf  W,  so  dalJ: 
(*)  \f-F\^s     auf     U(o„V». 

Eh  wäre  alsu  f  in  a^  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  91^ 
entgegen  der  Definition  von  Ti.     Also  ist  S  dicht  in  Wl. 

Angenommen  nun,  es  wäre  f  im  Punkte  a^  von  9Ä  mit  der  Annäherung  f 
von  c-ter  Klasse  erweiterbar  von  ©91?  auf  9K.  Dann  gibt  es  eine  Umgebung 
U(an)  nniä  eine  Funktion  /j,  höchstens  cs-ter  Klasse  auf  9H,  so  daß 

]f~fa\£:^     auf    U{ac)-a3.SI!. 
Erweitern  wir  die  Definition  von  fo  auf  ganz  SI,  indem  wir  setzen: 

^  =  0  auf  91  ~M,  ■ 
so  ist  wio  bsim  Beweise  von  Satz  IV  f„  von,  höchstem  ß-ter  Klaßse  auf  Sl. 
Indem  wir  wieder  in  derselben  Weise  weiter  schließen,  wie  beim  Beweise  von 
Satz  IV,  gelangen  wir  au  einer  Funktion  F  höphstens  ß-ter  Klasse  auf  %, 
die  (*)  erfüllt,  womit  wir  abermals  bei  einem  Widerspruche  angelangt  sind. 
Und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Wie  vorhin  die  Sätze  V  und  VI  erhält  man  nun  die  Sätze; 

Satz  SJ.  Ist  53  ein  in  31  dichter  Teil  der  separablen  Menge  SU, 
so  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen  die  auf  5B  gegebene 
und  beschränkte  Funktion  f  nioht  mit  der  Annäherung  s  von  n-tor 
Klasse  (cäO  erweiterbar  ist  auf  W,  perfekt  in  St. 

Satz  Xn.  Ist  SS  ein  in  St  dichter  Teil  der  separablen  Menge  JI, 
so  ist,  damit  die  auf  S9  gegebene  Funktion  f  zu  einer  Funktion 
höchstens  K-ter  Klasse  (a^ll  auf  9t  erweitert  werden  könne,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  (nicht  leeren)  in  31  per- 
fekten Teile  f  von  9[,  in  dem  SS  dicht  ist,  einen  Punkt  gebe,  in 
dem  f  von  K-ter  Klasse  erwoiterbar  auf  SP  ist. 

Und  nun  können  wir  das  Schlußresultat  dieser  Untersuchung  aussprechen : 

Satz  XIII.  Sei  der  metrieche  Raum  3)  separabel.  Damit  die 
auf  der  Menge  S  gegebene  Funktion  f  zu  einer  Funktion  erweitert 
werden  könne,  die  im  ganzen  Baume  31  von  höchstens  it-fcor  Klasse 
(«gl')  ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  per- 
fekten Teile  von  W,  in  dem  S  dicht  ist,  einen  Punkt  gebe,  in  dem 
f  von  ß-ter  Klasse  erweiterbar  auf  33»  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XII  ist  die  Bedingung  notwendig  und  hinreichend 
dafür,  dal!  /  zu  einer  Funktion  höchstens  «-ter Klasse  auf  SB"  eriynifit  werden 
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könne.  Da  aber  ^"  ab geec blossen,  mithin  höchstens  eine  Menge  ^a  äst,  kann 
nach  §  8,  Satz  IV  diese  Funktion  zu  einer  Funktion  erweitert  worden,  die  im 
ganzen  Räume  von  höohatena  te-ter  Klasse  ist, 


§  10.    Fimktionen  erster  und  zweiter  Klasse. 

Beispiele  von  Funktionen  ei'Bber  Klasse  können  unschwer  ge- 
bildet werden:  Nach  §6,  Satz  I  ist  z.B.  jede  oberhalb  oder  unter- 
halb stetige  Funktion,  die  nicht  zugleich  stetig  ist,  eine  Funktion 
erster  Klasse, 

Satz  I.  Auf  einer  abzählbaren  Menge  91  ist  jede  Punktion 
von  höchstens  erster  Kiasee. 

In  der  Tat,  bestehe  §1  aus  den  Punkten  a^,  a^,  — ,  a^, ....  und 
sei  f  eine  beliebige  Funktion  auf  9t.  Wir  bezeichnen  mit  W,  die 
Menge,  die  nur  aus  dem  Punkte  a,.  besteht.     Dann  ist: 

^==.g)Ii+ 9Ä,  +  . . .  + afi„+ . .., 

und  es  tat  jedes  W,  eine  Menge  S^;  ferner  ist: 

Also  ist  nach  §  8,  Satz  III  f  von  höchstens  erster  Klasse  auf  %  und 
Satz  I  ist  bewiesen. 

Ist  St  relativ- vollständig,  so  kann  für  Funktionen  erster  Klasse 
Satz  VI  von  §  9  wesentlich  verschärft  werden : 

Satz  ir).  Ist  die  separable  Menge  91  relativ-vollständig, 
so  ist,  damit  f  von  höchstens  erster  Klasse  sei  auf  91,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  f  punktweise  unstetig  sei  auf 
jedem  in  91  perfekten  Teile  von  9[. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist  f  von  höchstens  erster 
Klasse  auf  91,  so  auch  auf  jedem  in  9t  perfekten  Teile  iß  von  91. 
Also  ist  f  nach  Kap.  IV,  §  7,  Satz  V  punktweise  unstetig  auf  *|:ä. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  gibt 
es  in  jedem  in  9(  perfekten  Teile  von  91  einen  Punkt,  in  dem  f 
stetig  auf  $,  d.h.  von  nullt  er  Klasse  auf  Sß,  mithin  auch  von  erster 
Klasse  auf  <ß  ist.  Aiso  ist  nach  §  9,  Satz  VI  f  von  höchstens  erster 
Klasse  auf  9t,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

')  Dieser  Satz  wurde  zuerst  bewiesen  von  E.  ßaire,  Ann,  di  mat,  (3) 
3  (1899),  16  {für  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen);  ßull.  soc.  math. 
28  (1900),  173  {für  Funktionen  mehrerer  reeller  Veränderlicher).  Andere  Be- 
weise H.  Lebesgue,  C.  R.  128  (1S99).  311;  Bull.  soo.  math.  32  (1904),  229; 
Journ.  de  math.  (6)  !  (1905),  182;  C.  A.  Deil'-Ägnola,  Atti  Ven.  68  (1909), 
775;  Re;!d.  Lomb.  41   (1908),  287,  676. 
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Aus  Satz  n  entnehmen  wir: 

Satz  III.  Hat  /  auf  der  separablen  relativ-vollständigen 
Menge  %  nur  abzählbar  viele  Unatetigkeifcspunkte,  so  ist 
f  von  höchstens  erster  Klasse  auf  3t. 

Sei  in  der  Tat  !ß  ein  in  5(  perfekter  Teil  von  3(.  Es  gibt  nur 
abzählbar  viele  Punkte  von  ^,  in  denen  f  unstetig  auf  ^  ist.  Die 
Menge  58  aller  dieser  Punkte  ist  also  von  erster  Kategorie  in  ^ 
(Kap.  I,  §4,  Satz  XXII),  Da  ^  reiativ-volletändig,  ist  also  nach 
Kap,  I,  §  8,  Satz  XV  die  Menge  $  —  S,  d.  h.  die  Menge  aller  Stetig- 
keitspunkte von  f  auf  ^  dicht  in  5p,  d.  h.  f  ist  punktweise  unstetig 
auf  Sß,  Nach  Satz  II  ist  also  f  von  höchstens  erster  Klasse  auf  31, 
und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Ganz  gleichbedeutend  mit  der  Forderung,  f  sei  punktweise  un- 
stetig auf  jedem  in  9t  perfekten  Teile  von  ?t,  ist  die  Forderung, 
iß  jedem  in  2t  perfekten  Teile  *(ä  von  91  gebe  es  einen  Punkt,  in 
dem  /'stetig  auf  *ß,  d.h.  von  nuilter  Klasse  auf  ^  ist.  Man 
sieht  so,  wie  die  Aussage  von  Satz  II  über  den  Spezialfall  a  =  1 
von  §  9,  Satz  VI  hinausgeht,  wo  nur  die  Forderung  auftritt,  in  ^ 
gebe  es  einen  Punkt,  in  dem /"von  erster  Klasse  auf  $.  Fürß>.l 
ist  eine  solche  Verschärfung  von  §  9,  Satz  VI  unmöglich.  Denn  sei 
f  eine  Funktion  ß-ter  Klasse  auf  9t,  und  sei  a>  1.  Dann  gibt  es 
kein  ß<C^  derart,  daß  auf  jedem  in  9t  perfekten  Teile  ^  von  9(  ein 
Punkt  a  läge,  in  dem  f  von  ^-ter  Klasse  auf  $  ist.  Denn  gäbe  es 
auf  jedem  Sß  einen  solchen  Punkt,  so  wäre  nach  §  9,  Satz  VI  f 
von  höchstens  ^-ter  (^  ^  l),  und  somit  nicht  von  ß-ter  Klasse 
auf   S. 

Nun  iiann  in  analoger  Weise  auch  Satz  XII  von  §9  für  ß  ^  1  verschärft 

Satz  lyi).  Sei  SU  separabel  und  relativ- voÜBtändig,'  und  sei  S8 
ein  in  91  dichter  Teil  von  St.  Damit  die  auf  18  gegebene  Fnnktion  f 
zu  einer  Punktion  höebstena  erster  Klasse  auf  %  erweitert  werden 
könne,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dai3  es  anf  jedem  in  St  per- 
fekten Teile  p  von  9t,  in  dem  48  diclifc  ist,  einen  Punkt  gehe,  in  dem: 
(0)  <^ia;f,^m)  =  Q. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist  die  Funktion  f  von  höchstens 
erster  Klasse  auf  9t,  so  ist  sie  nach  Satz  II  punktweise  unstetig  auf  ^.  Es 
gibt  also  in  $  einen  Punkt,  in  dem; 

«(«iA»-o, 

und  da: 

»(oi/',  !psj)S«(«iAW, 

ist  in  diesem  Punkte  auoh  (0)  erfüllt. 

'}  Auf  andrem  Wege  z«erst  bewiesen  von  R.  Baire,  Actamath.  30  (1006),  17. 
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Kap   V    5  10     riinktijoen  erster  und  zwe  ter  Klaabe  3b5 

DiP  Brdmgimg  ist  hmreichtad  Vermuge  der  Schrankungaf  rmation 
kann  f  als  beaohrankt  anBenommon  nerden  lat  im  Punkte  a  von  !ß  fO)  erfüllt 
80  gibt  ea  zu  jedem  s  -*  0  eine  Zahl  c  und  eme  Umgelung  11  [a]    so  daß 

\f—c\  F  auf  U(a)  $  Sg 
Da.  die  Konstante  e  \on  nullter  Klaase  auf  $  ist  so  ist  f  im  Punkte  «  für 
jedes  p'^O  mit  der  Annäherung  e  von  eistcr  Klasse  erweiterlar  auf  J  d  h 
/  ist  in  a  von  erster  Klasse  erweiterbar  auf  ^  Nach  ij  9  Satz  XU  kann 
also  /  zu  einer  Punktirin  hoohstens  erster  Klasse  auf  9t  erweitert  werden  und 
Satz  IV  ist  bewiesen 

Wir  laBsen  em  Beispiel  emer  lunktion  folgen  An,  auf  eintr  Menge  S  M>n 
erster  Klasse  i^^t  aber  nicht  zu  emer  Funktion  erweitert  werden  kann  die  auf 
SS"  von  erster  Klasse  ist  Sei  3t  eine  nirgends  dichte  perfekte  Menge  des  Oi; 
«nd  sei  St  die  Menge  ihrer  Punkte  erster  Art    Dann  ist   Kap  I    Si  9    Satz  IV) 

und  es  ist  (Kap  I  g  9  Satz  III)  SS  abzahlbar  Wir  delimeren  lie  Punktion  f 
auf  ffl  liuroh  die  Vorsebrift  f=l  in  den  rechten  —  —  1  in  den  1  nken  End 
punkten  der  zu  3t  komplementären  Intervalle  Nach  Sitz  1  ist  /  \on  erster 
Klaaie  auf  S8  da  aber  jede  Funktion  auf  9t  die  auf  S9  mit  f  uberemstimmt 
auf  31  total  unstetig  ist  kann  nach  "satz  II  t  miht  zu  emer  Punktion  erster 
Klasse  auf  S  erweitert  werden. 

Satz  V.  Unterscheidet  sich  f  von  einer  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  auf  31  nur  in  einer  abzählbaren 
Punktmenge,  so  ist  f  von  höchstens  zweiter  Klasse  auf  yt. 

In  der  Tat,  cia  jede  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auch  von 
höchstens  zweiter  Klaase  auf  %  ist,  ist  Satz  V  für  a  =  2  enthalten 
in  Satz  VII  von  §  7. 

Ist  z.  B.  /"=  1  in  allen  rationalen,  =  0  in  allen  irrationalen  Punkten 
des  31^,  so  ist  f  von  zweiter  Klasse  im  ^^.  In  der  Tat,  da  f  sich 
von  der  stetigen  Funktion  A  =  0  nur  in  den  abzählbar  vielen  ratio- 
nalen Punkten  unterscheidet,  ist  nach  Satz  V  jf  von  höchstena  zweiter 
Klasse,  und  da  f  total-unstetig  ist,  kann  nach  Satz  II  f  nicht  von 
höchstens  erster  Klasse  sein,  ist  also  wirklich  von  zweiter  Klasse  im 
5R,,  wie  behauptet^). 

Ein  andres  Beispiel  einer  Funktion  zweiter  Klasse  im  SRj'  ist 
dieses:  Sei  5ß  eine  nirgends  dichte  perfekte  Punkttnenge  im  JR^,  Die 
Funktion  h,  djjp  =1  ist  auf  ^  und  =^  0  auf  SR^  —  iß  ist,  weil  ober- 
halb stetig,  von  erster  Klasse.  Daher  ist  nach  Satz  V  von  höchstens 
zweiter  Klasse   die  Funktion  f,  die  aus  h  entsteht,  indem  man  den 


')  Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit,  f  explizit  durch  zweifachen  Grenzüber- 
gang aus  stetigen  Funktionen  heraustellen,  z.  B.  (nach  A.  Pringsheim, 
Enoykl.  d.  math.  Wiss.  II  Äi,  7): 

f(x)^l\m    (limcosa^MUa;); 

Tgl.  hierzu  auch  L.  Galvani,  Eend.  Lomb.  (2)  44  (1911),  947. 
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Wert  von  h  in  den  abzahlbar  vielen  Punkten  erster  Art  \on  ^ 
in  0  verwandelt.  Und  da  f  total- unstetig  ist  auf  fß,  mithin  nach 
Satz  II  nicht  von  höchstens  erster  Klasse  im  ^R^  sein  kann  ist  / 
von  zweiter  Klasse  im  9),,  wie  behauptet 

Auf  Grund  von  Satz  V  ist  ea  von  Interesse  die  Functionen  naher  zu 
betrachten,  die  sich  von  einer  Funktion  höohstena  erster  Klaase  nur  in  einer 
abzählbaren  Punktmenge  unterscheiden. 

Wir  definieren:  Die  auf  St  endlioLe  Funktion  f  heiüt  im  Punkte  a  von  9t 
mit  der  Ännäkerung  e  Ton    erster  Klasse  auf  51  bei  Veinachla->sigung    abzahl 
barer  Mengen,  wenn  ea  eine  Umgebung  U  (o),  einen  ii  zahlbaren  Teil  9J  von  St 
und  eine  Funktion  f*  höchstens  erster  Klasse  auf  St  gibt    bo  daß 
\f—f\^^    aui    U(a)  (St-IB) 

Die  auf  %  beRohränkte  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  Si  von  erster 
Klasse  auf  31  bei  Vernachlas'Jigung  ab/ahlbarer  Mengen  wenn  sie  für  jede? 
f  >  0  im  Punkte  a  mit  der  Annäherung  s  von  er&tei  Kla&ee  ist  auf  91  bei 
Vernachlässigung  abzahlbarer  Mengen 

Die  Vehebige  Funktion  f  heißt  im  Piikte  a  von  erster  Klasse  auf  8 
bei  Vernachlässigung  abzahlbarer  Mengen  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Sc  hrankungi. 
transformal lon  entstehende  Fut  ktion  m  a  von  erster  Klasse  int  auf  31  bei  Vei 
nachlässigung  abzahli  arer  Mengen 

Satz  VI     Ist  f  in  jedem  Punkte  der  separabien  Menge  ST  mit 
der   Annäherung  e   von   erster   Klasse   auf   31   bei   Vernachlässigung 
abzählbarer  Mengen     so   gibt   es   eine  Punktion  F  höchstens  erster 
Klasse  auf  St  und  einen  abzahlbaren  Teil  91  von  SI,  so  daß: 
(0)  \f—F\^f    auf  9t  — 9}. 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  von  9t  gibt  es  eine  abgeschlossene  Um- 
gebung U  (a)  in  9t,  eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  f*  und  einen  abzähl- 
baren Teil  91,  von  Ü(a),  so  daß: 

lf-r\<^     aufÜ(a)-5!„. 
Wieder   gibt  es   (vgl    den  Beweis  von  ^  9,  Satz  I)  unter  diesen  U  (o)  abzahlbar 
viele  11  (n^,)  (j':=l,  2,       )    deren  Vereinigung  St  ist.    Die  zugehörigen  f*  nennen 
wir  fy,   die   zugehörigen  9?„  nennen   wir  9Ij       Bilden  wir  die  Funktion  F,   wie 
beim  Beweise  von  §  9,  Satz  I    und  setzen 

'<i  =  %-i-%+       +9fv  +  ..., 
so  ist  Sß  abzählbar,  und  es  gilt  (0),  womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Satz  VII.  Ist  die  Funktion  f  in  jedem  Punkte  der  separabien 
Menge  St  von  erster  Klasse  auf  SI  bei  VernaohläsSgung  abzähl- 
barer Mengen,  so  unterscheidet  sie  sieh  von  einer  Funktion  höch- 
stens erster  Klasse  auf  SI  nur  in  einer  abzählbaren  Punktmenge. 

Der  Beweis  ist  zunächst  derselbe  wie  für  §  9,  Satz  II,  nur  daß  an  Stelle 
der  dortigen  Ungleichung  (*)  nunmehr  tritt: 
(00)  \f~-K\&^y     autSt  — ?ß,,, 

wo  \  ein  abzählbarer  Teil  von  9t.  Dabei  können  wir  annehmen,  die  e^  seien 
so  gewählt,  daß  ^Cy  eigentlich  konvergiert. 
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Wir  ersetzen,  nun  in  F^  jeden  Wert  ">  F^-^s,  durcb  P, -|-e,,  jeden  Wert 
<  fj  —  *,  durcli  J*!  — fi,  wodurch  eine  Funktion  F^*  höoliatens  erster  Klasse 
entsteht  (§  1,  Satz  VIII).     Da  wegen  (00) 

Ft  —  *x£f<K  +  h     aufm  — 5},, 

\F,*~f\£\F^~f\     aiifat  — 9fi, 
und  somit  wegen  (00): 

\F^*  —  f\£i2    auf  SI  —  (Sil 4- WO • 
In  derselben  Weiße  fortfahrend,  bilden  wir  F%  indem  alle  Werte  von  F^, 
die  >F^'j-'^^  sind,  duroh  JP*  +  Ea,  alle  Werte,  die  <^*  — k^  sind,  durch  #|  —  s, 
ersetzt  werden  usf.    Wir  erhalten  so  eine  Folge  {J'?}  von  Funktionen  höchstens 
erster  Klasse  auf  9[,  so  daß: 

(o*'o)  I  K+i  —  F*\<  ^     ^"f  5i, 

(%0)  \F^-f]<^.     auf  at-(9J,  +  9?,  +  ...4-9!„). 

Wegen    (o^o)    ^"^    ^^'^    eigentlichen   Konvergenz   von   2  ^r    konvergiert 

{Ft}  gleichmäßig   anf  Ifl   gegen   eine  Funktion  F  höchstens  erster  Klasse  (§  1, 
Saiz  X),     Wegen  (OqO)  ist 

f^F    auf  M  — (Ki-L9!ä4---'  +  9f.  +  --), 
und  da  {5ßi  +  ^^a  +  ■  ■  ■  +  %  +  ■•■)  abzählbar,  ist-  Satz  VII  bewiesen. 

Gibt  es  nun  keine  Punktion  höchstens  erster  Klasse  auf  S,  von  der  eich 
die  Punktion  f  nur  in  einer  abzählbaren  Puoktmenge  unterscheidet,  so  gibt  es, 
wie  Satz  VII  lehrt,  gewiß  einen  Punkt  von  a,  in  dem  sie  nicht  von  erster 
Klasse  auf  3(  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen  ist.  Für  jedes  hin- 
länglich kleine  e  >•  0  ist  dann  f  in  a  auch  nicht  mit  der  Annäherung  e  von 
erster  Klasse  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen. 

Wie  Satz  III  von  g  9  wird  bewiesen; 

SatzVni,  Pie  Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen  die  be- 
schränkte Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  E  von  erster  Klasse 
auf  %  ist  bei  Vernaohlässigung  abzählbarer  Mengen,  ist  abge- 
schlossen in  9t. 
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Daraus  folgt  nun  weiter  (wio  Säte  V  und  VI  in  §9); 

Sat»  X.  Die  Menge  m  aller  Punkte  der  aeparablen  Menge  at, 
in  denen  die  beaehränkto  Funktion,  f  nicht  mit  der  Annäherung  « 
von  erster  Klasse  auf  31  ist  bei  Vernachlässigung  abzählbarer 
Mengen,  ist  perfekt  in  9i. 

Satz  XL  Damit  es  auf  der  separablen  Monge  9t  eine  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  gebe,  die  sich  von  f  nur  in  einer  abzahl- 
baren Punktmenge  unterscheidet,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  auf  jedem  (nicht  loeren)  in  91  perfekten  Teile  ^  von  Steinen 
Punkt  gebe,  in  dem  f  von  erster  Klasse  auf  ^  iat  bei  Vernachlässi- 
gung abaählbarer  Mengen. 

Nunmehr  können  wir  zeigen: 

Satz  XII').  Damit  es  auf  der  separablen,  relativ-vollständigen 
Menge  M  eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  gebe,  die  eich  von  f 
nur  in  einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheidet,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  /"punktweise  unstetig  sei  bei  Vernachlässi- 
gung abzählbarer  Mengen^)   auf  jedem  in  9t  perfekten  Teile  von  3t. 

Die  Bedmgung  i'it  notwendig:   dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  II. 

Dje  Bedingung  ist  hinreichendr  denn  ist  sie  erfüllt,  so  gibt  es  in  jedem 
in  9t  perfekten  Teile  ^  lon  81  Punkte,  in  denen  f  stetig  und  mithin  auch  von 
erat«r  Klasse  ist  auf  5P  bei  Vernachlässigung  abzahlbarer  Mengen,  und  die  Be- 
hauptung folgt  aus  Satz  XI. 

Vermöge  Satz  V  folgt  aus  Sata  XII: 

Satz  Xm.  Ist  Sl  sepaiabel  und  relativ-vollständig,  und  ist  f 
punktweise  unstetig  bei  Vernachlässigung  abzahlbarer  Mengen  auf 
jedem  in  9(  perfekten  Teile  von  St,  so  ist  /"von  höchstens  zweiter 
Klasse  auf  a. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Funktionen  zweiter  Klasse  kennen 
gelernt,  die  sich  von  einer  Funktion  höchstens  erster  Klasse  nur  in 
einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheiden.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
daß  es  auch  Funktionen  zweiter  Klasse  gibt,  die  nicht  durch  bloße 
Abänderung  der  Werte  in  einer  abzahlbaren  Punktmenge  in  eine 
Punktion  höchstens  erster  Klasse  verwandelt  werden  können. 

Sei  zu  dem  Zwecke  91  eine  separable,  vollständige,  insichdiohte 
Menge,  und  sei  die  abzählbare  Menge  der  Punkte  a,  [v  =  l,2, ...) 
von  üt  dicht  in  9t.  Sei  gtv  ein  den  Punkt  üy  enthaltender,  perfekter 
und  in  9(  nirgends  dichter  Teil  von  9(  (Kap.  I,  §  8,  Satz  VIII).  Die 
Menge 

59  =  91^  -i-  9[,  -f  . . .  -f  9t.  4-  ■  ■  ■ 
ist  höchstens  eine  Menge  SS^  in  91.   Sie  selbst  und  ihr  Komplement 
zu  ?t  sind  also  höchstens  Mengen  ^g.     Setzen  wir: 


')   Auf    andrem   Wege    bewiesen    von    R,   Baire,    Ann.    di    mat.    (3)    ; 
9),   75. 
^)  Kap,  III,  §  7,  S,  227. 
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f=l  auf  S;     f=0  auf  ffl  — 99, 
Bo  ist  also  f  nach  §  7,  Satz  I  von  höchstens  zweiter  Klaase  auf  9t. 

Da  jeder  Punkt  a^  in  5Ö  vorkommt,  ist  59  dicht  in  8t.  Da  S9 
von  erster  Kategorie  in  31  ist,  ist  ?l  —  S  dicht  in  Sf  (Kap.  I,  §  8, 
SatzXIV),  also  ist  f  total-unstetig  auf  SE,  und  mithin  nach  Satz  H 
wirklich  von  zweiter  Klasse  auf  91. 

Sei  S  irgendeine  offene  Menge,  die  einen  Punkt  von  9[  enthält. 
Jede  der  beiden  Mengen  gSS  und  E(8l  —  ^)  hat  dann  die  Mächtig- 
keit c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XII,  XV,  VI).  Ist  also  9i  irgendein  abzähl- 
barer Teil  von  9t,  so  sind  S9  — 9!S9  und  (a  —  33)  —  31  (9t  —  58)  dicht 
in  9t.  Ändert  man  also  die  Werte  unsrer  Funktion  f  in  einer  be- 
liebigen abzahlbaren  Punktmenge  ab,  so  bleibt  sie  total-unstetig  auf  91, 
kann  also  dadurch  nicht  in  eine  Funktion  höchstens  erster  KIebsb 
übergeführt  werden. 

Satz  XIV.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  9t  stetiger  Funktionen, 
so  sind  iimfv  und  lim/'j  von  höohßtens  zweiter  Klaaee  auf  Ä, 

und   zwar   ist   lim.fy  höchstens   eine  Funktion  g^   und    lim/i 

höebstena  eine  Funktion  G^. 

In  der  Tat,    daß  lim fy  von  höchstens   zweiter  Klasse   ist,    ist 

(fürß  =  l)  enthalten  in  §  1,  Satz  XII.  Bezeichnet /'v,^  den  größten 
unter  den  k-\-l  Funktionswerten  f^,  f^j^i,  ...,  f,+k,  so  ist  ^,fc 
stetig  (Kap.  n,  §  3,  Satz  VIII),  und  die  Folge  fv,i,fr,2,-.-,K.i,---  ist 
monoton  wachsend.     Daher  ist 

^,=^limÄ,* 
höchstens  eine  Funktion  G^,  und  mithin,  wegen 

iim^„  =  liin^  , 
ist,  da  {fy}  monoton  abnimmt,  limf,  höchstens  eine  Funktion  g^. 
Satz  XV.    Seif(a,f)für  jedes  (aus  (0,1)  eine  auf  91  stetige 
Funktion  von  o,  so  sind  ]hnf(a,t)\ind  lini/"(a,f)  von  höchstens 

zweiter  Klasse  auf  ST,  und  zwar  ist  limf(a,t)  höchstens  eine 

Funktion  g^  und  limf(a,t)  höchstens  eine  Funktion  G^. 

Sei   in   der  Tat  F{a;lf,f)   die  obere  Schranke   der  Funktions- 
werte f{a,  t)  für  alle  (  aus  [f,  C]  (bei  festgehaltenem  a).   Wir  zeigen 
Hutin,  Theorie  der  leellen  Funktlonea.    t.  24 
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zunäcliBt:  Fia;f,f)  ist  eine  aui  9t  unterhalb  stetige  Funktion  von  a. 

Sei  in  der  Tat  p  irgendeine  Zahl: 

(t)  p<F{a;f,i"}. 

Dann  gibt   es  ein  (*  in  [(',("],  so  daß: 

(tt)  f(«,'*)>i.. 

Sei  nun  {a^}  irgendeine  Puiiktfolge  aus  9[  mit  hma^  =  a.    Aus  (||) 

folgt  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f: 

/"{«■*!**)!!>?     für  fast  alle  v. 
Also  ist  auch 

F{<iy-JJ')'>p     für  fast  alle  v. 
Also  ist: 

und  da  dies  für  jedes  (f)  erfüllende  p  gilt; 

\xmF{a,-J,f)^F{a-J,l!'), 

d.  h.  F{a;  (',  ("}  ist  als  Funktion  von  a  unterhalb  stetig,  wie  be- 
hauptet. 

lD&F{a\^,i")  als  Funktion  von  i  mit  abnehmendem  ('  monoton 
wächst,  ist; 

limF(»;(',i")  =  lJmJ'(a;^,i"j   [^FiaJ'i) 

gleichfalls  unterhalb  stetig  auf  S&  (Kap.  II,  §  10,  Satz  I)  und  mithin 
eine  Funktion  Q^.  Und  da  F{a,f)  mit  abnehmendem  f  monoton 
abnimmt,  ist: 

iim  f{a ,  ()  -=  Um  F{a,  t")  =  lim  ^  U,  i) 
i=i-o  ("  =+0  *  =  »     \      *■' 

höchstens  eine  Funktion  g^  und  somit  (§  6,  Satz  I)  von  höchstens 
■  zweiter  Klasse,  wie  behauptet. 

§  H.  Funktionen  dritter  Klasse. 

Wir  wol]eQ  nun  ein  Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klaaae  geben'^).  Sei  3 
eine  separable,  kompakte,  vollständige  und  inaichdiohte  Punfetmenge,  und  Bei 
die   abzäklbare   Menge   der  Punkte  a„   (fj  =  1,  2,  . , .)  von  9t  dicht  in  a.    Wir 


')  Das  erste  Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klasse  wurde  von  R.  Baire 
angegebeo  (Acta  math.  30  (1S06)  30fi.);  wir  kommen  darauf  unten  znrück. 
Wie  R.  Baire  mitteilt  {a.  a.  0.  47),  war  V.  Volterra  sckon  1898  im  Besitze 
eines  solchen  Beispieles. 
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bezeieiinen  mit  SlJ,''  (''1=^  1,2,.. .)  einen  o,,    enthaltenden  perfekten  und  ia  St 
nirgends  dichten  Teil  von  31.    Die  Vereinigung 

Sl™  =  ^i"  +  Vl^"  +  ■■■  +  <*  4-  -  ■  ■ 

ist  dann  dicht  in  St.     Dabei  können  wir  je  zwei  9l|,^'  als  fremd  annehmen'). 

Wir  denken  uns  sodann  einen  abzählbaren,  in  sj,"  dichten  Teil  von  'ä*^' 
gegeben:  a^  ^  (r^^^l ,  2,  . . .).  Wir  bezeichnen  mit  H^'  „  einen  perfekten  und 
in  31^^'  nirgends  dichten  Teil  vonfflj,^',  der  den  Punkt  avi,r,  enthält.  Die  Ver- 
einigung: 

K  =  ^n-i  +  K.i+  ■■■  +  ^'''',-,  +  -  ■  ■ 
ist  dann  dicht  in  Sä}^K    Dabei  können  wir  je  zwei  91^^^    als  fremd  annehmen. 

Indem  wir  eo  fortfahren,  erhalten  wir  Mengen  StJ,"  ^  ^,  von  folgenden 
Eigenschaften ;  Ea  ist  Sj*'''^'  ,,  ^  ein  perfekter  und  in  91^^  ^  ^  nirgends 
dichter  Teil  von  Slj,''  ,,        ,  ,  und  es  ist  die  Vereinigung: 

91«%^' ,=<tvL „i+<!4' .„«  +  ---+<!'i .■,.Mi+--- 

dicht  in  Sl.fJJ,,,,  .,^,  ■     Je  '^»'e' S^iltr],...,  ,^+i   «'id  fremd^). 

Bezeichnen  wir  noch  mit  W-^  die  Vereinigung  aller  St^'  ^  ,.  (''ii''a.  ■  •  -? 
n=l,  2,...),  30  ist  (Kap.  I,  §4.  Satz  IX)  jede  Menge  %'■"  dicht  in  H,  und 
endlich  ist: 

Der  Durchschnitt: 

ist   dann  nicht  leer,  da  nach  Kap.  I,  §  "2,  Satz  VIII  die  Folge  abgeschlossener 

^!l'>^ii'.   >        >"'l?v, >■■■ 

3inen  gememsamtn  Punkt  enthilt 


')  In  der  Tat  man  konstruiere  9I*J'  naeli  dem  Verfahren  von  Kap.  I,  g  8, 
Satz  VIII,  indem  man  unfern  Punkt  Oj,  fall"  ei  nach  Ü(«„;  ej  (i,^0,  2)  fällt, 
ais  Punkt  a»,  1  wählt  ebenso  den  Punkt  a,,  falls  er  nach  U(aii,ii!  Qz) 
(i,,ij^l),2)  fallt  als  Punki  a^  ,,  1  u«f  Dann  snthältl'J'  keinen  der  Punkte 
öa.ds,...  Der  Punkt  a,  hat  also  von  "l'J'  positiven  Abstand  g.  Nun  kon- 
struiere man  die  Menge  Sl'J'  in  U(aj;e),  und  so,  daß  sio  die  Punkte  a^,  a^, . . . 
nicht  enthält.  Dann  hat  a^  von  M'^'+^'a  positiven  Abstand  o.  Man  kon- 
struiere die  Menge  91  i  in  U(a^;a),  und  so,  daß  sie  die  Punkte  «j,  iis, . . .  nicht  ent- 
hält usf.     Je    zwei    Mengen    9l'^'  (j'^^  1, 2, . . .)  sind  dann  fremd. 

°)  Es  würde  übrigens  für  das  Folgende  geniigen,  wenn  der  Durchschnitt 
je  zweier  dieser  Mengen  in  jeder  von  beiden  von  erster  Kategorie  ist, 

24* 
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Da  m'*+^'  von  erater  Kategorie  in  ^'^l,^      ,^  ist,  und  da  a''"><91'^S  ist 
auoh  ^''"'  von   erBt«r  Kategorie  in  Ulj,''  ,,         ^ 

Als  Vereinigung  abzählbar  vieler  abgeBcbloasener  Mengen  ist  jede  Menge  Sl 
hoobstens  eine  Menge  Sßj ,  mithin  St'*"'  höchstens  eine  Menge  ®, ,  und  91  —  W 
böchsteae    eine   Menge  !Ga,    also    sind    sowohl   91'"'    als    H  —  Sl''"'    liöohstens 
Mengen  ®4 . 

Definieren  wir  nun  eine  Funktion  f  durch: 

(0)  f=l     auf  a'"';    /  =  0    auf  31  —  91''"', 

HO  ist  f  nach  g  7,  Satz  I  von  höchBteuB  dritter  Klasse  auf  !1.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  f  wirklich  von  dritter  Klasse  auf  M  ist. 

Angenommen,  es  wäre  f  voa  hÖcliBtenB  zweiter  Klasse  auf  91.    Dann  gibt 
es  eine  Darstellung: 
(00)  f^\imf.,, 

wo  Jedes  f„  von  hoobstens  erster  Klasse  auf  9t .  Nach  §  10,  Satz  II  ist  demnach  f„ 
punktweise  unstetig  auf  SlJ^l  Die  Menge  S9,  aller  Punkte,  in  denen  f„  nicht 
stetig  ist  auf  M.^\  ist  demnach  von  erster  Kategorie  in  8^  '  (Kap.  III,  §  4, 
Satz  in),  und  da  —  wie  wir  sckon  sahen  —  auch  W-  von  erster  Kategorie 
in  9t^^'  ist,  so  ist  auch  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX); 

»  =  at'^'  ■  9l'">  +  »1  +  «a  +  ■  ■  -  +  39»  4-  ■  ■  ■ 
von  erster  Kategorie  in  91^ ,    Es  gibt  also  (Kap   I,  g-  8,  Satz  XIV)  in  9tJ,^^'  einen 
nicht  zu  SS  gehörigen  Punkt  b^,  d.  h,  einen  Punkt  b^,  in  dem  alle  f„  stetig  sind 
auf  9t;,^'  und  der  zu  ST  —  St'"'  gehört. 
Zufolge  (0)  und  (00)  ist  daher; 

lim/-;,  (60  =  0; 

es  gibt  also  einen  Index  %,  so  daß: 

/■.,(«  <i. 

and  weil  ^,  stetig  auf  91^^*  ist  in  h,,  gibt  es  eine  abgeschlossene  Umgebung 
Ü(A<Qi)  von  6^  in  9l'",  auf  der: 

Dabei  kann  ohne  weiteres  angenommen  werden; 
l 

Da  %'^^    h  ht    n  a'      st        It  e      a  U  {6  ;  ft)  auch  Punkte  von  9tf_l   und 
mithin   auch   Punkte      n      M  nge    l  Da   die  /"„   auoh  auf  91,7^ ,,    punkt- 

weise unstet  g  smd  und  Sl'  '  au  b  %  '  von  erater  Kategorie  ist,  gibt  es 
in  U(6i;ei)-9(  '  emen  Punkt  6  n  den  alle  /'„  stetig  sind  auf  Sit!',,-,-  ""■* 
der  zu  91  —  l'      gl 
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Wie  vorhin  folgert  man  die  Existena  eines  Index  «j  sowie  Piner  abge- 
BohlOBsenen  Umgebung  Ü  (b^;  e^)  von  63  in  a^^'  ^  ,  auf  der 

Dabei  kann  ohne  weiteres  angenümmen  werden: 

Ü(b,;e,)<U{b,;e,):    e^^-^^;    «,^2. 
Indem  wir  so  weiter  schiicßen,  erhalten  wir  eine  Punktfolge  {&,}  und 
eine  Indiüesfolge  {»1},  so  daS  bi  zu  ^yl,ri,....,yi  gehört;  fetner  zu  jedem  &< 
eine    abgeaolilossene    Umgebung    Ü(fii;ei)    in    9fJ'  ,,         „   ,    und    endlich    eine 
Indiiesfolgo  {»(},  so  daß; 

/■„,<!     auf  Ü(&,;eO- 
Dabei  kann  angenommen  werden: 

K(6i+iiei+i)<ö(''<;ei);    S'^-J-;    «'^»' 

Daraus  entnimmt  man  sofort,  daß  {6,J  eine  CauchyBchc  Folge  ist 
(Kap.  I,  §8,  S.  99).    Es  existiert  also,  da  91  vollatändig  ist,  der  GrenKpunkt: 

und  gehört  zu  91.    Da  ferner  6„  allen  Üi(bi;ei)  angehört,  ist: 
(000)  A,(&™)<^    für  alle  i. 

Der  Punkt  6^  gehört  aber  auch  zu  ^t''"'.  In  der  Tat,  der  Punkt  6(  ge- 
hört zu  Sil'-',  ,,...„„;,  und  somit  auch  zu  Sllij',  ^fly,,  ■■-.  31^7^1, ..,,r(_i'  ö.  h.  in 
der  Folge  {6,}  gehören  alle  Punkte  zu  a<^',  alle  von  &j  an  zu  ^f^^^,  alle 
von  b,  an  zu  ffl**' ,,  ^  .  Und  da  jede  dieser  Mengen  abgeschlossen  ist,  ge- 
hört auoh  der  Grenzpunkt  ö,^  von  {6,}  zu  allen  diesen  Mengen,  und  somit 
auch  zu  deren  Durchschnitt,  und  somit  auoh  zu  W'"'. 

Nach  (0)  und  (00)  muß  also  sein; 

lim/'„(6„)=-l, 

was  wegen  «j^i  im  Widerspruch  steht  mit  (000)  Die  Annahme,  /  sei  von 
höchstens  zweiter  KlaMe  fuhrt  also  auf  einen  Widerspruch,  und  somit  ist  f 
Ton  dritter  Klasse    wie  behiuptet 

Ale  Spezialfall  erhalt  man  baeraua  das  erste  von  R.  Baire  ajigegebene') 
Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klasse  Sei  «l  das  Intervall  [0,  1]  des  SR,.  Mit 
(a,,  Oj,  . .  .,  üy,  .     )  bezeichnen  wir  den  Kettenbruch: 


n  auch  alle  Beweise  der  folgenden  Behauptungen  ündet. 


y  Google 


374  Dio  Baireschen  Funktionen. 

wobei  die  a^  natürliche  Zahlen  bedeuten.  Seien  t,  Kj,  a^, .  . .,  «^  beliebige 
natürliche  Zahlen,  nur  sei,  faUa  j'>  1  ist,  a^  ^i .  Mit  3tJ{,'^^^^^^^| bezeichnen 
war  die  Menge  aller  (endlichen  und  unendliohon)  Kottenbrüolie  {a^,  Cj,  . . .,  a^ , 
ßv+v  ß,+a'  ■  ■  ■).  '■»  denen  alle  Teifnenner  ß^^^,  ß,.^3,  ■  ■  -.  soweit  vorhanden, 
>'i  sind.  Bei  gegebenem  *  gibt  es  abzählbar  viele  Mengen  'afa  a  .,,»!'  ^^ 
man  erhält,  indem  man  v,  a^,  c,,  ...,  a^,  alle  zuläaaigen  natürlichen  Zahlen 

durchlaufen  läJJt.  Bei  gleichem  i  können  zwei  verschiedene  Mengen SlJ;  _„  „  . 

nur  rationale  Punkte  geniein  haben. 

Jede  Menge  9lj''  ^  «  )  'st  «ine  ii  [0. 1]  nirgends  dichte,  perfekte  Monge, 
und  unter  den  Mengen  31^^'  unsrer  allgemeinen  Theorie  kann  man  nun  die  ab- 
zahlbar vielen  Mengen  3l|^'  ^        ^  ,  veratehen'). 

Ebenso   kann  man  unter   den  Mengen  aij"  ^        ^     unarer    allgemeinen 

Theorie  die  Mengen  Sl{^j^„  „     verstehen.    Denn  istajj^^  „_ ^,  einedieaer 

Mengen,  ist  ß'^r,  und  ist  (im  Falle  n>  v): 

so  ist  31(1,"'' ^n  H  )  ^''^  '"  ®ia  a  a)  nirgends  dichter  perfekter  Teil  von 
^S  a,  XU,-  Die  Menge  at*"' besteht  daün  aus  allen  endlichen  Kettenbrüchen 
(«,,  ßj,  . . .,  ß^),  d.  h.  aus  allen  rationalen  Zahlen,  und  allen  denjenigen  un- 
endlichen Kettenbruchon  (c^,  a^,  .  . .,  ce,,,  .  . .),   in  denen  lim   ß^  =  4-00- 


§  13.  Existenz  von  Funktionen  ß-ter  Klasse. 

Wir  wenden  uns  nun  dem  Nachweise  ?,u,  daß  es  für  jedes  « 
aua  Uj  -f-  82  wirklich  Funktionen  «-ter  Klasse  gibt.  Wir  führen  den 
Beweis  zunächst  für  den  *R^,  d.  h.  für  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen,    Dabei  gehen  wir  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  I.  Es  gibt  eine  abzählbare  Menge  in  [0,1]  stetiger 
Funktionen: 

(0)  hjx),  }i.^{x),  ...,  Kix),... 

von  folgender  Eigenschaft:  Jede  in  [0,1]  stetige  Funk- 
tion f{x)  ist  Grenzfunktion  einer  (gleichmäßig  konvergen- 
ten) Teilfolge  aus  (0): 

f{x)^]imh„.{x). 
t=  = 

Vermöge  der  Sohränbungstransformation   können  wir  beim  Be- 
weise die  Ungleichungen  ansetzen: 
— l^^{a;)^l;     —  1  £  h„  {x)  £  1      (»=1,2,...). 

0  Vgl.  8.  371,  Fußn.  "). 
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Wir  betrachten,  wenn  l  eine  natürliche  Zahl  ist,  die  Menge  aller 
jener  in  [0,1]  stetigen  Funktionen  ft*''(a;),  die  in  den  Punkten 
=- (i  =  0, 1,...,Z)  rationale  Werte  aus  ( — 1,  1)  annehmen  und  in  den 
Intervallen  p^",  |-  (j=  1, 2,...,i)  linear  variieren.  Diese  Menge 
ist  gleichmächtig  mit  der  Menge  aller  Belegungen  der  l  -j-  t  Punkte 
=- (^■=0, !,...,()  mit  der  Menge  der  rationalen  Zahlen  aus  { — 1,1), 
hat  also  die  Mächtigkeit  j^(j'+i  =  Njj,  d.  h.  es  gibt  (bei  gegebenem 
l)  abzahlbar  viele  Funktionen  A®(a;).  Also  ist  auch  die  Menge  aller 
Funktionen  h"*{x)  (?==1,2, ...)  abzählbar  und  kann  also  in  der 
Form  (0)  angeschrieben  werden. 

Sei  nun  k  eine  beliebige  natürliche  Zahl.  Nach  Kap.  II,  §  4, 
Satz  IX  gibt  es  ein  l,  so  daß  für  jedes  x  aus  —j— ,  t\ '■ 

(00)  k<»^)"-<l)l<^ 

insbesondere  also  auch: 

«  k(^)-^(l)l<r 

Unter    den   Funktionen  h^'^(x)  gibt   es  solche,  deren  Werte  an  den 
Stellen   -j   den  Ungleichungen  genügen: 

Po«)  klD-'KDh^     «-o,>,-.'). 

Sei  h„^  eine  solche  Funktion.  Aus  (000)  und  (OoOj  folgt: 

l»".(^)-'4i)l<l- 

und  da  A„  [x)  linear  ist  in     -y— i  r  >  gilt  f«c    a'le  x  dieses  Inter- 
vaUes: 

(o<>o)  l»..w-''..(T)|<r 

Aus  (00),  (o'^o)  ""<*  C^O^)  t'ber  folgt  für  alle  x  aus  [0, 1] : 

!fW-''..Wi<P 

d.  h.  die  Folge  {A„  (x)}   konvergiert   in    [0,  1]     gleichmäßig    gegen 
f{x).     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  n.  Auch, jede  Funktion  f{x)  höchstens  erster 
Klasse  in    [0,1]  ist  Grenzfunktion  einer  Teilfolge  aus    (0). 
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Sei    in  der    Tat    fix)    von  höchstens    erster    Klasse   in  [0,1]. 

Dann  gibt  ee  eine  Folge  {fr(ic)}  in  [0,1]  stetiger  Funktionen, 
so  daß: 

(*)  f[x)  =  \\mU(x). 

Vermöge  der  Sohränkungstranafonnation  können  wir  f  und  die  f, 
als  beschränkt  annehmen.  Nach  Satz  I  gibt  es  zu  f»  [x)  in  (0) 
eine  Funktion  hn  (»),  so  daß: 

(••)  lf.w-».,wl<r    '» [»•']■ 

Aus  {*)  und  {**)  aber  folgt: 

nncl  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  IH.  Es  gibt  eine  Bairesche  Funktion  h{x,i)  im 
Einheitsquadrate^)  der  a;i-Ebene,  aus  der  Jede  der  Funk- 
tionen h^(x)  von  Satz  I  erhalten  werden  kann,  indem  man 
der  Veränderlichen  (  einen  festen  Wert  erteilt. 

Sei  in  der  Tat  (p„{{}  die  Funktion  .erster  Klasse,  die  definiert 
ist  dmch: 

y^(i)==l  für  (=--,     cf^{i)  =  Q  für  i+   -, 
Bo  ist  die  durch: 

definierte  Funktion  eine  Bairesche  Funktion  (höchstens  zweiter 
Kiaese),  und  es  ist: 

hJx)^h(xX\- 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

SatB  IV.  Es  gibt  eine  Bairesche  Funktion  f{x,t)  im  Ein- 
heitsquadrate der  rc(-Ebenö,  aus  der  jede  Bairesche  Funk- 
tion f{x)  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse  in  [0,1]  erhalten 
werden  kann,  indem  man  der  Veränderlichen  t  einen  festen 
Wert  erteilt. 

Für  den  Beweis  von  Satz  IV  wollen  wir  die  bisherige  Termino- 
logie dahin  abändern,  daß  wir  unter  Funktionen  O-ter  Klasse  nicht 
mehr  alle  stetigen  Funktionen,  sondern  nur  mehr  die  abzahlbar 
vielen  Funktionen  (0)  verstehen.     Nach   Satz  II  bleibt   der  Begriff 

■)  D.  k  im  Qiiadrat«  0^i<l,    O^iÄl. 
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„Funktion  höchstens  erster  Klasse"  und  damit  für  « >  1  auch  der 
Begriff  „Funktion  ß-ter  Klasse"  dabei  ungeändert. 

Wir  führen  den  Beweis  von  Satz  IV  durch  Induktion.  Für 
a  =  l  ist  (in  der  neuen  Terminologie)  die  Behauptung  richtig  zu- 
folge Satz  III,  Wir  nehmen  sie  als  richtig  an  für  alle  ß<ia  und 
zeigen,   daß   sie  dann  auch  für  a  zutrifft, 

1.  Fall;  a  ist  eine  isolierte  Zahl.  Nach  Annahme  gibt  es 
eine  Bairesehe  Funktion  im  Einheitsquadrate  der  3;u-Ebene,  g(x,u), 
aus  der  jede  Bairesehe  Funktion  g{x)  geringerer  als  (ß  — l)-ter 
Klasse  in  [0,1]  erhalten  werden  kann,  indem  man  der  Veränder- 
lichen M  einen  festen  Wert  erteilt. 

Nach  Kap.  II,  §  7,  Satz  IV  gibt  es  eine  Folge  in  [0,  l]  stetiger, 
den  Ungleichungen 

O^Mi(i)^l 

genügender  Funktionen  von  (,  derart,  daß  die  Folge  {»^(i)}  für 
mindestens  einen  Wert  (  aus  [0,1]  übereinstimmt  mit  einer  beliebigen 
Folge  {mj},  in  der 

O^Ui^l  (j=l,  2,...). 

Wir  bilden  nun  die  Folge  der  Funktionen 

gix,u,{t))  (i^l,2,,,,}. 

Naoh  §1,  Satz  V  sind  es  Bairesehe  Funktionen  im  Einheitsquadrat 
der  3;i-Ebene.     Nach  §  1,  Satz  XIV  ist  daher  auch: 

f{x,f)  =  \h^g{x,uM 

eine  Bairesehe  Funktion.     Wir  behaupten:  ea  ist  die  gesuchte. 

Sei   in    der   Tat  f(x)    eine   beliebige    Funktion    geringerer    als 
ß-ter  Klasse  in  [0,1];  es  ist  also: 
(•")  fW_limi,,,(x), 

wo  die  g^ix)  von  geringerer  als  (h  — l)-ter  Klasse  in  [0,1].  E» 
gibt  daher  ein  «^  in  [0,1],  so  daß: 

!,,(a,)-,(-.»,). 
Es  gibt  weiter  ein  (^  in  [0,1],  so  daß: 

»,—,('.)        (i~l,2,...), 
und  somit: 

Nun  geht  (***)  über  in 

und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 
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2.  Fall:  a  ist  eine  Grenzzahl.  Dann  gibt  es  (Einl.  §4,  Satz  XVII) 
«ine  wachaende  Folge  {ß^  von  Ordinalzahlen,  so  daß 
(***)  «  =  lim^.. 

Nach  Annahme  gibt  es  eine  Bairesche  Funktion  g^{x,u)  im  Ein- 
heitsquadrate der  3;M-Ebene,  aus  der  jede  Bairesche  Funktion  f{x) 
geringerer  als  ßy-tes  Klasse  in  [0,1]  erhalten  werden  kann,  in- 
dem   man    der  Veränderlichen   u   einen   festen   Wert  erteilt. 

Seien  [a„ ,  6„]  (j'  =  1,  2, . , .)  zu  je  zweien  fremde  Intervalle  aus  [0, 1  ]. 
Wir  bilden  durch: 

_  t^^a^ 

daa  Intervall  [a^,hy]  ab  auf  [0,1]  und  definieren  eine  Funktion 
f{x,t)  im  Einheitsquadrate  der  3;i-Ebene  durch: 

f{x,t)^gJx,^^~^\  für  O^x^l;     a^^t^K    (!■  =  1,2,...); 

f(x,t)^^0  in  den  übrigen  Punkten. 
Wir  erkennen  leicht,  daß    f(x,t)  eine  Bairesche   Funktion  ist; 
in  der  Tat,  nach  §  1,  Satz  V  ist  y^  (a:, ,   _  ^  1     eine     Bai  resche 
Funktion.     Also  ist  {§  7,  Satz  IV)  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen 

eine  Eorelsche  Menge,  daher  ist  auch  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen 

als  Vereinigung  abzählbar  vieler  Borelacher  Mengen  eine  Boreische 
Menge;  daher  ist  (§  7,  Satz  IV)  f(x,f)  eine  Bairesche  Funktion. 

Sei  nun  f(x)  eine  Bairesche  Funktion  geringerer  als  ß-ter 
Klasse  in  [0,  l].  Wegen  (*»*)  gibt  es  ein  ßy,  so  daß  f(x)  auch  von 
geringerer  als  ßy-bei  Klasse.  Aus  der  Definition  von  f{x.l)  folgt 
also  sofort,  daß  für  ein  (  aus  [0, 1]: 

womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Aus  Satz  IV  nun  schließen  wir  leicht: 

Satz  V^).  Für  jedes  a  aus  3, +  3^  gibt  es  Bairesche 
Funktionen  f{x)  «-ter  Klasse  in  [0,1]. 


■■)    Dieser    Satz    wurde    zuerst    bewiesen    von   H.  Lebe; 
math.  (6)  1  (1905),  205  £f.     Eine  vereinfachte  Darstellung  d 
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In  der  Tat,  oEfenbar  genügt  es,  nachzu weisen,  daß  es  eine 
Bairesche  Funktion  f{xj  gibt,  die  nicht  von  geringerer  als  a-ter 
Klasse  ist.  Sei  nun  flx,l)  die  Funktion  von  Satz  IV.  Wir  defi- 
nieren in  [0,1]  eine  Funktion  f(xj  durch: 

^*   "'  fW— |j     ^^^  f{x,x)  =  0. 

Dann  ist  f(x)  eine  Bairesche  Funktion.  Denn  nach  §1,  Satz  V 
ist  f{x,x)  eine  Baireeehe  Funktion;  es  sind  also  die  Mengen  aUer 
Punkte  von  [0, 1],  in  denen  f{x,x)'^Q  bzw.=0,  Eoreische  Mengen 
(§7,  Satz  IV),  also  auch  die  Mengen  aller  Punkte  von  [0,1],  in  denen 
f(a;)  =  0  bzw.  =1,  also  ist  f{x)  eine  Bairesche  Funktion  (§  7, 
Satz  IV). 

Es  kann  abei  f(x)  nicht  von  geringerer  ala  «-ter  Klasse  sein, 
denn  sonst  wäre  für  ein  gewisses  (: 

f(':)  =  f(x.i), 

und  indem  man  hierin  x  =  (  eetzt^  würde  ein  Widerspruch  mit  (j*^) 
entstehen,     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Aus  Satz  V  entnehmen  wir  noch  eine  für  das  Folgende  wich- 
tige Tatsache: 

Sat^  VI.  Ist  ffi  die  Menge  aller  jener  Punkte  aus  [0,1], 
die  nicht  darstellbar  sind  durch  einen  endlichen  System- 
bruch der  Grundzahl  2,  so  gibt  es  für  jedes  a  aus  3i~l~3a 
auf  SR  Bairesche  Funktionen  c-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  angenommen  es  gäbe  in  3i"l"3a  ^''^  /^(ä^)'  ^'^  ^^^ 
jede  Bairesche  Funktion  auf  !ffi  von  höchstens  ^-ter  Klasse  wäre. 
Sei  nun  9JI'  das  Komplement  von  3K  zu  [0,1].  Die  Menge  9Jt'  ist, 
weil  abzählbar,  eine  Menge  ^^,  also  ist  W  eine  Menge  5),,  und  sowohl 
HR  als  2Ji'  eiiid  höchstens  Mengen  Sig,  Sei  nun  f  eine  beliebige 
Bairesche  Funktion  in  [0,1];  sie  ist  dann  auch  eine  Bairesche 
Funktion  auf  OT.  Nach  §  10,  Satz  I  ist  sie  auf  9K'  von  höchstens 
erster  Klasse,  nach  Annahme  ist  sie  auf  TO  von  höchstens  /S-ter 
Klasse;  nach  §  8,  Satz  IV  gibt  es  daher  eine  Funktion  /j^  höchstens 
y?-ter  Klasse  in  [0, 1],  die  auf  Sffi'  mit  f  übereinstimmt,  und  eine 
Funktion  f^  höchstens  ^-ter  Klasse  in  [0,1],  die  auf  M  mit  f  über- 
einstimmt. Also  ist  f  nach  §  8,  Satz  I  auf  [0,  l]  von  höchstens  j5-ter 
Klasse.  Es  gäbe  also  für  a'^ß  in  [0,1]  keine  Funktionen  K-ter 
Klasse,  entgegen  Satz  V.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 


tna  hier  angeschloesen  haben,  wurde  gegeben  von  Ch.  J.  de  la  Valläe- 
isin  in:  Integrales  de  Lebesgue,  Fonotiona  d'enaemble,  ClaBsos  de  Baire 

a  1916),  145  ff. 


y  Google 


380  Die  Bairesohen  Funktionen. 

Nunmehr  gehen  wir  wieder  über  zu  beliebigen  metrischen 
Räumen  und  können  Satz  V  in  folgender  Weise  verallgemeinern r 

Satz  VII.  Auf  jeder  relativ-vollständigen  Menge  % 
deren  insichdichter  Kern  S"  nicht  leer  ist,  gibt  es  für  jedes 
tt  aus  iJi-|-3a  Bairesche  Funktionen  ß-ter  Klasse. 

Nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  VI  ist  S  abgeschlossen  in  91,  also  ein 
0 -Durchschnitt  in  W,  und  da  ffl  relativ-vollständig,  ist  Ä  ein  o- Durch- 
schnitt in  einer  vollständigen  Menge.  Nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  VI 
und  VII  gibt  es  daher  in  Ä,  und  somit  in  ^  einen  Teil  5),  der  um-. 
kebrbar  eindeutig  und  stetig  auf  die  Menge  9)t  von  Satz  VI  abge- 
bildet werden  kann.  Zu  jeder  Funktion  f  auf  M  gehört  vermöge 
dieser  Abbildung  eine  Funktion  g  auf  5),  so  daß  f  und  g  in  ent- 
sprechenden Punkten  von  ffl  und  S  dieselben  Werte  annehmen. 
Wegen  der  Stetigkeit  der  Abbildung  sowie  ihrer  Umkehrung  sind 
die  beiden  Funktionen  f  und  g  stets  gleichzeitig  stetig  und  daher 
auch  gleichzeitig  von  ß-ter  Klasse. 

Da  es  nun  für  jedes  a  aus  gi-j-gj  auf  STt  Funktionen  c-ter 
Klasse  gibt  (Satz  VI),  so  auch  auf  ®.  Wäre  nun  auf  91  jede 
Bairesche  Funktion  von  geringerer  als  a-ter  Klasse,  eo  erst  recht 
auch  auf  ®.  Da  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  gibt  es  auf  9!  Funk- 
tionen ß-ter  Klasse,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

§  13.  Unvollständige  Bairesche  Funktionen. 

Ist  {/■,}  eine  auf  91  definierte  Funktionenfolge,  so  bezeichnen 
wir  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  {f^}  konvergiert,  als 
die  Konvergenzmenge  von  {fy}  in  9(. 

Satz  I.  Ist  {f„}  eine  Folge  Bairescher  Funktionen  auf 
W  von  geringerer  als  a-ter  Klasse,  ho  ist  die  Konvergenz- 
menge von  {f^}  in  9E  höchstens  eine  Menge  ©o+a')- 

In  der  Tat,  vermöge  der  Sehränkungstransformation  können  wir 
{fr}  als  beschränkt  annehmen.     Nach  §  1,  Satz  XII  sind  lim  f,  und 
lim  fy  von   höchstens   (ß-|-l)-ter   Klasse;    dasselbe   gilt  dann  auch 
von  der  Differenz: 
(*)  ihü/;— iimf,,. 


')  Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung:  let  9B  höchstens  eine 
Menge  ®„^2  in  St,  go  gibt  ea  eine  Folge  {^}  von  Funktionen  geringerer  ala 
ß-ter  Klasse  auf  St,  deren  Konvergenzmenge  SB  iat.  Wegen  des  Beweises 
verweisen  wir  auf  H.  Hahn,  Arch,  d.  Math,  u.  Phya.  (3)  28  (1919),  34. 
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Die  Konvergenzmenge  von  {fy}  in  9(  aber  ist  die  Menge  aller  Punkte 
von  ai,  in  denen  der  Ausdruck  (*)  =0  ist.  Also  ist  sie  nach  §  7, 
Satz  I^)  höchstens  eine  Menge  ®o+ai  imd  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  {/;}  eine  Folge  Bairescher  Funktionen  auf 
SC,  so  ist  die  Konvergenzmenge  von  {f,,}  i"  91  eine  Borelsohe 
Menge. 

In  der  Tat,  ist  f,  von  «,-ter  Klasse,  und  a'^a,.  für  alle  v 
(Ein!.  §  4,  Satz  XIII),  so  ist  nach  Satz  I  die  Konvergenzmenge  von 
{f^y  höchstens  eine  Menge  '^a+i,  wnd  Satz  II  ist  bewiesen. 

Sei  zunächst  {fv}  eine  Folge  auf  SI  stetiger  Funktionen,  W  ihre 
Konvergenzmenge  in  S[.  Ist  501  =  91,  d.  h.  ist  {f,.}  auf  ganz  91  kon- 
vergent, so  hieß  die  Grenzfunktion  f=limf„  (wenn  sie  nicht  stetig, 

d.  h.  von  nullter  Klasse  auf  9t  ist)  eine  Funktion  erster  Klasse  auf  91, 
Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  daß  M  echter 
Teil  von  91  ist,  und  setzen  fest:  Die  auf  W  durch  f^^limf^  defi- 
nierte Funktion  heißt  (wenn  nicht  33!  =  91  und  f  stetig  auf  9t  ist) 
eine  unvollständige  Bairesohe  Funktion  erster  Klasse  auf  9t'}. 
Nun  definieren  wir  durch  Induktion  den  Begriff  der  unvoll- 
ständigen Baireschen  Funktion  «-ter  Klasse  für  alle  rt^-l  der 
ersten  und  zweiten  Zahlklasse.  Sei  {f,}  eine  Folge  unvollständiger 
Bairescher  Funktionen  auf  91  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse.  Ist 
9tv  der  Teil  von  91,  auf  dem  f^  definiert  ist,  so  ist  die  ganze  Folge  {f,} 
definiert  auf  dem  Durchschnitte 

®  -=  9t,  ■  9t,  - . . .  ■  9t„ . . . 
Ist  aK  die  Konvergenzmenge  von  {f,}  in  3),  so  ist  durch  f^limf, 

auf  ffi  eine  Funktion  definiert,  die  wir  (falls  sie  nicht  eine  unvoll- 
ständige Bairesche  Funktion  geringerer  als  a-ter  Klasse  auf  9(  ist) 
als  unvollständige  Bairesche  Funktion  H-ter  Klasse  auf  ä[ 
bezeichnen  wollen. 

Der  Gleichförmigkeit  halber  setzen  wir  noch  fest;  Eine  unvoll- 
ständige Bairesche  Funktion  0-ter  Klasse  auf  9t  sei  dasselbe  wie 
eme  Bairesche  Funktion  0  ter  KUe^e  auf  9(,  d.h.  eine  auf  ganz 
ä(  dehnierte  und  itetige  Funktion 

')  Man  hat  dort  p  =  q  =  0  zu  setzpn 

°)  Wie  man  Eieht  smd  dio  Baireechea  I'unktiooea  erster  K-lasse  als 
Sperialfall  hierin  enthalten  namlitii  wenn  3Ti  =:  9(  und  ^  aicht  stetig  auf  H. 
Auch  im  Falle  daß  SOi.  leer  ist  Bfreohen  wir  —  in  imeigentlicheni  Sinne  — 
von  einer  (nirgenda  aut  31  definierteni  unvollständigen  Baireschen  Funktion 
erster  Klasse 
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Für   ß  =  l   gilt; 

Satz  III.  Ist  f  eine  unvoilständige  Bairesche  Funktion 
erster  Klasse  auf  %,  so  ist  die  Menge  9K  aller  Punkte,  in 
denen  f  definiert  ist,  höchstens  eine  Menge  Sg  in  31,  und 
es  gibt  eine  Funktion  [löchatene  zweiter  Klasse  auf  9[,  mit 
der  f  auf  9)1  übereinstimmt. 

In  der  Tat,  die  Menge  50!  aller  Punkte  von  %,  in  denen  f 
definiert  ist,  ist  die  Konvergenzmenge  einer  Folge  {f,}  auf  2t  stetiger 
Funktionen,  und  mithin  nach  Satz  I  höchstens  eine  Menge  Sg.  Und 
auf  gH  ist:  _^ 

und  nach  §10,   Satz  XIV  ist  hmf,  von  höchstens  zweiter  Klasse  auf 

%.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Für  ß  ;>.  1  begnügen  wir  uns  mit  dem  Beweise  des  Satzes : 

Satz  IV.  Ist  f  eine  unvollständige  Baireeche  Funktion 
auf  ai,  so  ist  die  Menge  OT  aller  Punkte,  in  denen  f  defi- 
niert ist,  eine  Boreleche  Menge  in  %,  und  es  gibt  eine 
Baireeche  Funktion  auf  9t,  mit  der  f  auf  ffl  übereinstimmt. 

Nach  Satz  III  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  feine  unvoU- 
ständige  Bairesohe  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  81  [st. 
Allgemein  führen  wir  den  B'eweis  durch  Induktion. 

Sei  f  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion  a-ter  Klasse, 
und  die  Behauptung  werde  als  richtig  angenommen  für  alle  unvoll- 
ständigen Baireschen  Funktionen   von  geringerer   als   a-ter  Klasse. 

Es  ist  auf  M: 

/■=^Iimf„, 

wo  /■„  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion  geringerer  als  er-ter 
Klasse  auf  9t,  Sei  9lv  der  Teil  von  iJt,  auf  dem  f,  definiert  ist. 
Nach  Annahme  ist  %,  eine  Boreische  Menge  in  91.  Nach  §  4, 
Satz  VI  ist  dann  auch  der  Durchschnitt: 

eine  Bore  Ische  Menge  in  9t. 

Ferner  gibt  es  nach  Annahme  eine  Bairesche  Funktion  Fy  auf 
3t,  mit  der  f^  auf  Bt^  Übereinstimmt.  Naeh  Satz  II  ist  die  Kon- 
vergenzmenge 9!  von  {F^y  in  9t  eine  Boreische  Menge.     Wegen: 


s  Durchschnitt  zweier  Borelsoher   Mengen, 
wie  behauptet. 
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Nach  §  1,  Satz  XIV  ist  lim  F,  eine  BaireBche  Funktion  auf 
9X,     Da  aber  "^^ 

f=\ira F,.{=lim.F^]     auf  m, 

so   stimmt  f  auf  9K  mit  einer  Baireeehen  Funktion  auf  91  überein, 
und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Satz  V.  let  f  eine  unvollständige  Bairescho  Funktion 
auf  91,  so  ist  für  alle  p  und  g  die  Menge  9((p  ^f  ^  q)*)  eine 
Borelsohe  Menge  in  31. 

In  der  Tat,  ist  f  definiert  auf  dem  Teile  W  von  31,  ßo  ist  nach 
Satz  IV  9K  eine  Borelache  Menge  in  91,  und  es  gibt  eine  Bairesche 
Funktion  J"  auf  9f,  so  daß: 

f^F    auf  SK. 
Nach    §  7,  Satz  IV    ist   die    Menge    ^{p^F^q)    eine    Boreische 
Menge  in  9(.     Infolgedessen  ist  auch  die  Menge: 

^ip£f£q)  =  ^-'^ip^P<9) 

als  Durchschnitt  zweier  Borelscher  Mengen  eine  Borelsohe  Menge 
in  9f,  und  Satz,  V  ist  bewiesen. 

§  14.    Funktionen  mehrerer  Punkte. 

Wir  betrachten  nun  Funktionen,  die  von  den  Punkten  mehrerer 
metrischer  Räume  abhängen*').  Sind  9i'^',  SR'*', . . . ,  Sfti'^i  endlich  viele 
metrische  Räume,  und  werden  die  Punkte  von  SR'''  mit  o"^  bezeichnet 
(i^l,2, .. .,  k),  so  verstehen  wir  unter  dem  Verbindungsraume 

S){  =  SR'"x9i''*X...X3f*''* 
die  Menge  aller  i-gliedrigen  Folgen; 
(0)  <,_(»<■>,«»',...,«•>). 

Vl'ir   machen  9t   zu   einem   metrischen  Raum   durch   eine  geeignete 
Abstandsdeflnition*),  die  wir  nur  den  Forderungen  unterwerfen; 
1.    Stimmen  in  den  beiden  Punkten 

„  ,^  1^0,(1)^  ...,«(*));     a'  =  (a''^i , . . . ,  a'"'') 
von  SR  die  sämtlichen  Koordinaten  überein  mit  Ausnahme  der  i-ten: 
^_^_  aW  =  «'0-)     (j  +  i), 

')  Ebenso  die  Menge  'ä(p<f<q). 

ä)  Vgl.  Kap.  IV,  g  9,  S.  292. 

")  Eine  solche  ist  z.  B.  die  folgende: 

r  (a,  «■)  -,  »I  (r  (.»,  S«>T+  ...  +  r  (J»,  «■»■)•. 
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BO  ist: 

r(.,»-)_r(.«a'»l). 
2.    Ea  iet  atota: 

r(a,a')>r{a«',fl'Ci)   (i^i,2 fc). 

Aus  der  Dreiecks  Ungleichung  folgt  dann  sofort: 

r  (.,»')  s;  r  (a'",  <."")  +  r  («»',  ««)  +  ...  +  ••  («»',  «'")  ■ 
Ea  iet  also  die  Beziehung; 

lim  K'.  a^^',  ....«*}  =  (a"',  «^", . . . ,  «'*') 

völlig  gleichbedeutend  mit  den  Beziehungen: 

lim  o<,"  ^  ft'ii;   iim  raj,^'  =  a'^';  . . . ;  lini  »*  =  «*'  ■ 

Sei  nun  «W  eine  Punktmenge  auB  SR'"  (i^l,  2, ..., /f).  Die  Menge 
alier  Punkte  (O)  von  «R,  in  denen  a«  zu  91'"  gehört  (i=-l,  2,...,  fc) 
bildet  die  Verbindungsmenge: 

a  =  gt*^'  X  at'*>  X ...  X  a"** 

der  Mengen  gt""".  Eine  auf  einer  solchen  Menge  91  definierte  Funktion 
bezeichnen  wir  mit  f  {a<^',  a"', . . . ,  o.'").  Halten  wir  alle  «W  mit  Aus- 
nahme von  «W  fest,  BO  entsteht  eine  auf  9t"'  definierte  Funktion 
von  a'*'. 

Bekanntlich  können  die  Ä  so  aus  f  (a*^\  a'^', . . . ,  »<''>)  entstehenden 
Funktionen  eines  Punktes  «W  (i=  1,  2, ....  ä:)  sämtlich  stetig  aein 
auf  der  betreffenden  Menge  9l">,  ohne  daß  f  atetig  ist  auf  %.  iEin 
Beispiel  (für  fc  =  2)  iat  das  folgende*):  Sei 

w       ,       fz^X-^     für(x,i/)  +  {0,0) 

[        0  für  (»;,!/)  =  (0,0). 

Dann  iat  f  für  jedes  feste  y  eine  stetige  Funktion  von  x,  für  jedes 
feste  X  eine  stetige  Funktion  von  y,  aber  als  Funktion  von  {x,  y) 
unstetig  in  (O,  0). 

Durch  das  Verfahren  der  Verdichtung  der  Singularitäten  (Kap,  IV, 
§  12)  kann  man  ohne  alle  Schwierigkeiten  aus  fix,  y)  Funktionen 
bilden,  die  analoges  Verhalten  in  einer  abzählbaren,  im  9^,  der(a;,j/) 
dichten  Punktmenge  zeigen*). 

')  Dabei  i  edeutet  "i''  den  9ii  d«  reelkn  Veränderlichen  x,  31'^'  den  SR^ 
der  reellen  Veranderbchen  y  und  mithin  »I  =  %'•"  x  3t'"  den  'Si^  der  Punkte 
f?>  yi 

*i  ÜLiigeös  kinn  nicht  einmal  aus  der  Annahme,  es  sei  f(ie,  y)  atetig 
auf  jedei  Geraden  des  SR      oder  ''i^ax  auf  jeder  analytiaohen  Kurve  des  SRg, 
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Wir  werden  uns  im  folgenden  überzeugen,  daß  die  Funktionen 
/(n'",  a'^*, ,,.,  «<*'),  die  als  Funktionen  von  jedem  einzelnen  Punkte 
aW,  bei  Festhaltung  aller  übrigen,  stetig  sind,  ebebs  Bairesche  Funk- 
tionen sind.    Wir  schicken  einige  Hilfabebraohtungen  voraus. 

Satz  I.   Sei  2t  eine  separable  Menge,  und  sei: 

ein  in  91  dichter,  abzählbarer  Teil  von  M.  Jedem  dieser 
Punkte  a„  sei  eine  reelle  Zahl  i„  zugeordnet.  Dann  gibt  es 
eine  Folge  auf  ST  stetiger  Funktionen  {H},  so  daß: 

und  so  daß,  wenn  U  und  iy  größte   und  kleinste  unter  den 

v  Zahlen  (^,  (g,  ....(,,  bedeuten: 

(**)  U^K^Ü     auf  ganz  91. 

In  der  Tat,  wir  bezeichnen  mit  9[„  die  Monge  der  v  Punkte  o^, 
Oj,...,a»  und  erweitem  nach  dem  Verfahren  von  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII 
die  auf  a[„  durch 

{•")  /■(».)-'.       (»=i.a ') 

definierte  Funktion  f  zu  einer  auf  ganz  91  stetigen  Funktion  Ff 
Wie  dort  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  daß  alle  *„  der  Un- 
gleichung genügen: 

0£t„£i         {«  =  1,2,...). 
Ist  nun  a  ein  beliebiger  Punkt  von  9t  —  9ty,   so   gilt   für    die 
a.  a.  0.  durch  (4)  definierte  Funktion  /j,: 

0£f,{uj^l         («=1,2 »). 

daher  auch  für  ihre  obere  Schranke  auf  91»: 

und  aus  der  durch  (5)  a.  a.  0.  gegebenen  Definition  von  F^  folgt; 
(V)  F^^U     auf  ganz  9(. 

Sei  wieder  a  ein  beliebiger  Punkb  von  9t  —  91.,  und  sei  a^  einer 
der  V  Punkte  a^,  a^, . . .,  a,,  der  a  am  nächsten  liegt: 

,(«.!I,)_r(a,a.). 
Aus  (3)  und  (4)  a.  a.  O.  folgt  sofort ; 

auf  die  Stetigkeit  von  f{x,  y)  im  Sij  geschlossen  werden.  Vgl.  H.  Loteegue, 
Joura.  de  mafch,  (6)  I  (1905),  199. 
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mithin: 

und  daher  weiter: 

(/»)  F^^ty      auf  ganz  3(. 

Durch  (*^*)  und  (^*^)  aber  ist  (**)  bewiesen,   und   der  Beweis  von 

Satz  I  ist  beendet. 

Satz  II,    Genügen    die   („  in   Satz  I   den  Ungleichungen: 
0^^«£1  {«-=1,2,..,), 

und  ersetzt  man  sie  durch  Zahlen  t'„,  die  den  Ungleichungen 
genügen: 

C)  K«  — «J<e;  O^'n^l  (n=l,2,...), 

wodurch  F^  in  Fy  übergehen  möge'),  so  ist; 
C^^-)  \Ft  —  Fy\<e    auf  ganz  ?t. 

In  der  Tat,  habe  wieder  f  die  Bedeutung  (***),  und  sei  f"  definiert 
auf  ai,  durch: 

f'i%}  —  ^  («=1,2, ...,r). 

Sowohl  aus  f  als  auch  aus  f  leiten  wir  nach  (4)  a.  a.  0.  eine  Funk- 
tion f^  bzw.  fä  her.    Aue  (^)  folgt  offenbar: 

\f^  —  f^\<e     auf  ganz  31,,. 
Daraus  aber  folgt  weiter; 

\G(f„%)-Gin,%)\<s, 
und  daraus  weiter  (^^},  womit  Satz  II  bewiesen  ist. 

Satz  in.  Ist  f  eine  auf  9t  stetige  Funktion,  und  setzt 
man  in  Satz  I: 

Eo  gilt  auf  ganz  ?I: 

f=]imF,.. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränk ungetransfomiation, 
/'  a]s  endlich  annehmen.  Sei  a  ein  Punkt  von  9(.  Ist  «^0  beliebig 
gegeben,  so  gibt  es  wegen  der  Stetigkeit  von  f  ein  ei>0,  so  daß 
für  alle  a'  der  Umgebung  U(a;e)  von  a  in  3t: 

(0)  irt»')-ft«)i<.. 

Bezeichnet  wieder  9tv  die  Menge  der  r  Punkte  o^,  a^, ...,  a,,  so  ist, 

■ ')  Hier,  wie  im  Folgenden,  bedeutet  {Fr}  die  im  Beweise  von  Satz  I  aus 
den  t„  konstruierte  Punktionenfolge,  {F^}  die  in  decselben  Weise  aus  den  («' 
konstruierte  Punktionen  folge. 
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weil  die  Menge  der  Punkte  (*)  dicht  in  St: 

»■(a,3t,)<-|-     für  fast  alle  v. 
Für  alle  außerhalb  ü(a;Q)  liegenden  Punkte  a"  von  St  ist  aber  dann: 

r(a,a")>3f(a,9£v)- 
Nach  (3)  von  Kap,  II,  §  5,  Satz  VIII  haben  daher  die  Werte  <„  =  f  (a„), 
die  f  in  den  außerhalb  U{a;Q)  gelegenen  Punkten  (*)  annimmt,  auf 
den  Wert  Ft{aj  gar  keinen  Einfluß;  aie  können  also,  ohne  daß  sich 
Fy(a)  irgendwie  ändert,  durch  beliebige  andere  ersetzt  werden,  ins- 
besondere   also   auch   durch   solche,   die  der  Ungleichung  genügen: 

(00)  I  (,-^ /■(,.)  K«. 

Wegen  (O)  liefern  aber  auch  alle  nach  U(a;eJ  fallenden  Punkte  (*) 
Werte  („,  die  (00)  genügen.     Wegen  (**)  von  Satz  I  ist  also; 

\Fy{a)  —  f{a)\<le     für  fast  alle  v. 

Damit  aber  ist  Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.  Ersetzt  man  in  Satz  I  die  i„  durch  Funktionen 
/■„(&),  die  stetig  sind  auf  einer  Punktmenge  39,  so  werden  aue 
den  j;  Funktionen  F^{a,b)  die  stetig  sind  auf  axSS. 

In  der  Tat,  wir  haben  zu  beweisen:  ist  {«i)  eine  Punktfolge, 
a'  ein  Punkt  aus  St,  und  {fei}  eine  Punktfolge,  b'  ein  Punkt  aus  S, 

lim  «ii  =  a';     lim  b'^.  =  ft', 

so  ist  auch: 

(■!■)  \imF.(ai,b',)^K(a',b'). 

*  =  <= 

Wir  können,  wie  beim  Beweise  von  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII  an- 
nehmen, daß  alle  /"^(ö)  der  Ungleichung  genügen: 
(tt)  Oäf.{6)£l. 

Ist  c^O  beliebig  gegeben,  so  ist  dann  für  fast  alle  k: 

lc,W-f,Wi<8     (..-1,2,...,.-), 

also  nach  Satz  II  auch: 

\Fy{a,h'i)  —  F^{a,b')\<e    auf  St, 

d.  h.  die  Folge  der  F,(a,ii)  (k'=l,2, ...)  konvergiert  gleichmäßig 
auf  üt  gegen  J&l,(a,  &').  Nach  ICap.  IV,  §  3,  Satz  III  ist  sie  daher 
auch  stetig  konvergent  in  a'  auf  St,  und  aus  Kap.  IV,  §  2,  Satz  IV 
folgt  das  Bestehen  von  (|).     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 
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Satz  V.  Ersetzt  man  in  Satz  I  die  t^^  durch  Funktionen 
f^{h),  die  von  höchstens  a-ter  Kiaase  auf  33  sind,  so  werden 
aus  den  Ff  Funktionen  .F„{«,&),  die  von  höchstens  «-ter  Klasse 
auf  atXS  sind. 

Die  Behauptung  ist  nach  Satz  IV  richtig  für  a  =  0.  Wir  be- 
weisen sie  allgemein  durch  Induktion,  wobei  wir  wieder  annehmen 
können,  die  f^(b)  genügen  der  Ungleichung  (ff). 

Angenommen,  die  Behauptung  sei  richtig  für  alle  a  <^d.  Da 
die  f„(6)  von  höchstens  ß-ter  Klasse  auf   S,   gilt  eine  Darstellung: 

f.(6)-limf.,,(6), 

WO  die  fn,t  ^on  geringerer  als  «-ter  Klasse  auf  35  sind  und  der  Un- 
gleichung genügen: 

lat  b  ein  gegebener  Punkt  von  SS,  und  ist  e>"0  beliebig  gegeben, 
so  ist  für  fast  alle  k: 

]f.At')-ai')\<'    ("=1.2 ')■ 

Wegen  Satz  II  ist  daher,  wenn  mit  Fr,t{a,b)  die  Funktion  bezeichnet 
wird,  die  entsteht,  wenn  man  bei  Bildung  von  F,.(a,b)  die  f^(b) 
durch  fn,k(p)  ersetzt: 

\  F.^tia.b)  ~  Fy(a,b)\<_e     für  fast  alle  k; 
ä.  h.  es  ist: 
(fH)  -fi(*^'  ^)  ^  ''"^  ■Fr,*(ft,  &)■ 

Nun  waren  die  v  Funktionen  /n,i(f>)  (n^l,2, ...,  r)  von  geringerer 
als  K-ter  Klasse,  höchstens  etwa  von  ß^-ter  Klasse  (_a,^<Z<^)-  Nach 
Annahme  ist  aber  dann  auch  ii',,t(«,  ö)  von  höchstens  ß^-ter  Klasse 
auf  3t XS.  Wegen  (fft)  ist  daher  Fr(a,b)  von  höchstens  «-ter  Klasse 
auf  9lxS8,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Haiz  VI.  Ist  die  Funktion  f{a^^\  a'^')  für  jedes  a'^'  aus  9t'*' 
eine  auf  der  separablen  Menge  3t'*'  stetige  Funktion  von 
öli),  und  für  jedes  a'^'  aus  3[l"  eine  auf  «W  stetige  Funktion 
von  tt'^>,  so  ist  sie  auf  der  Verbindungsmenge  3t'*IX9t'^'  von 
höchstens  erster  Klasse. 

Sei  in  der  Tat 

(0)  a'i\  4\ . . . ,  «i;', .  - . 

ein  in  31"*  dichter,  abzählbarer  Teil  von  31'*'.    Wir  setzen  abkürzend: 

/■(all),  ais))  =  ,-^(aföl). 
Nach  Voraussetzung  ist  dann  f^  (h<^')  stetig  auf  9('^'. 
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Nach  Satz  IV  ^)   bilden   wir  nun  aus  den  /"„(a*^')  die  Folge  auf 
gja>x2t<^'   stetiger   Funktionen    f  » (a"',  a'^i)-     ^^  ^^^  i^^^^  ^^«'®  «'^' 
die    f„  (a'^'}   die  Werte  in  den  Punkten  (0)   der  nach  Voraussetzung 
auf  "ü"*  stetigen  Funktion  f  (a»',  a'^>)  sind,  ist  nach  Satz  III: 
(00)  iim  F,  (a."i,  a'^')  ==  /■(«'«,  «<«') , 

Da  aber  j;(uW,  rai^t)  stetig  auf  iä  ist,  eo  besagt  (00),  daß  /"(a'»  a'^') 
von  höchstens  erster  Klasse  auf  9(  ist,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII.  Ist  die  Funktion  /"(a'",  a'^)^  für  jedes  a'^i  aus  3l<^' 
eine  auf  der  separablen  Menge  91'^'  stetige  Funktion  von 
aW  und  für  jedes  «W  aus  §1'"  als  Funktion  von  a'"'  von 
höchstens  o-ter  Klasse  auf  St'^',  so  ist  sie  auf  der  Verbin- 
dungsmenge 9((»x9(«  von  höchstens  (c4-l)-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI  gelangen  wir  zur 
Beziehung  (00).  Nur  sind  darin  die  ^'*'(([i^',  <x'^')  nicht  mehr  stetig, 
sondern  nach  Satz  V  von  höchstens  «-ter  Klaase  auf  ?I"'  X  3t'^'.  Also 
ist  zufolge  (00)  f{a(^>,  a'^J)  von  höchstens  (a  -j-  l)-ter  Klasse,  und  Satz  VII 
ist  bewiesen. 

Satz  VHP).  Ist  jede  der  Mengen  91i»>(*  =  l,2,...,Ä)  separabel, 
und  ist  die  Funktion  f  (ts'",  a<^', ...,  ai^')  als  Funktion  von  a^ 
stetig  auf  9J«,  wenn  die  übrigen  Punkte  a'J'l(i+i)  fest- 
gehalten werden,  so  ist  sie  als  Funktion  von  («W  a'^', . . . ,  a*') 
von  höchstens  (ft—  l)-ter  Klasse  auf  der  Verbindungsraenge 

Die  Behauptung  ist  na«h  Satz  VI  richtig  für  Ä=2.  Wir  be- 
weisen sie  allgemein  durch  Induktion.  Angenommen,  sie  sei  richtig 
für  k  —  1.     Wir  setzen: 

jj'^((jm   (i(8) „(J:)\ 

Dann  ist  die  Funktion: 

/'((^Ui,a')  =  /-(aii|,a(a),  ...,«!*)) 
für  jedes  a"'  aus  ?t'"  als  Funktion  von  a'  von  höchstens  {k  —  2)-ter 


')  Die  dort  mit  a  und  b  bezeichneten  Punkte  Bind  hier  a*''  baw.  o'*'. 

")  Dieser  Satz  wurde  (für  Funktionen  von  k  reellen  Veränderlichen)  zuerst 
bewiesen  von  H.  Lebesgue,  Bull.  sei.  math,  (2)  22  (1898),  284;  Jnurn.  de 
math.  (6)  1  (1905),  201.  Vgl.  auch  B.  Bairo,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899), 
87  ff.;  H.  Lebesgae,  Bull,  aoo,  math.  32  (190*),  23i,  —  H.  Lebesgue  hat 
weiter  bewiesen  (Journ.  de  math,  (6)  1  (1905).  203):  Ist  f(f}  eine  Funktion 
{k — l)-ter  Klaase  der  reellen  Veränderlichen  (,  so  gibt  es  stete  eine  Funktion 
/■(^i.  x^y  ■■■  x^  von  k  reellen  Veränderlichen,  die  ala  Funktion  jeder  einzelnen 
ihrer  Veränderlichen  stetig  ist,  und  für  die: 

f{t.t,,..,t)^f{t). 
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Klasse  auf  der  Verbindungsmenge 

9t'  =  ia;''lxa[Wx...X**i, 
und  für  jedes  a'  aus  91'  stetig  auf  W"'  als  Funktion   von  a'^*.     Aiso 
ist  sie  nach  Satz  VII  als  Funktion  von  (a'^',  a')  von  höchstens  {k  —  l)-ter 
Klasse    auf   a«'  X  St',    d,  h.  es   ist  /■(«'»,  o'^', . . . ,  «'*'}   von   höchstens 
(*  —  l)-ter  Klasse  auf  21'"  X  9t'^>  X ...  X  9t'*',  und  Satz  VIII  ist    be- 


Wir  kehren  zurück  zur  Betraelitung  von  Punktionen  /"{«"J,  a'-'),  die  stetig 
sind  nach  ii'"  für  jedes  o'^',  stetig  nach  a'^'  für  jedes  a"'.  Nach  Satz  VI  ist 
eine  solche  Funktion  von  höohätens  erster  Klasse  und  mithin  (§  10,  Satz  II) 
punktweise  unstetig').     Wir  können  diese  Tatsache  noch  waiter  präzisieren. 

Wir  führen  zunächst  folgende  Definition  ein;  Ist  S  ein  Teil  der  Vsrbin- 
dungsmenge  a['">OI'^',  so  verstehen  wir  unter  der  Projektion  von  58  in  9t"> 
die  Menge  aller  in  den  Punkten  (a'-'^'',  a'-^)  von  Ü9  auftretenden  o'".  Dann  gilt; 

Satz  K^).  Sei  W  relatJv-vollBfcändig,  'm  kompakt  und  abge- 
schlossen, und  sei  /'(a"',  a''>i)  stetig  auf  9t'"  als  Funktion  von  a« 
für  jedes  ä-^  aus  W>,  beschränkt  und  stetig  auf  91'»  als  Funktion 
von  n(«  für  jedes  a»'  aus  9t»i.  Ist  SB  die  Menge  alior  Punkte  (a'", 
a*^),  in  denen  die  Schwankung  von  f  auf  W>>i.W-. 

»(fli",  a">;  f,  9t<"  X  !!:'=')>  >? 
ist  {';>0),  BO  ist  die  Projektion  von  S9  in  W"  nirgends  dicht  in9ti". 

Sei  in  der  Tat  91!,"  ein  (nicht  leerer)  in  SS'"  offener  Teil  von  91'".  Nach 
Kap.  II,  §  4,  Satz  IX  gibt  es  zu  jedem  a'"  von  911»  ein  p  >  0,  so  daß: 

!/■(«'",  a^j-^C^i",  a'"«)[ä^    wenn  r{a!'-^\  «"'^>)<e. 


4' 


1  Sti,"-',  in  denen  e  ^  -  ge- 


ai"-e,  +  e,  +  ...  +  i!.+  ... 

Hierin  können  nicht  alle  S„  nirgends  dicht  in  9(i"  sein,  da  s 
erster  Kategorie  in  9Ii"  wäre,   entgegen  Kap.  I,  ij  8,  Satz  XVI 
einen  nicht  leeren,   in  Sil,''  ("id  mithin  in  Sl'")  offenen  Teil  81i,V 
ein  lS„,  eo  daß  e„  dicht  in  9tiV.     Wir  hehaupten:  Es  ist 

(l)  st'v^e«. 

Angenommen  in   der  Tat,    es  gäbe  in  9[w>  einen  Punkt  ä'",   dei 
gehört.    Dann  gibt  es  _in  SS'*'  zwei  Punkte  a'"'>,  a""^,  so  daß: 


')  Allgemein  ist  jede  Funktion  /'(a"*,  a'°',  ...,«*"),  die  stetig  ist  als 
Funktion  jeder  einzelnen  ihrer  Veränderlichen  bei  Festhaltung  der  übrigen, 
punktweise  unstetig  als  Funktion  von  (af'\  «'"*,  . . . ,  a'").  Dies  wurde  für  fc  =  3 
gezeigt  von  E.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  95,  allgemein  von  R,  Hahn, 
Math.  Zeitschr.  4  (1919),  306. 

=)  R.  Baire,  Ann.  di  mat- (S)  3  (1899),  94.  E.  B.  Van  Vleck,  Am,  Trans. 
8  (1907),  200. 
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Wegea   der  Stetigkeit  von  f  als  Funktion   von  a'"    gibt   es  eine  Umgebung 
U(ä"')  von  äi"  in  m'",  so  daß  auch: 

I  ;'(a<i),  fl'i»))  _  /^  («(",  a"(«)  |  >  |    für  alle  «">  von  U  (ä'") . 

Da  e„  dicht  in  9f^i,  gäbe  es  in  U(ä'»)  Punkte  von  S,,,  was  der  Definition  von 
E„  widerspricht.     Damit  ist  (1)  nachgewiesen. 


so  können 

wir  also 

sagen 

:  Ist  a'" 

■  Punkt  voi 

m 

1  f  (a'". 

a'i-^*)  - 

-/^(a»>, 

o-'"'')\£l 

Seiniu 
keit  von  t 

1  (ä'",  ä' 
naoh  flP 

=>)ein 
1  gibt 

beliebig 

;er  Punkt  ^ 
Umgebung 

m 

i  f  («'", 

«">)  - 

■/^(äi",ä 

:»)iS|     « 

für  alle  a^'>  von  U[ai''), 
und  da  91*','  offen  in  31'",  kömieu  wir  annehmen: 

Dana   gilt   für   jedes  a'"  von  U  (ö'")  Ungleichung  (2),    insbesondere    gilt    also, 
wenn  af»  zu  U(a<")  und  a">  zu  Sl'^i  gehört: 

(4)  |^(aiu,  a"")  — ^(«'".äi'OI^T,    wenn    r{a™,ä™)<3. 

Bezeichnen  wir  noch  mit  U{ä'^')  die  Umgebung  S  von  ä'^'  in  W\  ao  folgt  aus  (3) 
und  (4):  Für  jeden  Punkt  (a<«  a">)  aus  U (a"') X U (s'^')  ist: 


Infolgedessen  i: 

}t  die 

Schwankung  v 

on  /■  auf  U  {ä»>)  X 

»>(f,Ul,a^ 

")XU 

■  (.än£v, 

und^da  U(ä«l) 
erst  recht: 

xU(c 

i'^')  eine  Umgebung  v 

on  (af»,  ä"') 

(5) 

!«(äl'i,äl»; 

/■,  81''' 

X9i'«)£';. 

In  jedem  Punkte  von  91»' xS''^'  gilt  also  (5).  Kein  Punkt  der  Menge  S 
von  Satz  IX  fällt  also  nach  %»  X  m'",  und  daher  enthält  SSI','  keinen  Punkt 
der  Projektion  von  »  in  St'". 

Wir  haben  bewiesen:  In  jeder  in  M"'  offenen  Menge  Sti''  gibt  es  eine  in 
St'"  offene  Menge  9tSV.  die  zur  Projektion  von  i8  in  91'"  fremd  ist.  Das  aber 
heißt:  Die  Projektion  von  S  in  91"'  ist  nirgends  dicht  in  91'",  und  Satz  IX  ist 

vollständig,  W  kompakt  und  abge- 
;etig  auf  91'"  als  Funktion  von  «'"  für 
l"i  als  Funktion  von  a«i  fQj,  jedes  «"' 
in  !t'^'  dichten  Teil  Tt  von  91»',  so  daß 
an  mxW  stetig  ist  auf  Sl'"x9F'  als 


Satz  X'). 

Sei 

91'»   relativ 

sahlosse 

n,  ui 

id  sei 

/"(«'",  a'^')  l 

jedes  a" 

>   aus 

.  91'=', 

stetig  auf 

aus  9t'", 

Dan 

in  gil 

)t  es  einen 

f(a<",  a'=': 

)  in 

allen 

Punkten  ' 

Punktio 

n  vo 

n  Ca'", 

,  ü'"). 
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Die  BaireHohen  Funktionen, 

_^  I   der    Schränk  ungBtransformation   können   wir  f  als   boschränkt 
Toraueeetzen,    Sei  »„  die  Menge  aller  Punkte  von  a'"  X  31'"^  in  denen: 

und  sei  %.  die  Projektion  von  S„  in  Si"'.    Nach  Satz  IX  ist  5p„  öirgends  dicht 
in  m'".     Also  ist: 

!P  =  ¥i  +  ¥»  +  ---+*»+"- 
von  erster  Kategorie  in  1H'".    Setzen  wir  also: 

so  ist  nach  Kap.  I,  g  B,  Satz  XV   m    dicht  in   S'".    In   jedem   Punkto   von 
9HxW»  aber  ist: 

<«(<l^^a"";  f,  Mi"x9l"")  =  0, 

d.  h.  in  jedem  Punkte  von  !DlxM<=>  ist  f  stetig  auf  ai""xä*".    Damit  ist 
Satz  X  bewiesen. 
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Sechstes  Kapitel. 
Die  absolut-additiven  Mengenfunktionen. 

g  1.   Additive  nnd  absolut-additive  Mengenfunktionen. 

Wir  liaben  uns  bisher  mit  Funktionen  beschäftigt,  die  jedem 
Punkte  einer  Punktmenge  ät  eines  (metrischen)  Raumes  91  eine  Zahl 
zuordnen.  Wir  können  sie  als  Punktfunktionen  bezeichnen,  im 
Gegensätze  zu  den  nun  zu  behandelnden  Mengenfunktionen. 

Sei  M  irgendein  System  von  Mengen.  Ist  jeder  Menge  9t  aus 
M  eine  Zahl  9^  (9t)  zugeordnet,  so  sagen  wir,  es  sei  in  M  eine  Mengen- 
funktion definiert^). 

Das  System  M  heißt  ein  Körper'^),  wenn  neben  je  zwei  Mengen 
9£  und  5Ö,  die  in  M  vorkommen,  auch  ihre  Vereinigung  SI-j-S,  und 
—  wenn  35 -<9t  -—  auch  das  Komplement  91  —  S9  in  M  vorkommt. 
Es  kommt  dann  offenbar  auch  die  leere  Menge,  sowie  der  Durch- 
schnitt 9(-i8  je  zweier  Mengen  aus  M  in  M  vor'), 

Ist  M  ein  Körper,  so  heißt  eine  in  M  definierte  Mengenfunktion, 
unter  deren  Werten  es  nicht  zwei  unendliche  von  entgegengesetzten 
Zeichen  gibt*},    additiv,  wenn  für   je  zwei  fremde  Mengen  $[  und 
S9  aus  M: 
(0)  p(9t  +  S8)  =  9'(91)  +  9>(S). 

Sata  I.     Ist   die    Mengenfunktion   tp    additiv,   und   sind 
ihre   Weite    nicht    durchweg    unendlich^),    und    ist    £    die 
leere  Menge,  so  ist: 
(00)  9.(S)  =  0. 


')  Der  Begriff  der  Menge ntunktion  stammt  von  H.  Lebeague,  Ann.  fie. 
Norm.  (3)  27  (I9I0),  380. 

^)  Nach  P.  Hausdortf,  Grundz.  d.  Mengenlehre  15. 
')  Denn  es  ist; 

9t.a3  =  a  — (m-j-B)  — 59). 

*)  Diese  Voraussetzung  wird  gemacht,  damit  in  (0)  die  rechte  Seite  stets 
einen  Sinn  habe. 

1)  Ea  Bei  ein  für  allemal  featgesetzt,  daß  wir  Mengenfunktionen,  die  über- 
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394  Die  absolut-additiven  Mengenfunktionen. 

In  der  Tat,  aus  (0)  folgt,  indem  man  unter  9t  eine  Menge  ver 
steht,  für  die  <p(^)  endlioli  ist,  und  S^=S  setzt: 

^(W)  =  <?(?!) +  9^(2), 
woraus  weiter  (00)  folgt. 

Satz  II.    Ist  (p  additiv  im  Körper  M,  und  gibt  es  in  de 
Menge  %  aus  M  einen  zu  M  gehörigen  Teil  S8,  für  den: 
(*)  9)(S8)  =  +  cx;     (oder  =  — oo), 

so  ist  auch: 
(**)  <p(Sit)  =  -\-oo     (bzw.  =  — co). 

In  der  Tat,  es  ist: 

{***)  <p  (§1)  =  <pC?e)^q>i%  —  as). 

Gilt  nun  (*),  so  ist  nach  Annahme; 

<p(3t  — 58)4-  — CO. 
so  daJJ  aus  (***)  die  behauptete  Gleichung  (**)  folgt. 

Satz  III.     Ist  die  nicht-negative  Mengenfunktion  9?  ad 
ditiv  im  Körper  M,  so  foigt  aus  S^Si: 


In  der  Tat.  aus 

2t  ^  (8  +  (91  —  ffl 

folgt 

9'0t)  =  9'(S}  +  9'(ä 

und 

somit,  wegen 

9-(9t~58)^0, 

die 

Behauptung  von 

.  Sata  III. 

Der  Körper  M  heißt  ein  0-Körper^),  wenn  neben  jeder  Mengeii- 
folge  {ai„}  aus  M  auch  die  Vereinigung  Sf^ -f- 91^ -j- ...-)- Mv +-. . 
in  M  vorkommt.  Es  kommt  dann  neben  jeder  Mengenfolge  {91..} 
auch  der  Durchschnitt  %■%■..  .-^r-...  in  M  vor.  In  der  Tat,  da 
M  ein  Körper  ist,  kommt  der  Durchschnitt  je  zweier,  und  daher 
auch  der  Durchschnitt  endlich  vieler  Mengen  aus  M  in  M  vor.  Es 
gehören  also  alle  Mengen; 

i„  =  91,  -  9J„  • . . .  ■  9t,. 
zu  M.     Nun  ist  aber: 

haupt    keine    endlichen    Werte    annehmen,    von    unseren    Betrachtungen    aus- 
schließen, 

')  F.  Hausdorff,  a.a.O.  23, 
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=  «.-{«.-«,)  +  («,-»,)  +  . ..+(S,.-9I,t.)  +  ..-}, 
I  man  die  Behauptung  unmittelbar  abliest. 

Ist  M  ein  ö-Körper,  so  kommen  neben  jeder  Mengenfolge  {?f^} 
auch  deren  obere  und  untere  Gemeinscliaftsgrenze  lim  %.  und 
lim  W„  in  M  vor.     In  der  Tat,  setzt  man:  ''="° 

'""  s«„  =  at.  +  9t„,i  +  ... 

SO  ist  (Einleitung  §  1,  Satz  IV): 

iim9l„  =  ffi,-ilL.  ...■%.-...; 


(tt) 


lim  0(„  -=  ®,  +  5),  4-  ■  ■  ■  +  ®.  +  •  ■  ■  - 


woraus  wieder  die  Behauptung  unmittelbar  foigt. 

Eine  in  einem  o-Körper  M  definierte  additive  Mengenfunktion 
heißt  absolut-additiv^),  wenn  für  jede  Folge  {9T,.}  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  aus  M  die  Gleichung  gilt^): 

9'(§[,  +  91,  +  ...  +  2l.  +  ...)-9'(9(i)  +  9'0-a.)  +  ---  +  9'W  +  ... 
Satz  IV.     Ist  <p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,   und  ist 
a    die  Vereinigung   der   monoton  wachsenden  Mengenfolge 
{%}  »US  M,  so  ist: 

In  der  Tat,  die  Behauptung  folgt  aus  Satz  II,  wenn  ea  unter 
den  Mengen  ^^  eine  gibt,  für  die  <p(%)  unendlich  ist.  Seien  also 
alle  (p(H)  endlich      Es  ist: 

j(=fli^-j.-^9i^— 9(j-^...  +  (ai.,— 3t.,-i)-f ... 

'-  Diese  BezeiLhiHing  stammt  von  J.  Badon  (Wien. . Bar.  122  (1913), 
1399)  dei  Begiiff  von  H  Lebesgue,  a.a.O.  —  Man  erhält  eine  gute  Veran- 
Bohauhcliung  der  aTisolut  additiven  Mengenfunlitionen,  indem  man  eine  solche 
Funktion  als  MassenVelegung  (mit  positiver  und  negativer  Masse)  deutet;  ?'{SI) 
lat  dabei  die  von  der  Menge  "(  getragene  Masse. 

1  Naturheh  muli  m  der  folgenden  Gleichung  die  rechte  Seite  (ebenso  wie 
die  Imke)  emen  von  der  Anordnung  der  Summanden  unabhängigen  Wert  haben. 
Bekanntlich  iit  das  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  sei  oa  die  Reihe  der 
positiven  sei  es  die  ReiiiP  der  negativen  unter  den  ip(%r)  eigentlich 
konvergent  ist  Im  Falle  daß  auch  die  Eoihe  der  9)  (Sv)  seibat  eigentlich 
konvergiert  heilBt  das  die  Reihe  der  |  ip  (%■)  \  ist  eigentlich  konvergent,  mit 
andern  Worten  die  Pt  ht  der  ip  [91t)  ist  oigentüch  absolut-konvergent. 
Dal  ei  r  ih  t  %u<h  di-i  ^ane      absolut  additive  Mengenfunktion". 
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und  mithin: 

9,  (9t)  ==  9,  (9t,)  +  (9.  (ai,)  —  9P  m.))  + .  ■  ■  +  (fl' W  —  9' (St-i))  +  ■  ■ - 
=  Unnp(3tv), 


Satz  V.  Ist  <p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  ist  9t  der 
Durchschnitt  der  monoton  abnehmenden  Mengenfolge  {at»}, 
und  sind  nicht  alley(9tr)  unendlich»),  so  ist: 

In  der  Tat,  es  ist: 

(ttt)   8t,=a+(a.-si,)+(sr,-a,)  +  .. .  +  (81.- «.«)+... 

Wir  können  ohne  weiteres   (indem  wir  nötigenfalls  endlich  viele  9(„ 
weglassen)  annehmen,   <p(^^   sei  endlich.     Dann  sind  nach  Satz  II 
9? (St)  und  alle  <p(^y)  endlich,  und  aus  (ttt)  folg*-- 
^  (9()  =  9p  (9t,)  -  {{<p  (a,)  —  (9.  (3t,)) 
4.  (^  (9t J  _  9,  (9t,))  + . . .  +  (9J  (St,)  -  9>  (9t„+i))  + . . .}  =Jim  g.  (9t.) , 
wie  behauptet. 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  nicht-negative  Mengenfunktionen : 

Für  diese  gelten  die  Sätze: 

Sata  TX.     Ist    die    nicht -negative")    Mengenfunktion    rp 
absolut- additiv  im  o-Körper  M,   und    ist  %   die  untere  Ge- 
meinschaftsgrenze der  Mengenfolge  {9tv}  aus  M,  so  ist: 
9)(9l)<lim9)(9t,,). 

In  der  Tat,  benutzen  wir  wieder  die  Bezeiehniings weise  (t),  so 
ist  nach  (tt); 

9[  =  5),  4- S)^  4- . . . -j- 5),  4- . . . 


^)  Djeaer  Zusatz  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  r  Sei  50}  eine  nicht 
abgesohloRScne  Punktmenge  und  <p{'&)  die  Anzahl  der  Punkte  von  91-9)1.  Ist 
a  ein  Punkt  von  9K'  — 501  und  ai,  =u[a;  \\,  so  ist 

g.{a[,J=--f  CO,     y(9I,.as'...-ai^'...)  =  0. 

°)  Dieae  EinBchrnnkuBg  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  M 
die  Gesamtheit  aller  Biirelwchen  Mengen  des  Jft,  und  <p  der  negativ  genommene 
lineare  Inhalt  (§  8)  Ist  d%nn<'lg,_;  das  Intervall  [0,  1]  undStg^  das  Intervall 
[—1,  0],  so  besteht  %  nur  aus  dem  Punkte  0,  und  es  ist; 
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Kap.  VI,  §  1.  Additive  und  absolut-additive  Mengentimkfcionen.  397 
und  mithin  na,cli  Satz  IV : 

Da  9ff>-5),.  und  <p  nicht-negativ,  ist  nach  Satz  III: 

y(5i,)gip(a,) 

und  mithin: 

<p{^^ hm qj (3),)  =  limq>  (3)„)^]im  qj (atv), 

wie  behauptet. 

Satz  YIL  Ist  die  nioht-negative  Mengenfunktion  g;  abso- 
lut-additiv im  o-Körper  M,  und  ist  {at,}  eine  Folge  von  Men- 
gen aus  M,  für  deren  Vereinigung  <p  (9t, -|-3tg-|-...-|- ?!,  +  ■.■) 
endlich  iat^),  so  gilt  für  die  obere  Gemeinschaftsgrenze  9t 
von  {91.}:  _       _ 

In  der  Tat,  nach  (ff)  ist: 

ä=a?j.S8,-...-SSv.... 
Wegen: 

S8, -<9t,  +  5(,  + . . .  +  9t. -f . . . 
ist  (p(^v)  endlich  (Satz  II),  und  es  ist  daher  nach  Satz  V: 

Da  ?t^-<58„  und  ip  nicht-negativ,  ist: 

und  mithin: 

^  (n)  ^  lim  <p  (5ß,)  =  lim  <p  (*ß„)  ^  i^  9>  (3t,), 

wie  behauptet. 

Wir  beweisen  endlich  noch  einen  Satz,  der  die  Sätze  IV  und  V 
als  Spezialfälle  enthält: 

Satz  VIII.  Ist  die  nicht-negative*)  Mengenfunktion  <p 
absotut-additiv    im    ö-Körper    M,    und   ist   {91,}    eine    kon- 


')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden,  Beispiel:  Sei  M  die 
Gesamtheit  der  Boreischen  Mengen  des  SR,  und  71  der  lineare  Inhalt;  ist  dcinn 
91^  das  Intervall  [v,  y-^l],  so  konvergiert  {äy}  gegen  die  leere  Menge  S,  es 
ist  also  auch  *Jt  ^  SJ  und  mitbin 

')  Der  Satz  gilt  auch  ohne  diese  Einaehränkung;  §  2,  SatE  XVII. 
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vergente  Folge  von  Mengen  aus  M,  für  deren  Vereinigung 
(p  (^^ -]-%-}-... -\-%,-\-...)  endlich  ist^},  so  gilt  für  die  Ge- 
meinsehaftegrenze  9t  =  lim  W,: 

{*')  <p  (M)=-lim9>(3tv). 

In  der  Tat,  setzen  wir  wieder: 

lini«.,=-I,    ilm9(,  =3(, 

so  ist: 

und  mithin  auch: 

?>®-'P(ä)='P(?i). 

Nach  Satz  VI  und  VII  ist  daher: 

lim  ^ (%)  <<p{'ä)£ljmip  {%) 

und  somit: 

lim  ^  (%)  =  lim  <p  {%)  =-  <jo  (?I) , 

womit  (^)  bewiesen  ist. 

Sei  wieder  ip   eine   nicht-negative,   im    o-Körper  M    absolut-ad- 
ditive Mengen  funktlon.     Ist  St  eine  Menge  aus  M,  für  die 

so  wollen  wir  jeden  Teil  von  St  (gleichgültig  ob  er  zu  M  gehört  oder 
nicht)  eine  Nullmenge  für  tp  nennen.  Die  Vereinigung  abzählbar 
vieler  Nullmengen  ist  dann  offenbar  wieder  eine  Nullmenge,  denn  ist: 

%-<.%,     9)(a(,)  =  0, 
so  ist  auch : 

^1  +  ^fj  -i- . . .  +  gf.  + . .  .-<  St,  -i-  91,  + . . .  +  Slv  1-  ■ .  ■ 
?'Ä  +  3t,-i-...  +  9{.  +  ...)  =  0. 
Betrachten  wir  nun  die  sämtlichen  Mengen: 
(^^)  ä  =  (9t-i-9!')  — 91", 

wo  St  eine  beliebige  Menge  aus  M,  und  9J',  91"  Nullmengen  für  ^ 
bedeuten    (ß"  ^  St) .      Offenbar    bilden    auch    diese    Mengen    einen 


^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  enthebrt  werden.    Vgl.  das  Beispie!  ' 
Fußn.  •■},  8.  397. 
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tf-Körper,    den  wir   als   den   erweiterten  a-Körper  M  bezeichnen 
wollen.     Erweitern  wir  nun  die  Definition  von  rp  auf  M  durch: 

(«»x)  y(a)_y(9), 

SO  ist  (p  offenbar  auch  in  M  absolut-additiv,  und  wir  haben: 

Sat^  IX.  Ist  die  nicht-negative  Mengenfunktion  (p  ab- 
solut-additiv imo-KörperM,  und  bilden  wir  den  erweiterten 
(j-Körper  M  aller  Mengen  {^^),  so  ist  die  durch  {^^■'^)  auf  M 
erweiterte  Mengenfunktion  (p  auch  absolut-additiv  in  M, 

§  S.   PositivhmktioB,  Negativfunktion,  Albsolutftmktion. 

Sei  {atv}   eine   (endliehe   oder   unendliche)   Folge   zu   je   zweien 
fremder  Mengen   aus   dem  o-Körper  M.     Wir  sagen:   die  %,  bilden 
eine  Zerlegung  Z  der  Menge  St  aus  M,  wenn: 
(0)  Si  =  all  +  Siä  +  ...  -f  «.+  ... . 

Eine  zweite  Zerlegung  Z'  von  St: 

^  =  äi  +  ^2  + . . .  +  3t;  +  . . .  . 
heißt  eine  ünterzerlogung  vonZ,  wenn  jede  Menge  9!j.  Teil  einer 
Menge  91^  ist. 

Sei  (p  eine  im  ö-Körper  M  absolut-additive  Mengenfunktion,  sei 
91  eine  Menge  auB  M,  und  sei  durch  (0)  die  Zerlegung  Z  von  9(  ge- 
geben.    Wir  setzen: 

'"*''  _  r    0  wenn      ,.(91,)  ^0 

«»l-».;  — \|y(äjj!   wenn     y(Sr,)<0 

und  bilden  die  Summen : 

P(Z)-2?.(8i.):    »(^)-2»i(3l,): 
'"'  l(«)  =  2WaJ!.  ' 

Dann  ist  offenbar: 

(o«o)  ^(2)--P{z)  +  Jf(z);    j>(a)  =  PW-Ä-(z). 

Satz  I.    Ist  Z'  Unterzerlegung  von  Z,  so  ist: 

P{Z')>F{Z);     N(Z'}>N{Z);     Ä(Z')>Ä{Z). 
Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  Ungleichungen  zu  beweisen; 
denn   die   zweite   beweist   man   ebenso,    und    die  dritte   folgt   dann 
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Da  Z'  Ünterzerlegung  von  Z,  ist  jede  Menge  ?tj,  von  Z'  Teil 
einer  Menge  9(,  von  Z.  Bezeichnen  wir  olle  Süj,,  die  Teile  von  %r 
sind,  mit  9Iv,J>  so  ist; 

(*)  5Iv  =  S9Im;    a^  —  SsT,.,*- 

Wegen  der  zweiten  dieser  Beziehungen  ist: 

(••)  P(Z')  -  2  v(st.,  J  -  2  (|  y  («.. .)). 

Wir  behaupten:  Hierin  ist 

Dies  ist  nach  (00)  trivial,  wennip(a,)<0,  da  dann  ^(3£„)  =  0. 
Ist  hingegen  ¥'(B[v)^0  und  mithin: 

J(a,)=y(«,), 

80  folgt  aus  der  ersten  Beziehung  (*): 

v(si,)  -  y(si,)  —  2  ?'(«.,  i)ä  2  ?>(st., .). 

Mithin  ist  wegen  (*•}; 

P(Z)  =  2  ?■(«.)  ä  2  (2  9i(9t.,  1»  - -PCZ"), 
womit  Satz  I  bewiesen  ist. 

Sei  nun  (p  eine  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion,  3(  eine 
Menge  aus  M.  Zu  jeder  Zerlegung  2  von  9(  bilden  wir  die  Summen 
F[Z),'^{Z),A{Z).  Die  obere  Schranke  aller  dieser  Summen^)  V{ß) 
nennen  wir  den  positiven  Teil  von  <p  auf  31  und  bezeichnen  sie 
mit  n{(p,  9(};  die  obere  Schranke  der  'NiZ)  nennen  wir  den  nega- 
tiven Teil  von  <p  auf  at  und  bezeichnen  sie  mit  v{<p,  91);  die 
obere  Schranke  der  .i(2)  nennen  wir  die  absolute  Summe*)  von  cp 
auf  91  und  bezeichnen  sie  mit  «(95,91).  Jede  der  drei  Zahlen 
n{rp,'i&),  v(<p,'?{),  a{(p,SH)  ist  ^0.  Aus  dieser  Definition  folgt  un- 
mittelbar : 

Satz  II.  Ist  die  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion 
<p  nicht-negativ  für  alle  91  von  M,  so  ist: 


^j  Man  erhalt  dieselbe  obere  Schranke,  wenn  maji  nur  die  Zerlegungen  Z 
jn  SU  in  endlich  viele  Summanden  in  Betracht  zieht. 

=1  Vgl  hieran  H  LebeÄgue,  Ann.  fic.  Norm,  (3)  27  (I9I0),  380g. 
Radon  Wien  Ber  132  (1913),  1299fl.  Bei  Lebesgue  und  Eadon  wird 
e  als  Variation  bezeichnet.  Wir  vermeiden  diesen  Ausdruck,  weil  wir  sonst 
L  Kollision  mit  dem  eingebürgerten  Ausdrucke  „Variation  einer  Punktion 
ner  Veränderlichen"  kämen.    Vgl  Kap.  VII.  g  b,  S.  496. 
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(!  (<p,  3r)  =  7E  i<p,  at)  =  9?  (M) ;     V  (<p,  a)  =  0; 
ist  sie  nicht-positiv  für  alle  %  von  M,  so  ist: 

a{,p,%)  =  y{<p.^)^  —  (pCä);     ji (?), St) -=  0 . 
Satz  in.    Aus  *8-<9i  folgt,  wenn  M  und  S3  zu  M  gehörea: 

In  der  Tat,  durch 

ist  eine  Zerlegung  Z  von  9(  gegeben,  und  es  ist: 
(pi^)  £  9(^)  ^  P(2)  ^  ^  (ip,  9t), 
womit  die  eine  Hälfte  der  Behauptung  bewiesen  ist.   Analog  beweist 
man  die  andere  Hälfte, 

Satz  IV.  In  jeder  Menge  91  aus  M  gibt  es  zu  M  gehörige 
Teile  at'  und  St",  so  daß: 

71  (g.,  91)  =  9^(310;      v(<p,'a)  =  -  ^(r). 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  dieser  Behauptung  zu  be- 
weisen. Dabei  können  wir  immer  annehmen,  für  jeden  (zu  M  ge- 
hörigen) Teil  58  von  ST  sei: 

(1)  ^(5S)<  +  oo. 
In  der  Tat,  wegen  {Satz  III): 

•pm^nisp,^) 
ist  dies  sieher  der  Fall,  wenn  7i((p,'^)  endlich.  Ist  hingegen 
j[(,p,  9[)  =  -|-oo,  und  gäbe  es  in  St  einen  Teil  Sä,  für  den  auch 
9'(^)^-f-co,  so  wäre  die  Behauptung  von  Satz  IV  schon  bewiesen. 
Zufolge  der  Definition  von  j[{<p,  ^)  gibt  es  eine  Zerlegungsfolge 
{Z^}  von  31,  80  daß: 

(2)  limP(Z,)==n(<p,%). 

Dabei  können  wir  immer  annehmen,  es  sei  Z^.n  Unterzerlegung 
von  Zri  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätten  wir  nur,  wenn 
Zy  und  Zt-\-i  gegeben  sind  durch: 

die  Zerlegung  Zy-\-i  zu  ersetzen  dureh: 

Ist  nun  (für  jedes  r)  Z^+i  Unterzeriegung  von^'^,  so  kann  die 
Zerlegung  Zy  geschrieben  werden: 
Hahn,  Theorie  dec  leellen  F 
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wobei : 

^JT,'.,-,,...,/'.  =  S  51.' w"  „,,„„, ,.■ 

Bezeichnen     wir    nun    mit    Sit     die    Vereinigung     aller    Jener 
^J'i,/<iv-.,^r'  ^^  vrslehe  tp'^0  ist,  so  ist  offenbar; 

(3)  P(^,)=^2     «>(<.„ ,.)■=?>(«)• 

Wir  bilden  nun  die  untere  Gerne inschaftsgrenze : 
St'  =  limC. 
Setzen  wir:  • 

«;„.=«•»;+.■.,..»;+, 

(5)  %'  =  wi  -f  äs  + . . .  +  C  -i- . . . 

Sun  ist  offenbar'): 

also,  da  Slt.o^Sv  'et  (bei  Beachtung  von  (3)): 

(6)  'p{^iJ'^<p(K)  =  P{Z.)^0. 

Wegen  (l)  sind  aber  alle  <p(^v,/i)  endlich.    Nach  §1,  Satz  V  folgt 
also  aus  (4)  und  (6): 

(7)  <p{%i)  =lim  <p(%i,,.)  >  P{Z,). 

Aus  (5)  folgt  nach  §1,  Satz  IV: 

9)(3l')  =  Iim  (p{^';} 
und  mithin  wegen  (7)  und  (2): 

,___ .  rp{r)^n(<p,^). 

')  Iq  der  Tat,  es  ist: 

Hieriu    ist    91J      —  SJ,     ^j    die    Vereinigung     aller    in     W^         enthaltenen 
und  infolgedessen  ist: 
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also  "nach  Satz  III: 

^(r)=^,(9=,«). 

Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  IV  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  IVa.  Unter  den  Werten,  die  <p  für  die  zu  M  ge- 
hörigen Teile  von  ^  annimmt,  gibt  es  einen  größten  (p{^') 
und  einen  kleinsten  (p(^"),  und  zwar  ist: 

Satz  V.  Ist  <p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  ist 
für  jede  Menge  S&  aus  M  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
Ji(?',  91)  und  v{<p,^)  endlich. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  in  M  zufolge  Satz  IV  zwei 
Mengen  Vt'  und  9J",  für  die  f  entgegengesetzt  unendliche  Werte  an- 
nimmt, was  wir  ein  für  allemal  ausgeschlossen  haben. 

Salz    VI.     Sind   (p^    und   'p^    zwei    in   M    absolut-additive 
Mengenfunktionen,  die  für  keine  Mengen  aus  M  entgegen- 
gesetzt unendliche  Werte  annehmen,  so  ist: 
^{9.,  +  ?.„  31)  ^7.(9^, ,  ai)  +  ;i(y„  St); 
r (9.,  +  9.,,  St)  ^ ^ {^„ ?t)  +  »■  (?>„  St) ; 
«(9.,  +  9-„?t)<a(9'„9I)  +  «(9J„9t). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dinier  Ungleichungen  zu  beweisen. 
Seien  Sti.Sta, 3t' solche  (zu  M  gehörige)  Teile  von  Bf,  für  dieiy,,^?^,^),-!-^;^ 
ihren  größten  Wert  annehmen  (Satz  IVa).     Dann  ist: 

^(y^_|.^,9[)  =  9'i(r)  +  9',(r}<^(9.„9t)  +  ^(9.„3t), 
wie  behauptet. 

Satz  YII.  Ist  <fi  absolut- additiv  im  »-Körper  M,  so  ist 
auch  jede  der  drei  in  M  definierten  Mengenfunktionen 
n{<p,%),  v{(p,%),  a{<p,%)  absolut-additiv  in  M. 

Es  genügt  wieder,  dies  für  n{<p,  9l)  nachzuweisen.  Wir  haben 
zu  zeigen:  ist  {ti,}  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen  aus  M, 
und  ist: 

S(  =  y(^+9I^  +  ,..  +  at.  +  ..., 
so  ist: 

(*)         ^((9,,  ^t)  =  7t(9>,9tJ  +  ^(9',9IJ  +  ...+.^C?',?g  +  ■■■■ 
Nach  Satz  IV  gibt  es  in  9t  und  9t„  Teüe  %'  bzw.  K,   so  daß: 

9,(9(')  =  n(95,9t);     9>(9t;)  =  ^(p,9l>), 

26* 
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und  es  ist  daher  nach  Satz  III: 

{••)    2»(9',«.)-2?'(«)-9'(«  +  «+---  +  «-.0S»(9'.st)- 

Andererseits  ist: 

also,  wieder  mit  Benutzung  von  Satz  III: 

Duroll  (**)  und  (***)  aber  ist  (*)  und  somit  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  bezeichnen  die  drei  in  M  absolut-additiven  Mengenfunk- 
tionen ^1(91, 31),  v{(p,%),  a{'p,%)  ale  die  zu  <p  gehörige  Positiv- 
funktion, Negativfunktion,  Absolutfunktion.  Da  sie  nicht- 
negativ sind,  gilt  (§  1,  Satz  III): 

Satz  Vin.  Gehören  t  und  S9  zu  M,  und  ist  58-<a,  so  ist: 
^i>p,^)£^i'P,^y,     y{<P,^)£->'{<p,'^y,      a{fp,'^)£a{ip,^). 

Satz  IX.  Ist  ip  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  kann 
jede  Menge  %  aus  M  zerlegt  werden  in  zwei  fremde  (in  M 
vorkommende)  Teile: 

(1)  9i=a'  +  r', 

so  daß: 

(2)  n(<p,'&)^n{<p,r}  =  ^p{^')-,      ».(9.,Sl')-0; 

(3)  ■ji{(p,'ä")^Q;     v(97,  ?t)  =  j'(9>,  ai")  =  — 9'(^"}- 

In  der  Tat,  nach  Satz  V  ist  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
n{<p,  a),  v{(p,  9t)  endlich,  z.  B.  ^{ip,  %).  Nach  Satz  IV  gibt  es  einen 
Teil  9('  von  91,  so  daß: 

(4)  ^(9>,9()  =  ^{9I'). 
Da  nach  Satz  HI  und  VIII: 

folgt  aus  (4)  die  erste  Gleichung  (2). 
Ware  nun: 

(5)  r(y,9l')>U, 

so  gäbe  es  nach  Satz  IV  in  %'  einen  Teil  *S',  so  daß: 

?'(a3')  =  -»'('P.5l')<0. 
Auj :  ^  (gf)  ^  9,  (S8')  +  ^  (gt'  —  S0') 

wüxdt!  dann  folgen: 

fi^'  —  S')  >  9:-(ai')  =  nifp,  91'), 
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entgegen  Satz  III.    Also  ist  (5)  unmöglich,  und  die  zweite  Gleichung 
(2)  ist  bewiesen. 

Aus:  7i{rp,  %)  =  n{'p,%')-\-n{(p,  9t") 

folgt  vermöge  der  ersten  Gleichung  (2)  die  erste  Gleichung  (3). 

Ebenso  folgt  aus: 

vermöge  der  zweiten  Gleichung  (2): 

(e)  »(y,a)-,.(y,r). 

Wäre  nun: 

(7)  y(9l")>-K9'.3l"), 

so  gäbe  es  nach  Satz  IV  in  W"  einen  Teil  S5",  so  daß: 

9,(58")==  — ^(y,  91"). 
Aus:  ,/,{?!")=  ^-C«")  +  (p{^"  —  SO") 

würde  dann  folgen: 

<p{%"—m")'>0, 

was  wegen  Satz  III  in  Widerspruch  steht  mit  der  ersten  Gleichung  (3). 
Also  ist  (7)  unmöglich,  und  wegen  Satz  III  ist; 

(8)  <p{r)  =  ~y{<p,r). 

Durch  (6)  und  (8)  aber  ist  auch  die  zweite  Gleichung  (3)  bewiesen, 
und  der  Beweis  von  Satz  IX  ist  beendet. 

Satz  X.    In  der  Bezoichnungeweiae  von  Satz  IX  gilt  für 
jeden   zu    M    gehörigen  Teil  S&'  von  5t'   und    für  jeden  zu  M 
gehörigen  Teil  33"  von  31": 
(t)  'J'W^O;     '?(58")^0. 

In  der  Tat,  nach  Satz  IX  ist: 

r(,p,  ä(')  =  0;     n{<.p,%")^Q, 
mithin  nach  Satz  VIII  auch: 

,.(^,^')^0;     7i(^>,  S5")  =  0. 
Also  folgt  ("l")  aus  Satz  III. 

Satz  XI.    Ist   <p   absolut-additiv   im   o-Körper  M,   so   ist 
für  jede  Menge  %  aus  M: 

In  der  Tat,  für  jede  Zerlegung  Z  von  91  ist: 

A{z)-r(z)  +  siß). 
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also,  da  «,  jt,  i-  die  oberen  Schranken  der  Ä{Z),  P(Z},  N(Z)  sind: 

(tt)  «(»■,a)S«(v,«)  +  K»'.9i)- 

Bedeutet  Z  die  Zerlegung  (1)  von  Satz  IX,  so  ist: 

Ä{z)^\q>(r)'-  +  |9,(r')  1=^(7^,  9f'>  +  K.P,  r)=^{<p, «) +^(9^,  9t). 

Also  ist: 

(ttt)  «(9.,3[)^=.(9',9t)  +  ''(?',9t). 

Aus  (ff)  und  (ttt)  *ber  folgt  die  Behauptung  von  Satz  XI^). 

Wir  ziehen  aus  Satz  XI  zwei  einfache  Folgerungen: 

Satz  Xn.  Ist  (p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  sind 
für  jede  Menge  2t  aus  M,  für  die  (p(^)  endlich  ist,  auch 
ji(^,  9t),  v(^,%),  a{<p,^)   endlich. 

In  der  Tat,  für  71(9-,  9t),  v{<p,^)  folgt  dies  aus  Satz  IV  zu- 
sammen mit  §  1,  Satz  II;  für  (x{<p,  9t)  sodann  aus  Satz  XI. 

Satz  Xin.    Aus  S<9t  folgt: 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  III  und  Satz  XI. 
Satz  XIV.    Ist  <p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,   so  ist 
für  jede  Monge  91  aus  M: 

C)  ^(9I)  =  ^(v',9£)-K?'^3t). 

In  der  Tat,  für  die  Zerlegung  (1)  von  Satz  IX  gilt: 
p(9t)  =  9j(9t')  +  7'(9t")-==i(^,«)  — !'('?.  9t), 
und  Satz  XIV  ist  bewiesen^). 

In   Satz  XIV  ist  die  Aussage  enthalten; 

Satz  XV.  Jede  imo-KörperM  absolut- additive  Mengen - 
funktion  ist  Differenz  zweier  nicht-negativer,  in  M  abso- 
lut additiver  Mengenfunktionen,  von  denen  mindestens 
eine  endlich  ist. 

Unter  allen  möglichen  Darstellungen  von  (p  als  Differenz  zweier 
nicht -negativer  Mengonfunktionen  ist  die  Darstellung  (^)  ausge- 
zeichnet durch  folgende 


'■)  Sie  kann  aueb.  nnmittelbai'  aus  der  Definition  von  k,  ji,  v  als  ob 
Schranken  aller  A(Z},  P(Z),  W(i^)  abgelesen  werden;  vgl.  den  Beweis  ■ 
Kap.  VII,  §  4,  Satz  II. 

^)  Satz  XfV  folgt  aueh  unmittelbar  aus  der  Definition  "ron  oc,  w,  r 
1  mit  SatK  V;  vgl  den  Beweis  von  Kap.  VIT,  g  5,  Satz  VIII. 
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Satz  XYT.  Jedes  Paar  in  M  abBolut-additiver,  nicht- 
negativer Mengenf unktionen  ^j^  und  <p^,  die  für  keine 
Menge   aus  M  beide  ^-|-oo  sind,  und  für  die: 

9  =  91—9-1' 
genügt  (für  alie  "&  aua  M)  den  beiden  Ungleichungen: 

'pM^^'P,^)'     9A^)>H9,^)- 
In  der  Tat,  wäre  für  ein  2t  aus  M  etwa: 

so  müßte,  wegen  des  Bestehens  der  beiden  Gleichungen; 

y(91)-y,(S!I)-y,(«);     y(a)-»(,.,  »)->.(?■,«) 

<p,(9t)<  »(?),.«) 
sein,     Na«h  Satz  XI  wäre  also: 

(")  9>,('!i)+ft(a)<  <?;,»). 

Da  aber  (p^  und  rp^  niobt-negativ  sind,  ist  (Satz  If) : 
9'iW  =  «(9'i,9l);     ^,(S)  — «(-?>,,  91). 

Es  könnte  also  (*^'')  auch  geschrieben  werden: 

a{(p^,  St)  +  h(—  lya,  91)<  a{(p^  —  ip„_,  91), 

im  Widerspruche  mit  Satz  VI.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Nunmehr  können  wir  in  §  1,  Satz  VIII  die  Voraussetzung,  rp  sei 
nicht-negativ,  tilgen: 

Satz  XVn.  Ist  (p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  und 
ist  9t  die  Gemeinschaftsgrenze  der  konvergenten  Mengen- 
folge {%}  aus  M,  ao  ist,  wenn  alle  9I„  Teile  einer  Menge 
m  aus  M  von  endlichem  y(ffi)  sind: 

9^(91) -lim^(?l„). 

In  der  Tat,  nach  Satz  XII  sind  7i{rp,'^)  und  v{<p,'&t)  endlich, 
aus  §  1,  Satz  VIII  folgt  daher : 

]imn{<p,^,)  =  )i(9),9l), 

V\mv{<p,'&^)^v{ip,'&), 
und  ans  Satz  XIV  folgt  die  Behauptung. 
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§  3.    Stetige  und  unstetige  Mengenfunlttioneii. 

Sei  wieder  M  ein  System  von  Punktmengen  eines  n 
Raumes  31.  Ist  a  ein  Punkt  von  JH,  so  bezeichnen  wir  die  Punkt- 
menge, deren  einziges  Element  a  ist,  mit  @^.  Wir  wollen  nun  an- 
nehmen: Ißt  a  Punkt  einer  Menge  aus  M,  so  gehört  auch  die 
Menge  ®„  zu  M. 

Sei  nun  (p  eine  in  M  definierte  Mengenfunktion,     Ist 

(0)  (p{iSj  =  0, 

so  heißt  a  ein  Stetigkeitepunkt  von  (/>,  ist 

^'(ISJ  +  O, 
so  heißt  a  ein  Unetetigkeitspunkt  von  (p.     Gilt  (0)  für  alle  '&^ 
aus  M,  so  heißt  ip  stetig  in  M^). 

Satz  L  Damit  die  im  ü- Körper  M  absolut -additive 
Mengenfunktion  ip  stetig  sei  in  M,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  ihre  Äbeolutfunktion  a{tp)  stetig  sei  in  M. 

In  der  Tat,  für  jede  Menge  ©^  ist: 

Satz  II.  Damit  die  im  o-Körper  M  absolut-additive 
Mengenfunktion  ^  stetig  sei  in  M,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sowohl  ihre  Positiviunktion  n(<p)  als  ihre 
Negativfunktion  y(<p)  stetig  seien  in  M. 

In  der  Tat,  ist  tp  (S„)  =  0,  so  auch : 

Ist  y(gJ  +  0,  BO  ist 

■ji  ((p,^J  =.  fp  (gj     oder     V {<p,  (ij:^  —  (p  (@ J , 

je  nachdem  9)(®J>-0  oder  <C0.  Also  ist  sei  es  ^(95, ®o),  sei  es 
r(q5,®J=|=0  und  mithin  unstetig  in  a. 

Stdz  III.  Jede  im  o-Körper  M  absolut -additive  und 
stetige  Mengenfunktion  ist  Differenz  zweier  nicht  nega- 
tiver, in  M  absolut -additiver  und  stetiger  Mengenfunk- 
tionen, von  denen  mindestens  eine  endlich  ist. 

In  der  Tat,  dies  ist  vermöge  Satz  11  eine  unmittelbare  Folge- 
rung aus  §  2,  Satz  XIV  und  V. 

Satz  IV.      Ist    ip    eine    im    o-Körper   M    absolut-additive 

')  Vgl.  hierzu  J.  Radon,  Wien.  Ber.  192  (1913),  1320. 
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und  endliche^)  Mengenfunktion,  und  ist  a  Stetigkeitspunkt 
von  (p,  Bo  gibt  68  zu  jedem  f>0  eine  Umgebung  U(o),  so 
daß  für  jede  in  U(a)  liegende  Menge  %  aus  M: 
(00)  a{cp,%)<R. 

Angenommen  in  der  Tat,   dies  wäre  nicht  der  Fall.    Dann  gibt 
es  ein  £  >  0  und  für  jedes  n  in  U  [a;  -j   eine  Menge  3I„  aus  M,  so  daß: 

Dabei  kann  angenommen  werden,  es  enthalte  9I„  den  Punkt  o;  denn 
andernfalls  ersetze  man  9tn  durch  die  Menge 

für  die  ja  (§  2,  Satz  VIII) 

gilt. 

Setzen  wir; 

so  ist  nun  auch  (§  2,  Satz  VIII): 

(000)  a{<p,Sß„)>e     für  alle  n. 

Wegen: 


und  mithin  nach  §  1,  Satz  V: 

c(^,(gj  =  limß(9),5ß„). 

Aus  (000)  folgt  also: 

(i{(p,  ®o)  =  ^' 
d.  h.  (Satz  I)   a   iet  Unstetigkeitspunkt  von  <p.     Damit  ist   Satz  IV 
bewiesen. 

Da  stets: 

y(a)|<«(y,a), 

können  wir  noch  hinzufügen: 

Satz  V.     In  Satz  IV  kann  (00)  ersetzt  werden  durch: 

!  9' («)!<«■ 

')  Diese  EinsohräJikung  kann  n  oht  entlehrt  werden.  Beispiel:  Sei  W 
irgendeine  nicht  abgeechloseene  Menge  und  9  (31)  die  Anzahl  dei  Pankte  Ton 
9t9Ji.  Jeder  Punifc  a  von  ■"("  — 501  ist  dann  btetigkoitspunkt  von  ip,  während 
eB  in  jeder  Umgebung  U  (o)  Mengen  31  gibt    für  die  9:  (Jl)  —  -f-  fo . 
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SaU  VI.  Ist  ip  absolut-addibiv  und  stetig  in  M,  so  ist 
für  jede  abzahlbare  Menge  91  aus  M: 

y(9J)^0;     (i(^,9!)  =  0; 

Bestehe  in  der  Tat  9f  aus  den  Puiiliteri  a^,a^,...,n^,...,  d.h.: 
5»)  !)!-(5.,  +  <£.,  +  ...  +  (5».+  ... 

Da  (p  stetig,  ist: 

Wegen  (Oq'*)  ist: 

womit  im  IlinbUck  auf  (q'^o)  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Satz  VII.  Ist  fp  absolut-additiv  und  71  {9t)  endlieh,  so 
gibt  es  für  jedes  p>0  in  9t  nur  endlich  viele  Unstetigkeits- 
punkte  von  cp,  für  die: 

In  der  Tat,  gäbe  es  in  91  unendlich  viele  Unetetigkeitsp unkte 
von  (p,  für  die  (*)  gilt,  so  gäbe  es  ihrer  auch  unendUoh  viele  — 
etwa  «, ,  Og, . , .,  a^^, ...  —  für  die  <p  (©n  )  einerlei  Zeichen  hat,  z.  B. 
das  positive: 

Ist  dann  9J  die  abzahlbare  Menge  a^,  «3,...,  a„,---,  so  ist  9;(31)=-f~  ^' 
und  da  9!-<iÄ,  nach  §  1,  Satz  II  auch  9? (9t)  = -f- '^  .  entgegen  der 
Annahme,     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  Vin.  Ist  Ip  absolut-additiv  und  9^(91)  endlich,  so 
gibt    es    in     91    nur     abzählbar    viele    Unstetigkeitspunkte 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  qp  in  91 
ist  die  Vereinigung  der  Mengen  91^  (v=l,2,...)  derjenigen  Un- 
stetigkeitspunkte von  fp  in  9(,  für  die: 

Da  nach  Satz  Vll  jede  Menge  91^  endlich  ist,  so  ist  ihre  Vereinigung 
abzählbar,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 
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Sei  nun  91  eine  beliebige  Menge  aus  M.  Wir  bilden  die  obere 
Schranke  n  der  Werte  7i(i^,S3)  und  die  obere  Schranke  v  der  Werte 
v(q>,^)  für  alle  zu  M  gehörigen  Teile  ^  von  St,  die  keinen  Un- 
atetigkeitepunkt  von  (p  enthalten.  Es  gibt  dann  zwei  Folgen  {^n} 
und  {Sm}  solcher  Teile,  für  die: 


limn{<p,^. 


lim  V  [<p ,  ^'^}  — 


5ö  ==  S9l  -f  S9'/  -j-  aj^  ^-  58^'  4- . . .  -f  s;  -f-  S9^  +  . . . , 
so  ißt  offenbar: 

Es  gibt  also  in  9t  zu  M  gehörende  Teile,  die  keinen  Unstet  igkeits- 
punkt  von  <p  enthalten,  und  für  die  Positiv-  und  Negativfunktion 
von  <p  gleich  sind  den  oberen  Schranken  "S  und  v.  Jeden  solchen 
Teil  von  9V  nennen  wir  einen  Stetigkeitsteil  ST*  von  ^I^).  Nach 
•  §  2,  Satz  V  ißt  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  nundv  endlich. 

Ganz  ebenso  sehen  wir:  Sind  är  und  v  die  oberen  Schranken 
von  5t{9^,(£)  und  v(tp,^)  für  alle  zu  M  gehörigen,  nur  aus  Unatetig- 
keitspunkten  von  ip  bestehenden  TeOe  E  von  2t,  so  gibt  es  imter 
diesen  Teilen  solche,  für  die  Positiv-  und  Negativfunktion  von  ip 
gleich  sind  den  oberen  Schranken  n  und  v.  Jeden  solchen  Teii 
von  9t  nennen  wir  einen  Unstetigkeitsteil  9t**  von  9r'').  Wieder 
ist  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  n  und  v  endlich. 

Satz  IX.  Ist  <p{%)  endlich,  so  ist  die  Menge  3!  aller  Un- 
stetigkeitspunkte  von  <p  in  9£  der  einzige  Unstetigkeitsteil 
at**  von  9t,  und  es  ist^)  91  —  9!  ein  Stetigkeitsteil  von  9t. 

Seien  in  der  Tat  Uj,  a^,  ...,a^, . .'.  die  abzählbar  vielen  Punkte 
von  iß.     Dann  ist: 

yf  =  lg„^  +  g„^  -^ . . .  ^  g„_^  4_  . . . 

und  gehört,  als  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen  aus  M,  selbst 
zum  ö-Körper  M.  Nach  Definition  ist  jeder  Unstetigkeitsteil  91** 
Teil  von  ^.  Jeder  echte  Teil  l^  von  "Hl  enthält  aber  mindestens  . 
einen  ünstetigkeitspunkt  nicht,  es  gilt  also  für  ihn  mindestens  eine 


')  Besteht  9t  nur  Ewie  tJnBtet^keitspunkton, 
stehen  unter  9t*  die  leere  Menge. 

^)  Enthält  9t  keinen  Unatetigkeitapunkt,  s( 
stehen  unter  91**  die  leere  Menge. 

')  Dieser  Teil  der  Behauptung  gilt  stets, 
sondere  also  immer  dann,  wenn  9!  abzahlbar 
lieh  ist  oder  nicht. 


1  ist  JT  =  »  =  0,  und  « 
igt  n=^v^O,  und  w 


inn  9!  zu  M  gehört,  iaabe- 
.,  gleichgültig  ob  -p  (31)  end- 
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der  beiden  Ungleichungen; 

so   daß   er  nicht   Unstetigkeitsteil   Bein  kann.     Also   ist   nobwendig 
91**  =  W  wie  behauptet. 

Da  aber  9}  zu  M  gehört,  so  auch  9(  ^  .9! ,  Jeder  Stetigkeitateil 
von  9t  ist  notwendig  Teil  von  9t  —  ^,  und  da  für  jeden  Teil  S 
von  9t  — 9i: 

so  ist  9J  —  9;   selbst  ein  Stetigkeitsteil  9t*.     Damit  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Für  alle  Stetigkeitsteile  St*  und  für  alle  Unstetigkeitsteile  9t** 
von  %  ist  (wenn  n,  v,  n,  v  dieselbe    Bedeutung   haben   wie   oben): 

!i(<p,%*)^n,  v{<p,9i*)  =  'v;     ^(9>,?t**}  =  ^,  »■(?;, 9t**)^P 
und  mithin  (§  2,  Satz  XIV): 

q,(9t*)=^S-r;     ^(91**)  =  ^—^. 
Wir  können  also  in  M   zwei  Mengenfunktionen   7»*  (9t)   und  y**(9t) 
definieren  durch ; 

9,*  (9t)  =  <p  (W*),     ?'**  (9{)  =  9»  (9(**), 
wo  9t*  irgendeinen   Stetigkeitsteil,  %**  irgendeinen  Unstetigkeitsteil 
von  91  bedeutet.     Wir   nennen   ip*['ü)    die    Stetigkeitsfunktion, 
9?**(9t)  die  Unstetigkeitsfunktion  von  ip  und  behaupten: 

Satz  X.  Stetigkeitsfunktion  und  Unstetigkeitsfunktion 
einer  in  M  absolut-additiven  Mengenfunktion  sind  absolut- 
additiv in  M. 

Gemäß  der  Definition  von  91*  und  <p**  genügt  es,  nachzuweisen: 
Ist  {9(_^}  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen  aus  M, 
und  i6t: 

9t  =  9ti  +  9(,+...  +  9t„  +  ..., 
so  sind,  wenn  9tJ  und  9!**  Stetigkeits-   und   Unstetigkeits- 
teile von  9t„  sind: 

(j-)9I*  =  9(?-f  9^+.,.-|-9t*4-...,  9t**  =  9tr*  +  9tr  +  ...  +  9ir  +  --- 
Stetigkeits-  und  Unstetigkeitsteile  von  91. 

In  der  Tat,  wäre  die  durch  (f)  gegebene  Menge  9t*  nicht  Stetig- 
keitstoil  von  91,  so  gäbe  es  in  9t  einen  zu  M  gehörigen,  keinen  Un- 
stetigkeitspunkt  enthaltenden  Teil  S,  für  den  wenigstens  eine  der 
beiden  Ungleichungen  gilt: 

7i{<p,^}>7i{(p,%*);     v(9?,S9)>>'(0J,9(*). 
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Setzen  wir: 

so  muß  also  für  miniäestens  ein  n  wenigstens  eine  der  beiden  Un- 
gleichungen gelten: 

entgegen  der  Annahme   ^[jt  Bei  Stetigkeitsteii  %on  3[„. 

Ebenso  beweist  min  diß  die  durch  (f)  gegebene  Menge  ü(** 
Unstetigkeitsteil  von  %  ibt   und  Satz  "V  ist  bewiesen. 

Aus  der  Definition  \on  <f*  folgt  unmittellar: 

Satz  XL  Die  Stetigkeitsfunktion  einer  absolut-addi- 
tiven Mengenfunktion  ist  stetig. 

Wir  nennen  eine  in  M  absolut-additive  M engen funktion  fp  rein- 
unstetig in  %,  wenn  für  jeden  zu  M  gehörigen  Teil  SS  von  9t,  der 
keinen  Un Stetigkeitspunkt  von  jp  enthalt: 
y,  (35)  =  0 

ist.  Die  Funktion  yt  heißt  rein-unstetig  (in  M),  wenn  sie  in  jeder 
Menge  S(  aus  M  rein-unstetig  ist.  Aue  der  Definition  von  ip**  folgt 
sofort : 

Satz  XII.  Die  Unstetigkeitsfunktion  einer  absolut-addi- 
tiven Mengenfunktion  ist  rein-unstetig. 

In  der  Tat,  enthält  9(  keinen  ünstetigkeitspunkt,  so  ist  der 
Unstetigkeitsteil  31**  leer,  und  mithin  (§  1,  Satzl): 

^**(a)  =  ^(a£**)  =  0. 

Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 

Wir  können  nun  Satz  VII  ergänzen  durch  die  Bemerkung: 
Satz  Xm.     Ist  (p  absolut-additiv  und  91**  (9t)   endlich,  so 

gibt   es   für   jedes  j^^O  in   9t  nur  endlich   viele   Unstetig- 

keitspunkte  von  qi,  für  die: 

In  der  Tat,  gäbe  es  in  St  unendlich  viele  Unstetigkeitspunkte 
von  f,  für  die  (*)  gilt,  so  gäbe  es  ihrer  auch  unendlich  viele  — ■  etwa 
a^,a^,...,a^,...—  für  die  <p(@aj  einerlei  Zeichen  hat,  z.B.  das  posi- 
tive. Für  die  abzählbare  Menge  "Jl  der  Punkte  a^,a^,...,  «„,... 
ist  dann : 

»(9., «)-+«.. 

Mithin  ist  die  obere  Schranke  W,  die  bei  Definition  von  (p**  auftrat, 
=  +  00 .     Da  mindestens   eine  der  beiden  Zahlen  W,  v  endlich  ist, 
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ist  also  V  endlich,  und  mithin: 

entgegen  der  Annahme.     Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

So  wie  Satz  VIII  aus  Satz  VII  folgt  daraus: 

Satz  XIV.  Ist  (p  absolut-additiv  und  <p*'^{'ä)  endlich,  so 
gibt  es  in  SU  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitepunlite  von  91. 

Satz  XV.  Jede  absolut-additive  Mengenfunktion  ist 
Summe  ihrer  Stetigkeits-  und  ihrer  Unstetigkeitsfunktion: 

(t)  9)  =  93*-]-^**, 

und  mithin  (Satz  XI  und  XII)    Summe    einer    stetigen    und 
einer  rein-unstetigen  Mengenfunktion. 

In  der  Tat,  ist  95**  (9t)  unendlich,  so  ist  wegen: 
gj**  (st)  =  ^  (^**} 
nach  §  1,  Satz  II  auch  95  (9t)  unendlich  vom  selben  Zeichen,  so  daß 
in  dem  Falle  (f)  bewiesen  ist. 

Sei  sodann  95**  (?t)  endlich.  Nach  Satz  XIV  gibt  es  dann  in 
91  nur  abzählbar  viele  Un Stetigkeitspunkte.  Nach  Satz  IX^)  können 
dann  Stetigkeits-  und  Unstetigkeitsteil  9t*  und  91**  von  9t  so  ge- 
wählt werden,  daß: 

9tf=9i*H-9t**. 
Dann  aber  ist: 

9,  (9t)  =  <p  (9t*)  +  9=  («**)  =  <P*  («)  +  9>**  m , 
und  Satz  XV  ist  damit  in  allen  Fällen  bewiesen. 

Satz  XVI.  Ist  die  absolut-additive  Mengenfunktion  qj 
endlich,  so  gibt  es  außer  der  Zerlegung  (f)  von  Satz  XV 
keine  andre  Zerlegung  von  (p  in  zwei  endliche,  absolut- 
additive Summanden,  von  denen  der  eine  stetig,  der  andre 
rein-unstetig  ist. 

Sei  in  der  Tat: 

wo   (pj^    stetig,    und    ip^    rein-unstetig.     Ist   91   eine  behebige   Menge 

aus    M ,    so    ist   nach  Satz  IX   die   Menge   aller  Unstetigkeitsp unkte 

von  9(  zugleich  Unstetigkeitsteil  St**  von  91,    und   als   Stetigkeitsteil 

9t*  kann  gewählt  werden: 

(ttt)  9t*  =  St  ~  91**. 

Da  (p^  stetig  ist  und  91**  abzählbar,  ist  nach  Satz  VI ; 

7^,(91**)  =  0. 

')  Mao  beachte  Fußa,  '')  ku  Sats  IX. 
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Wegen  (ftt)  'st  daher  weiter: 

(t+t)  ft  (»•) = f  1  w  ~  y.  («'*)  -?■.(»)• 

Da  ip^^  stetig,  ist  jeder  Unstetigkeitspunkt  von  <p^  auch  Unstetig- 
keitspunkt  von  <p,  ee  ist  also  91*  frei  von  Unstetigkeitßpunkten  von 
<p^,  und  da  ip^  rein-unstetig,  ist: 

Aus  {|tj.}  (f-j-t)  und  (tf)  folgt  nun: 

9-1  (51)  =  n  {5t*)  =  -Pi  (91*)  +  9',  («*)  =  <?  (9t*)  -  'P*  (2() . 
Aus  (t)  und  (tt)  folgt  daher  weiter: 

?',(«) -9>"W, 
und  Satz  XVI  ist  bewiesen, 

Satz  XVII.  Bei  jeder  Zerlegung  von  rp  in  zwei  absolut- 
additive Summanden: 

C")  'p^n  +  'p'i^ 

deren  einer  (p^  stetig  ist,  gilt  für  den  zweiten  <p^  auf  jeder 
Menge  9(  aus  M  die  Ungleichung: 

{"")  a{<p^,'^)>a{<:p**,%)-, 

wo  <f**  die.  Unstetigkeitsfunktion  von  ip  bedeutet. 

Sei  zunächst  9!**(2t)  unendlich.  Dann  gibt  es  zu  jedem  p 
in  31  endlich  viele  Unstetigkeitspunkte  a^,  ctg,  ...,  a„,  so  daß: 

(-■"')  :«>(sj+?>(s.,)+...+y(is..)i>j>. 

Aus  der  Stetigkeit  von  i/)^  folgt: 

und  mithin: 

?.  (&,)  =  ?.,  (6.,). 
Aus  C^")  folgt  also: 

i'p,(«..)+»',(«..)+...+«>>(®..)i>i> 

und  somit; 

Da  dies  für  jedes  p  gilt,  ist: 

und  (*'*')  ist  bewiesen. 

Sei  sodann  (p**{^)  endlich.  Nach  Satz  XIV  ist  dann  die 
Menge  aller  Unatetigkeitapunkte  von  ST  abzählbar,  und  nach  Satz  IX 
ist  sie  TJnstetigkeitsteil  9(**  von  Sl,  während  ai  — 3t**  =  9l*  als  Stetig- 
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keitsteil  von  91  gewählt  werden  kann.     Da  9t*  keioen  Uiistetigkeite- 
punkt  von  ip  enthalt,  ist  auf  jedem  Teile  SS,  von  9t* : 

(*)  95**{S9)-=0; 

da   <p*   stetig   und   %"*   abzählbar,    ist   (Satz  VI)   auf  jedem   Teile    E 

von  9t**: 

und  mithin: 

(")  v"i<t)-,pi.^). 

Aus  (*)  und  (**)  folgert  man  leicht: 

(*.•)  o(?.",a)-o(v,  »!••). 

Da  ip^  stetig  und  91**  abzählbar,  ist  (Satz  VI): 

a)  ö(^„9i**)=o. 

Aus  (^ )  folgt  nach  §  2,  Satz  VI : 

H  (g' ,  at**)  ^  ß  (';'i ,  9t**)  +  « (9-2  -  «**)  ■ 
Setzt  man  hierin  (*^)  und  [*^  ein,  ao  erhält  man  {^^),  und  Satz  XVII 
ist  bewiesen. 

§  4.    Totalsfetige  Mengeniunktionen. 

Sei  M  ein  o-Körper  und  ^(9t)  eine  in  M  definierte,  absolut- 
additive Mengenfunktion,  die  wir  weiterhin  als  Basisfunktion  be- 
zeichnen  werden. 

Die  in  M  definierte  Mengenfunktion  ip  heißt  in  M  totalstetig^) 
nach  der  Basis  ß,  wenn  für  jedes  91  aus  M,  für  das: 

«(^,a)  =  o, 

auch  die  Gleichung  gilt: 

9'(9t)=-0. 

Satz  I.  Damit  die  im  tr-Körper  M  absolut-additive 
Mengenfunktion  (p  totalstetig  sei  nach  ß,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  ihre  Absolutfunktion  «(qs)  totalstetig 
sei  nach  ß. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Denn  ist: 
(0)  «(^,9[)>0,     «(^,21)^0, 

1)  Vgl.  hierzu  H.Lebeague,  Ann.fic,Norin.(3)27  (1910),  381.  J.Radon, 
Wien.  Ber.  122  (1913),  1318£f,  —  Der  Name  „feotalstetig"  (statt  des  früher  ge- 
bräuchlichen „aiiaolut  stetig")  wurde  eingeführt  von  C.  Carathöodory,  Vorl. 
über  reelle  Funktionen  475. 
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SO  gilt  auch  (§  2,  Satz  XI)  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen: 
(00)  Ji  (?!,  St)  >  0;     )-  (9p,  ai)  >  0 . 

Nach  §  2,  Satz  IV  gibt  es  dann  einen  Teil  S  von  at,  für  den: 
{0%)  9'(95)  +  0. 

Wegen  a3-<at  folgt  aber  aus  c{;?,g[)  =  0  auch  (§2,  Satz  VIII); 
(V)  «(^,S)=^0, 

Wegen  {'^t)^)  und  (0*^0)  f^ber  ist  ip  nicht  totalstetig  nach  ß. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus: 
«(q,3)  =  0     folgt^):     9>(9[)  =  0. 

Satz  IL  Damit  die  im  o-Körper  M  absolut  -  additive 
Meiigenfunktion  ip  totalstetig  sei  nach  ß,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  sowohl  ihre  Positivfunktion  fi(<p),  als 
ihre  Negativfunktion  v  {(p)  totaletetig  seien  nach  ß. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  aus  dem  Bestehen  einer 
der  beiden  Ungleichungen  (00)  folgt  nach  §  2,  Satz  XI  das  Bestehen 
von  (0). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus 

,i(g;,9t)  =  0';     v{<p,'ä)  =  0 

folgt  nach  §  2,  Satz  XIV: 

9j{3t)  =  0. 

Satz  in.  Jede  im  o-Körper  M  absolut-additive  und 
(nach  §)  totalstetigo  Mengenfunktion  ist  Differenz  zweier 
nicht-negativer,  in  M  absolut-additiver  und  (nach  ß)  total- 
stetiger  Mengen  funk  tionen,  von  denen  mindestens  eine 
endlich  ist. 

In  der  Tat,  dies  ist  vermöge  Satz  II  eine  unmittelbare  Folge- 
rung aus  §  2 ,  Satz  XIV. 

Satz  IV.     Ist   ip    eine   im   a-Körper  M   absolut-additive, 
endliche    und    (nach   ß)    tota  Ja  tetige    Mengenfunktion,     so 
gilt  für  jede  Mengenfolge  {%}  aus  M,  für  die: 
(^)  limß{^,?tj  =  0 

ist,  die  Beziehung: 
i"")  limö(^,9IJ  =  0. 

Angenommen  in  der  Tat,  dies  wäre  nicht  der  Fall.    Darm  gäbe 

1)  Na«h  g  2,  Sata  XIII. 
HftbQ,  Tbeatle  der  reellen  Funktionen.    I.  27 
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es  in  M  eine  Mengenfolge  {S(„},  so  daß: 

(^*"')  lira«(;ö,a„)  =  0;     lim«(9;,9tj>0. 

Ist   2e>,   eine    eigentlich   konvergente   Reite    positiver    Zahlen,    so 

können  wir  wegen  der  ersten  Gleichung  (^*^'<)  —  indem  wir  nötigen- 
falls von  {9lJ-  zu  einer  Teilfolge  übergehen  —  annehmen,   es  sei: 

a(ß, %,)<£„     für  alle  n. 
Wir  setzen; 

a„  =  3(„4-3t«+i  +  -.- 

und  haben  dann: 

Wegen  der  eigenthchen  Konvergenz   der  Reihe  der  e„,  und   wegen 
der  zweiten  Gleichung  C"**^)  ist  also: 

lim « {ß,^J  =  0;     lim a  (cp ,  ä„)  >  0 . 

Setzen  wir  noch: 

ii^%-%-. ..■%■..., 
m  ist  nach  §  1 ,  Satz  V: 

Also  ist  (p  nicht  totalstetig  nach  ß,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Ebenso  wie  §  3,  Satz  V  gilt; 

Satz  V.     In  Satz  IV  kann  (>^'')  ersetzt  werden  durch^): 
("^x")  lim?.(9(J  =  0. 

Im  vorstehenden  war  ip  als  absolut-additiv  vorausgesetzt.  Es 
sei  noch  bemerkt,  daß  bei  Beatehen  der  Bedingung  von  Satz  IV 
oder  V  aus  der  Ädditivität  von  rp  auf  die  absolute  Additivität  ge- 
schlossen werden  kann: 

Satz  VI.  Ist  die  Baaisfunktion  ,5  endlich,  und  ist  <p  eine 
in  M  definierte  additive  Mengenfunktion,  für  die  aus  (^) 
das  Bestehen  von  ("x'*)  folgt,  so  ist  ip  absolut-additiv'^). 

'')  Ist  umgekehrt  die  absolut-additive  Meugenfunktion  <p  so  beschaffen,  daU 
aus  (")  auch  (V')  f^^g*.  so  ist  sie  selbatverständliofa  totalatetig  nach  ß.  Denn 
ist  cC9,9r)  =  0,  so  setze  man  91,,  =  a  für  alle  n.  Dann  gilt  (=*)  und  mithin 
auoh    (Y)-    Da  aber  <fi  (W„)  =  f  {%)  iär  alle  %  so  heißt  das:  9){aO  =  0. 

")  Und  mithin  auch  totalstefcig  nach  ß  (Fußn.  ^). 
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Sei  in  der  Tat  {S„}   eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen 
aus  M,  und  sei 

58--S9,  +  S,  +  ...-[-S8„-f... 
Wir  setzen: 

©^  ^^^  -f  ^,,  4- . . .  +  S3^;     S^  =  B„  +  ,  +  «„+,  + . . . 
Wir  haben  nachzuweisen; 

(t)  ■?'(»)  =  '?'(«J+'P(53,)  +  .--  +  9'(«„)  +  --- 

Wegen  der  Äddibivibät  von  ip  ist: 

v{V)  —  v{^,)  +  v(K):    «>(©,)-?'(a).)  +  ?'Ä)  + ■■•  +  ?■(»,)■ 

Es  ist  also  (-j-)  gleichbedeutend  mit: 

(tt)  toy(IJ-0. 

Wegen  der  absoluten  Addifcivität  von  ß  ist  nun  aber: 
(V)  ,5  (8) -^(8,)  +  /)  {»,)  +  ..,  +  ;!  (».)  +  •.. 

Weil   ß  i^)    endlich,    ist   die  Reihe   in    i^^"^)    eigentlich   konvergent, 
mithin  wegen  {-^i-^) 

(-m)  ,'™'''*-'~"- 

Naeh_  Voraussetzung    aber    folgt    aus    (ttl)    "^^is   Bestehen    von    (|-|-), 
Es  gilt  also  (t),  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

■    Sei  nun  %  eine  beliebige  Menge  aus  M.    Wir  bezeichnen  jeden 
zu  M  gehörigen  Teil  S  von  %,  für  den: 

a[ß,il)^Q\     a{<p,€)>0, 
als  einen  (für  <p  nach  der  Basis  ß)  singulären  Teil^),    Jeden  zu  M 
gehörigen  Teil  S  von  9t,  der  keinen  solchen  (nicht  leeren)  singulären 
Teil  enthält,  nennen  wir  einen  (für  <p  nach  der  Ba^is  ß)  regulären 
Teil  von  9t. 

Seien  n  und  v  die  oberen  Schranken  von  ,1(9?,©)  und  v(q),^) 
für  alle  regulären  Teile  S3  von  ST,  und  n  und  v  die  oberen  Schranken 
von  }i{<p,<S.)  und  v((p,Ü)  für  alle  singulären  Teile  (S  von  9t.  Wie  bei 
der  Definition  von  Stetigkeitsteil  und  Un stetigkeitsteil  von  91  (S.  411) 
sehen  wir:  Es  gibt  in  9t  reguläre  Teile  91^,  eo  daß: 
(*)  Jti<p,^^}^-7i;     ^(vj,9t^)==i>, 

')  Aus   formalen  Gründen   rechnen   wir   auch   die   ieere  Menge   zu   dieaeii 
singulären  Teilen, 
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und  ebenso  singulare  Teile  St*"*,  so  daß: 

Jeden  regulären  Teil  a^  von  %,  für  den  (*)  gilt,  nennen  wir  einen 
Regulärteil  von  9t  (für  (p  nach  der  Basis  ß);  jeden  singulären 
Teil  91*^'*  von  ?I,  für  den  {**)  gilt,  nennen  wir  einen  Singulärteil 
von  ai  (für  ip  nach  der  Basia  ß). 

Satz  Vn.  Ist  für  den  Singulärteil  91^''  von  91  (für  93 
nach  ß)  der  Wert  ^(Si'*'^)  endlich,  so  ist  9r  —  9I'^''  ein  Regu- 
lärteil von  9(  für  (p  nach  ß. 

In  der  Tat,  zunächst  ist   91  —  91'*^   ein  regulärer  Teil;   denn 
andernfalls  gäbe  es  ein  E-<;9(  —  St*'",  so  daß: 
(***)  ß(^,e)-=0;     a{<p,Q.)>0. 

Da  91**"    ein  singulärcr  Teil,  iat 

(V)  «((«.««-j-o, 

uud  wegen  (***)  wäre  also: 

a(j?.91''''  +  S;)  =  0;     a('p,^''''  -{-^)>a{<p,%'"'), 
Wegen  der  ersten   dieser  Beziehungen   ist  St""-!-®    ein   singulärer 
Teil,  wegen  der  zweiten  gilt  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen: 

im  Widerspruche  mit  der  Tatsache,  daß  91^^  Singulärteil  von  9(. 
Also  ist  91^91""  regulärer  Teil,  wie  behauptet. 

Um  nun  nachzuweisen,  daß  9(  —  91^"  Regulärteil  von  9t  «ist, 
sei  S  irgendein  regulärer  Teil  von  9t-     Wir  setzen: 

Dann  ist: 

,,,  Ufr,18)<»(9',9I-9I>"')  +  »{«>,»'); 

V(?.,a)£i'(p,a  — si>"<)+»(9>,a5'). 

Wegen  SS'^St^**  und  wegen  {%*)  ist: 

«(l«,»')-0. 
Da  ^'-<S5  und  S  regulärer  Teil,  ist  also  auch: 
^(5,,58')  — 0;     v(y,B')  =  0. 
Also  folgt  aus  (**s): 

ji{<p,^)£n{<p, %  —  '&'''');     v(,p,^)£v{<p,%  —  'ä'"'). 
Da  dies   für  jeden  regulären  Teil  S9  von  %  gilt,    ist  gezeigt,    daß 
1  §t  ist,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 
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Für  alle  Regulärfceile  ^^  von  91  und  für  alle  Singulärteile  %^^ 
von  91  ist  (wenn  n,  v,  n,  v  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben): 
y,(91x)  =  S-i;;     9.(SI>^'<)==Ä-P. 

Wir  können  also  in  M  zwei  Mengentunktlonen  95^  (S!)  und  tp'^"  (9t) 
definieren  durch  r 

wo  9t^  irgendeinen  ß^ulärteil,  ^t*"*"  irgendeinen  Singuiärteil  von  St 
(für  <p  nach  ß)  bedeutet.  Wir  nennen  ip"  {^)  die  Regularitäts- 
funktion,  9?''*'(9t)  die  Singularitätsfunktion  von  ip  nach  ß. 

Ganz  ebenso  wie  Satz  X  von  §  3  beweist  man: 

Satz  Vni.  Regülaritätsfunktion  und  Singularitätsfonk- 
tion  nach  ß  der  in  M  absolut-additiven  Mengenfun^tion  95 
sind  absolut-additiv  in  M. 

Aus  der  Definition  von  <p^  folgt  unmittelbar: 

Satz  IX.  Die  Regülaritätsfunktion  nach  ß  einer  absolut- 
additiven Mengenfunktion  ist  totalstetig  naoh  ß  in  M. 

In  der  Tat,  ist  für  eine  Menge  91  aus  M 
f;(/;,9t)=0, 
so  ist  notwendig  für  jeden  ihrer  rcguläi-en  Teile  S: 

und  mithin: 

n{<p,'iö}  =  0;     v(<p,^')  =  0, 

mithin  auch  !t  =  0,   v^^O,    d.h.: 

9,>^(9()  =  0, 
womit  Satz  IX  bewiesen  ist. 

Wir  nennen  eine  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion  yj  rein- 
singulär  in  9t  (nach  der  Basis  ß),  wenn  für  jeden  (nach  ß)  regu- 
lären Teil  58  von  9t: 

Die  Funktion  ^f  heißt  rein-singulär  (nach  ß)  in  M ,  wenn  sie  in  jeder 
Menge  3t  aus  M  rein-singulär  (nach  ß)  ist. 

Satz  X.  Die  Singularitätsfunktion  nach  ß  einer  absolut- 
additiven Mengenfunktion  ist  rein-singulär  nach  ß. 

In  der  Tat,  ist  die  Menge  %  aus  M  regulär  nach  ß,  so  ent- 
hält sie  als  singulären  Teil  nur  die  leere  Menge.     Es  ist 'also   der 


')  Statt  dessen  kann  es  auch  heißen:  a  (v' ,  93)  =  0 , 
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Singiilärteü  91"^  leer,  und  mithin: 

q,'"' (91)  =  93  (?!'<'<)  ==0. 

Ssitz  XI.  Jede  absolut-additive  Mengenfunktioii  ist 
Summe  ihrer  Regularitäts-  und  ihrer  Singularitätafunktion 
nach  ß: 

(1)  ^^tpx^q)"^ 

und  mithin  (Satz  IX,  X)  Summe  einer  nach  ß  fcotalsfcetigen 
und  einer  nach  ß  rein-aingulären  Mengenfunktion. 
In  der  Tat,  ist  <p^^  (91)  unendlich,  so  ist  wegen 

nach  §  1,  Satz  II  auch  9:1(31)  unendlich  vom  eelben  Zeichen,  so  daß 
in  dem  Falle  (l)  bewiesen  ist. 

Ist  hingegen  <p'^'^  (%)  endlich,  so  können  nach  Satz  VII  Regu- 
lärteil 91*^  und  Singulärteil  91*^'^  so  gewählt  werden,  daß 

§1  =  91"^  J-^px. 
Dann  aber  ist:  ' 

und  Satz  XI  ist  in  allen  Fällen  bewiesen. 

Satz  Xn.  Ist  die  absolut-additive  Mengenfunktion  (p 
endlich,  so  gibt  es  außer  der  Zerlegung  (l)  von  Satz  XI 
keine  andere  Zerlegung  von  <p  in  zwei  endliche,  absolut- 
additive Summanden,  von  denen  der  eine  totälstetig,  der 
andere  rgin-singulär  nach  ß  ist. 

Sei  in  der  Tat: 

(2)  9  =  'Pi-\-'P2- 

wo  <pj^  totalstetig,  (p^  rein-singulär  nach  ß.  Sei  9t  eine  beliebige 
Menge  aus  M.  Da  nach  Voraussetzung  g'(9I)  endlich  ist,  so  ist 
auch  (nach  §  1,  Satz  II)  (p"'^  (9t)  =  q>  (9t'*'*)  endlich,  und  nach  Satz  VII 
können  91**  und  ^t****  so  gewählt  werden,  daß: 

(3)  9t  =  9l'*  +  9t^'*- 
Da  (pj  totalstetig  nnd  'H^'^  Singulärteil,  ist 

9',  (9t'"')  — 0, 
mithin  ans  (3) : 

(4)  9,^  (91")  =  <p,  (9t)  -  <p^  (%><><)  ^  <p^  (9t) . 

Da  ip^  totalstetig,  ist  jeder   für  qj^  singulare  Teil  auch  singulär  für 
q),  es  ist  alßo  St'*  frei  von  Teilen,   die  für  <p^  singulär,   und  da  ip^ 
rein-singulär,  ist: 
(6)  <P,l3')-0. 
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Aus  (4),  (6)  und  (2)  folgt: 

AuB  (l)  und  (2)  folgt  daher  weiter: 

und  Satz  XII  ist  bewiesen. 

Sata  Xni.     Bei  jeder  Zerlegung   von  <p  in  zwei  absolut- 
additive Summanden 

(6)  ^  =  91  +  ^^- 

von    denen   einer   cp^    totaletetig    ist    nach   ß,    gilt    für   den 
zweiten  (p^  auf  jeder  Menge  9t  aus  M  die  Ungleichung; 

(7)  «(?>,, a)>«(95"'^«), 

wo  tp^'  die  Singularitätsfunktion  von  cp  nach  ß  bedeutet. 

Sei  zunäehst  ^u"*'  (31)  unendlich.     Für  jeden  Singulärteil  St"*^ 
von  91  ist  dann; 

(8)  iyCaxxjH+oo. 

Da  W'^  Singular  und  9)^  totalstetig,  ist: 

und  mithin  ist  (8)  gleichbedeutend  mit: 
Also  ist  gewiß  auch 

ß(^^,a)  =  +  oo, 

und  (7)  ist  bewiesen. 

Sei  sodann  ip'"' (9t)  endlich.    Nach  Satz  VII  kann  angenommen 
werden : 

9t  =  9t^+9t''^. 

Da  9(*'  regulär,  ist  auf  jedem  Teile  ^  von  91": 

(9)  9,xx(S)^0. 

Da  (p^  totalstetig  und  9t ''^   singulär,  ist  auf  jedem  Teile  ß  von  %'"■": 

yX(K)  =  0 

und  mithin: 

(10)  9.'<>^(e)  =  7^(iX). 
Aus  (9)  und  (10)  folgert  man  leicht: 

(11)  a{f'''','ä)^aiip,%''''). 
Da  ipj   totalstetig  und  91"''  singulär,  ist: 

(12)  «(^^,9I^^)  =  0. 
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Aus  (6)  folgt  nach  §  2,  Satz  VI: 

Setzt  man  hierin  (11)  und  (12)  ein,  ao  erhält  man  (7),  und  Satz  XIII 
ist  bewiesen. 

§  5.   Maßfunktioiten. 

Sei  5fl  ein  metrischer  Raum,  und  sei  A  das  System  aller  Pnnkt- 
mengen  St  von  Sft.  Wir  nennen  eine  in  A  definierte  und  nicht  für 
alle  91  von  A  verschwindende  Mengenfunktion  y  (9t)  eine  Maß- 
funktion^),  wenn  sie  folgende  Forderungen  erfüllt: 

1.  Es  ist  9)(9t)>0  für  a\le  9t  von  A  und  für  die  leere 
Menge  S  ist  ^(S)  =  0. 

2.  Aus  ©-<at  folgt 

3.  Für  die  Vereinigung  %  abzählbar  vieler  Mengen  aus  A: 

jij.  si_9i,  +  a,  +  . ..  +  «.+... 

"'     ■  y(9)<y(8lJ  +  ?.(SI,)  +  ...  +  y(«,)  +  ... 

Ist  <p  eine  Maßfunktion,  so  nennen  wir  den  Funktionswert  cp  (91) 
das  äußere  91 -Maß  der  Punktmenge  9(.  Die  Maßfunktion  <p  wird 
im  aligemeinen  in  A  nicht  absolut -additiv,  ja  nicht  einmal  additiv 
sein.  Doch  gelingt  es,  aus  A  einen  0-KÖrper  M  herauszuheben,  in 
dem  <p  absolut-additiv  ist.  Die  Mengen  dieses  o-Köipers  M  werden 
als  die  ^j-meßbaren  Mengen  bezeichnet.  Wir  definieren:  Eine 
Punktmenge  3K  aus  A  heiße  gp-meßbac,  wenn  für  9R  zusammen 
mit  jeder  beliebigen  Menge  ?[  aus  A  die  Relation  gilt: 

(0)  <p(W)  =  <pim^)  +  (p{'ä  —  m%). 

Ißt  SR  9:)-meßbar,  so  nennen  wir  den  Firnktions-wert  ^(ffi)  das 
P"Maß  von  9K.  Für  ^-meßbare  Mengen  stimmen  also  ^f-Maß  und 
äußeres  95-Maß  überein. 

Satz  I.  Damit  fflf  95-meßbar  sei,  genügt  es,  daß  (0)  für 
a!Je  Mengen  91  von  endlichem  äußeren  gi-Maß  erfüllt  sei. 

In  der  Tat,  für  aJle  9t  von  unendlichem  äußeren  ip-Maß: 
(00)  ^(?|)  =  _^co, 

ist  (0)  von  selbst  erfüllt.  Denn  nach  Eigenschaft  3.  der  Maß- 
funktionen ist: 

')  Die  folgende  Einführung  dea  BegriSee  der  Maßfunktionen  und  der 
Meßbarkeit  rührt  her  von  C.  Carathöodory,  Gott,  Nachr.  1914,  404.  Vorl. 
über  reelle  Funktionen,  Kap.  V. 
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Aus  (00)  folgt  also,  daß  .lucli  mindestens  einer  der  beiden  Sum- 
manden auf  der  rechten  Seite  von  (0)  den  Wert  ~\-co  hat,  so 
daß  (0)  sicher  erfüllt  ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.    Ist  fflJ  9;-meßbar,  so  auch  das  Komplement  SR— ffl!. 

In  der  Tat,  (0)  geht,  wenn  Söl  durch  SR  —  9)1  ersetzt  wird,  in 
sich  selbst  über. 

Satz  ni.  Sind  SOEj  und  9JJ,  (;;-meßbar,  so  auch  die  Ver- 
einigung M^-j-ffl,. 

Wir  setzen: 

und  haben,  gemäß  (0),  zu  zeigen,  daß  für  9t  zusammen  mit  jeder 
Menge  5Ö  aus  A  die  Beziehung  besteht: 

Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  (Fig.  15): 

S TOi  9Ää  =  ^0.      S ffli  —  fflo  ^  äi ' 
SBSßa  —  So  =  ®2'        S  —  9fS  ^  S9s. 
Dann   schreibt    sich    die   zu    beweisende    Be- 
ziehung (*):  jj.;g_  j5 
(**)     9'(S)  =  9'(Sn  +  S,  +  SBj-f  9^(393). 

Weil   Wi   TJ-meßbar,   ergibt   (0)    für    31=. iö,   9)!  =  5ffi/): 

(V)  <p{^)  =  <p  i% + SS,) + 9^  (Sä + se,). 

Weil  ffl„  ^-ineßbar,  ergibt  (O)  für  2l  =  ^j,-j-^g,  9K  =  gR,: 

(***)  9^  (®.  +  %)  =  'P  (58.)  +  <P  (^s)- 

Wir  haben  also  aus  (*^*)  und  (,*4;): 

(•••)  .     9-(S9)  =  9^(S8o  +  a9,)  +  -p(«,)  +  '?'(a3j. 

Nun  ergibt  (0)  für  iK  =  S^  -f  ^^  +  S8., ,  SR  -=  fflt, : 

<p  (\  +  5B,  4-  iö,)  =  9^  (S80  +  ^i)  +  9^  (Sßa). 

Setzt  man  dies  in  (***)  ein,  so  erhält  man  (**),  und  Satz  III  ist 
bewiesen. 

Satz  IV.  Sind  m^  und  m^  ^j-meßbar,  und  ist  M^-Km,, 
so  ist  auch  m^  —  W^  -p-meßhaT. 

')  Es  ist  nämlich: 

ari.ffl  =  *B^  +  a, ;    58  —  im. «  -=  S9,  +  % . 
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In  der  Tat,  nach  Satz  II  ist   auch  31  —  M-i   ip-meßbar,   daher 
nach  Satz  III  auch  (JR  —  ffi,)  -j-  9JEj ,  daher  nach  Satz  II  auch 

m  —  im  —  21t  j  +  m^)  =  Ml  —  m^ , 

und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Satz  III  und  IV  können  in  die  Aussage  zusammengefaßt  werden: 

Satz  V.     Das    System    aller   ^j-meßbaren  Mengen   bildet 
einen  Körper. 

Und  wir  erkennen  augenblicklich: 

Satz  VI.     Die  Maßfunktion  (p  ist  additiv  im  Körper  der 
^i-meßbaren  Mengen. 

In  der  Tat,   seien  ÜKj  und  M^  zwei  fremde  g:)-meßbare  Mengen. 
Wir  setzen  in  (0): 

9t=-9Ki  +  mj,     m^Wj 

<p  {m^  +  Wg)  =  <;p  (*«  J  +  (p  (m^) , 
womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Wie  angekündigt,  gilt  aber  darüber  hinaus: 

Satz  VIL     Das  System  aller  gj-meßbaren  Mengen  bildet 
einen  o-Körper. 

Wir  haben  zu  zeigen:  Ist  {M„}  eine  Folge  ^i-meßbarer  Mengen, 
so  ist  auch;  .... 

91  =  ffli^  +  fflE^  -j- . . .  -|-  M^  + . . . 

<p-meßbar.  Dabei  kann  ohne  weiteres  vorausgesetzt  werden,  die 
Sß„  seien  zu  je  zweien  fremd,  da  man  anderenfalls  nur  1ffl„  (m^l) 
zu  ersetzen  hat  durch: 


und  erhalten: 


-5ffi. 


s^" 

«          « 

«? 

4 

4 

^ 

J 

r 

«, 

w^ 

Kl 

-1 

L 

)  — (9K,  +  9K,  +  ,..  +  ffi„_i). 

Nach  Satz  I  wird  die  gj-Meßbar- 
keit  von  3i  bewiesen  sein,  wenn  ge- 
zeigt ist:  für  jede  Menge  S  von  end- 
lichem äußeren  ^j-Maße  ist: 

Wir  setzen  nun  (Fig.  16): 

SS  —  giS^^"; 

^i  +  ®a+---  +  ®„  =  Sn; 


pie  zu  beweisende  Gleichung  (1)   lautet  dann; 
<2)  y  (»)-?.  (»')  +  ?.  (SB"). 
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Wegen  Eigenschaft  2.  der  Maßfunktionen  ist: 

Es  existiert  also  der  Grenzwert: 

(3)  lim  ^(^;)^  9- (56')- 
Durch  vollständige  Induktion  beweisen  wir: 

(4)  <P  (K)  -  <P  (Sx)  +  f  {®.)  +  ■  ■  ■  +  -P  W- 
Angenommen  in  der  Tat,  dies  gelte  für  den  Index  m  —  1 : 
(&)                 '?'tS8'«-i)  =  9'(3),)  +  ?'(®.)  +  -..  +  ?'(®„-.)- 
Da  «Ot„  9;-meßbar,  folgt  aus  (0)  für  %  =  ^'„,  m  =  W^: 

woraus    durch    Einsetzen    von   (5)    die   Gleichung  (4)    entsteht,    die 
damit  bewiesen  ist. 

Es  ist  also  in  (3): 

(6)  Hm9>(35;)  — 9'(®x)  +  9'(®.)  +  --.  +  9'(^n)  +  '-- 

Wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  ist  aber: 

f  (W)  <  y  CS,)  +  «J  (31,) +  ■■■  +  ?>  (»J +  •■  ■ 
Es  ist  also  wegen  (6): 

was  zusammen  mit  (3)  ergibt: 

(7)  ■  lim<p{''i^„)  =  <p{^). 

Nach  Satz  III    ist    m^-\~m^-\- ...-\-^„  <p-meßbar.     Es   folgt 
also  aus  (0)  für  a^SS",  9«  =  ff^^ -|- aft^  +  ■  ■  ■  +  3^« • 

{8}  <pm='P(K)-^<p  {•&:)•. 

und   da   <p{^)    und    somit   nach  Eigenschaft   2,   der  Maßfunktionen 
auch  9'{£9')  endlich  ist,  folgt  aus  (8)  und  (7); 

(9)  Iim9-(SB;')  =  0. 

Setzen  wir  aber  in  (0):  St  =  »,   aK  =  mi  +  Mj  +  ...  +  »„,  so 
erhalten  wir: 

(10)  <p{^)-flK)  +  v(K  +  »')- 

Hierin  ist  wegen  Eigenschaft  2.  und  3.  der  Maßfunktionen: 
rp  (S9")  <  9J  (SB;  +  S9")  S  y  (9")  +  <p  («), 


y  Google 


428  Die  absolut- additiven  Mengenfuiiktionen. 

also  wegen  (9): 

(l  1 )  lim  (p  (!B;;  +  f&")  =  rp  (S") . 

Aus  (10),  (7)  und  (ll)  aber  folgt  (2),  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 
In  Satz  VII  sind  die  Tatsachen  enthalten  (vgl.  §  1,  S.  394,  395): 
Satz  Vni.      Der   Durchschnitt    abzahlbar   vieler  qs  meß- 
barer Mengen  ist  93-nicßbar. 

Satz  IX.  Ist  {aft„}  eine  Folge  ^^-meßbarer  Mengen,  so 
aind  auch  obere  und  untere  Gemeinschaftsgrenze  lim  ffl^ 
und  lim  9)E„  97-mellbar.  "  =  " 

Satz  VI  wird  nun  ergänzt  durch: 

Satz  X.  Die  Maßiunktion  <p  ist  absolut-additiv  im 
o-Körper  der  ^j-meßbaren  Mengen. 

Wir  haben  nachzuweisen:  Ist  {M„}  eine  Folge  zu  je  zweien 
fremder,  95 -meßbarer  Mengen,  und 

jf  =  9K^-|-  äR.^^ . . .  -|-  TO„+ . . . 
ihre  Vereinigung,  so  iat: 
(12)  ?^(9t)-9'(M,)-f  V'(^.)  +  ---  +  'PÄ)  +  --- 

Da  nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen: 

9^(?i)£^(fflj  +  9>(smJ  +  ...  +  9'(9njH-..., 

ist  (12)  sicher  richtig,  wenn  (p{^]  =  -\-r>a. 

Iat  hingegen  ip(9f)  endlich,  so  können  wir  im  Beweise  von 
Satz  VII  S==9!  setzen.     Dann  wird; 

Nach  Satz  VI  ist  daher: 

<p  iK)  --=  V  i^i)  +  ?'  (^.)  +  ■-■  +  <?  (^J> 
und  Gleichung  (7)  geht  über  in: 

bm^  j  <p  im,) + 9>  (a)!,)  -h . . .  +  ^  im„)\  ^<pm' 

das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (12). 

Die  Sätze  VI,  VII,  VIII  von  §  1  ergeben  nun: 

Satz  XI.     Ist  {fflf„}  eine  Folge    ^i-meßbarer  Mengen   und 

M  ihre  untere  Gemeinscbaftsgrenze,  so  ist:  . 
y(TO)glimy(mJ. 
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Satz    XII.      Ist   {W.„}    eine   Folge   9?- meßbarer   Mengen, 
der«n  Vereinigung  von  endlichem  ip-M&ß  ißt,  und  bedeutet 
tUi  ihre  obere  Gemeinsobaftsgrenze,  so  ist: 
9;(!rä)^n^93(S0EJ. 

Satz  XIII.    Ist  {aif„}  eine  konvergente  Folge  ^i-meßbarer  . 
Mengen,  deren  Vereinigung  von  endlichem  qs-Maß  ist,  und  be- 
deutet 9R  ihre  Gemeinscbaftsgrenze,  so  ist; 

Hierin  ist  als  Spezialfall  enthalten  (vgl.  §  1,  Satz  V): 

Satz   XIV.      Ist   {9)l„}    eine    monoton   abnehmende   Folge 

(p-meßbarer  Mengen,  die  nicht  sämtlich  unendliches  97-Maß 

haben,  und  ist  9Jf  ihr  Durchschnitt,  so  ist: 
9)(M)  =  lira9?(W„). 

Und  Satz  IV  von  §  1   ergibt; 

Satz    XV.      Ist    {m,,}    eine    monoton    wachsende    Folge 
(/j-meßbarer  Mengen  und  M  ihre  Vereinigung,  so  ist: 
9,(gn)  =  lim9.(aKj, 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  man  durch  den  in  Satz  IX  von  §  1 
behandelten  Erweiterungsprozeß  über  den  a-Körpev  der  <p-meßbaren 
Mengen  nicht  hinauskommt. 

Dazu  genügt  es,  zu  beweisen,  daß  jeder  Teil  9fi  einer  ^i-meß- 
baren  Menge  des  ^i-Inhaltes  0  selbst  gj-meßbar  ist;  und  da  wegen 
Eigenschaft  2.  der  Maßfunktionen  <p[^)^=.0  ist,  ist  diese  Be- 
hauptung enthalten  in: 

Satz  XVI.  Jede  Menge  m  vom  äußeren  ^i-Maße  0  ist 
qn-meßbar. 

Wir  haben  nachzuweisen,  daß  für  jede  Menge  ST: 

Hierin  ist  nach  Annahme: 

Wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunlttionen  ist: 

{'"')  95t9l)^<p(aRSi:)  +  y(9I  — TOa)  =  9j(«  — TOM). 

Weü    a— 50;9t-<9t,   ist   nach    Eigenschaft    2.    der    MaJJf unktionen : 

C""")  9'(a)ä^{?t  — SK91}." 

Aus  (^^)  und  {^>^«)  aber  folgt  (*^),  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 


y  Google 


430  Die  absolut- additiven  Mengen  funktionell. 

Daraue  folgt  leicht: 

Satz  XTU.     Hat  9t  endlichee    äußeres  ^j-Maß^),   und  gibt 
es  in  9£  einen  99-meßbaren  Teil  W,  ao  daß 

SO  ißt  auch  'H  r^-meßbar. 

In  der  Tat,  da  ÜK  ^j-meßbar  und  Sf-<at,  ergibt  (0): 

^  (51)  =  q>  (5R)  -l-^(ßl  —  fffi), 
aJeo   wegen  C*^*'): 

9)(?t  — TO)  =  0. 

Also  ist  nach  Satz  XVI  91 —  M  ^j-meßbar,  also  iet  nach  Satz  III  auch 

9t  ==  Bf  +  (?( ~  5ffl) 

9!-meßbar,  und  Satz  XVII  int  l 


%  6.     Gewöhnliche  und  reguläre  Maßfunktionen. 

Wir  unterwerfen  nun  die  Maßfunktion  <p  außer  den  Forderungen 
.  1.;  2.,  3-  von  §  5  noch  der  weiteren  Forderung: 

4.    Haben    die   beiden   Mengen  %  und   53   positiven    Ab- 
stand; 

r(9t,58)>0, 
so  ißt; 

y(St  +  S)  =  9'(9()  +  ?'{a3). 
Eine   Maßfimktion,    die   auch,   noch   dieser   Forderung    genügt; 
wollen  wir  eine  gewöhnliehe  Maßfunktion^)  nennen, 

Sata   I.      Ist   tp    eine  gewöhnliche    Maßfunktion,    so   ist 
jede  abgeschlossene  und  Jede  offene  Menge  95-meßbar. 


'■)  Diese  Bedingung  kann  ni  ht  entbehrt  werden  Beispiel  Sei  W  irgend 
eine  ^o-meßbare  Menge  für  die  9  {5Dt)  =  -|-oo  und  sei  S  eine  zu  131  fremde 
nicht  9i-n)eßbare  Menge  Setzen  wir  St  =  aK  +  S  ao  11t  aueh  9  (fl()  =  -|-r(0 
aber  %  ist  nicht  9  meßbar  denn  da  die  1)  meßbaren  Mengen  einen  Koiper 
bilden,  müßte  dann  auch  31  —  ^  ^  Ü  ;  meßbar  sein  wa9  nach  Annahme  nicht 
der  Fall  ist. 

^)  C.  OarathSodojy  unterwirft  alle  Maßfunktionen  den  lorlerungen 
1.,  2,,  3.,  4.  Wir  sind  von  dieser  Terminologie  abgewichen  um  auch  die  (\o!i 
Forderung  4.  unabhängigen)  Satze  des  vorigen  Paragraphen  einfach  au<iapiec.hen 
zu  können.  —  Bin  Beispiel  einer  Maßfunktion  die  nicht  gewohnliohe  Maß 
fnnbtion  ist,  erhalt  man  indem  man  setzt  rp  (1)^=1  für  jede  nicht  leere 
Menge  SS.  Der  0  Korper  der  if  meßbaren  Mengen  besteht  in  dem  Falle  aus 
der  leeren  Menge  und  dem  ginzen  Raun  p  SR  —  Fin  anderes  Beispiel  bei 
C.  Oarath^odorv    ^  orl    ul er  reelle  Pinktici  en    iC2 


y  Google 


Kap.  VI,  g  6.    Gewöhnliche  uii^  reguläre  Maßfunktionen. 


431 


Sei  zum  Beweise  3)1  eine  abgeschlossene  Menge.  Wir  haben 
zu  zeigen  (§  5,  Satz  I);  Für  jede  beliebige  Menge  S8  von  endJiohem 
äußeren  ^j-Inhalt  gilt  die  Gleichung: 

(0)  <p{^)^fp{m^)-\-(p{^  —  m^). 

Wir  bezeichnen  (Mg.  17}  mit 
älli  die  Menge  aller  Punkte  a  von  SR, 
für  die: 

'■(a,  9ß)51, 
mit    M'ni'n'^  1)    die    Menge    aller 
Punkte  a  von  SR,  für  die: 

~iä'(«.«)2i. 

lossen,  ist  für  jeden  Punkt  a  von 
r(a,9K)>0, 

9!  —  9K  =  5)1;  4- . . .  +  to;. -j- . . . 


mithin  ist: 
Setzen  wir 


)  ist  also  auch 


s;+s;+. ..+»;+., 


Die  Mengen  9^1,  und  fflJi+ü  (Ä>- 1)  haben,  als  abgeschlossene- 
Mengen  ohne  gemeinsamen  Punkt,  voneinander  positiven  Abstand; 
dasselbe  gilt  daher  für  S9I,  und  S9^+fc(fc>-l).  Wegen  Eigenschaft  4.. 
der  gewöhnlichen  Maßfunktionen  ist  also: 

o.(«  +  s;+...  +  «.-,)-y(sB;)  +  ?.(w,)  +  ...  +  «.(s9;.-,). 

und  wegen  Eigenschaft  3.  der  MaJJfunktionen  ist  somit: 

y{s;)  +  y(«)  +  ...  +  9'(9S.-.)Sf(9')' 
Da  9>{58)  und  mithin  (p(S9')  endUoh  ist,  folgt  hieraus  die  eigentliche- 
Konvergenz  der  Reihe: 

,1  («)  + ,p  (9-,) +  ...  + y  («._,)  +  ... , 
und  ganz  ebenso  beweist  man  die  eigentliche  Konvergenz  der  Reihe: 

9>(a3'.)  +  9'(58l)  +  ...  +  ^(58^„)  +  ... 
Es  ist  also  auch  die  Reihe  2  ^{^'y)  eigentlich  konvergent,  und  somit: 


(00) 


lim      2      ?>(*)  — 0. 
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Setzen  wir  noch: 

99^  =  s9'i  4-  ^3  4-  ■  -  -  4-  sß;;  ©„=«;+!  +  59;+3 + . .  „ 

so  ist  nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen: 

und  mithin  wegen  (00)  auch; 
(000)  lim-p(©J  =  0. 

Nun  ist: 

daher  wegen  Eigenschaft  2.  und  3.  der  Maßfunktionen: 

<P  (K)  ^  <P  (»')  ^  V  iK)  +  v  (@«) ; 

aus  (000)  folgt  also: 

(V)  \\m(p{K)=^9{^')- 

Ferner  haben  9K  ■  59  und  58n  voneinander  positiven  Abstand.  Wegen 
Eigenschaft  2.  und  4.  der  gewöhnlichen  Maßfunktionen  ist  also: 

?>(fflE-S)  +  9j(S3^)<9?(S), 
woraus  wegen  (OqO)  folgt: 

-p  (aiE.  59)  +  ?;  (SS')  <?>(«) ■ 
Wegen  Eigenschaft   3.  der  Maßfunktionen  aber  ist  auch: 

7j(3n-5ö)  +  y(S9')^y(S), 
und  daher: 

9j(aR-S9)  +  9>(g3')  — 9'(93). 
Das   aber  ist  die  zu   beweisende  Gleichung  (O),  also   ist    jede   abge- 
schlossene, und  mithin  wegen  §  5,  Satz  II  auch  jede  offene  Menge  <p- 
meßbar,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  IL  Ist  <p  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  ist 
jede  Borelsohe  Menge  i}?-meßbar. 

In  der  Tat,  nach  §  5,  Satz  VII  ist  das  System  aller  ^-meßbaren 
Mengen  ein  o-Körper.  Jeder  o-Körper,  der  alle  abgeschlossenen 
und  alle  offenen  Mengen  enthält,  enthält  aber  alle  Boreischen  Mengen. 
Also  folgt  Satz  II  aus  Satz  I. 

Wir  unterwerfen  nun  die  gewöhnliche  Maßfunktion  ip  außer 
den  Forderungen  1.,  2.,   3.,  4,  noch  der  weiteren  Forderung; 

5.  Für  jede  Menge  3t  ist  das  äußere  Maß  (p(9r)  gleich 
der  unteren  Schranke  der  95-Maß  e  i):>  (50?)  der  21  enthaltenden 
■$>-meßbaren  Mengen  9K. 
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Eine  Maßtuaktion,  die  auch  noch  dieser  Forderung  genügt, 
wollen  wir  eine  reguläre  Maßfunktion  nennen^}. 

Es  ist  nun  naheliegend,  die  Definition  anfzusteUen:  Unter  dem 
inneren  9?-Maßo  ^:^{'il)  verstehen  wir  die  obere  Sehranke  der 
tp-Maße  9j(9ä)  der  in  ST  enthaltenen  y-meßbaren  Mengen  äß.  Das 
innere  97-Maß  ip»  hat  dann  analoge  Eigenschaften,  wie  das  äußere 
q)-MaJJ.     Es  gilt  nämlich^): 

SatJi  111.  Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  so  hat  das 
zugehörige  innere  Maß  93,  die  folgenden  Eigenschaftenr 

1.  Es  ist  (p^{%}>0  für  alle  W,  und  für  die  leere  Menge 
S  ist  97*(£)^0. 

2.  Aus  SßOt  folgt:  9'*(S9)<9'*(Sl). 

3.  Für  die  Vereinigung  9t  abzählbar  violer  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  ?E„  gilt: 

(t)  9'*  (30  ^  -P*  (9ti)  +  9'*  {%)  +  ...  +  ?>,  (Stv)  +  .. . 

4.  Haben  die  beiden  Mengen  31  und  33  positiven  Abstand, 
so  ist: 

(tt)  9,^  (?f  +  ^)  =  9.^(^0 +  '?*(«)  ■ 

ö.  Es  ist  (p^{^)  die  obere  Schranke  der  ^i-Maße  cp{W) 
der  in  9t  enthaltenen  ^i-meßbaren  Mengen  3K. 

In  der  Tat,  Eigenschaft  1.  und  2,  sind  evident;  Eigenschaft  5. 
ist  die  Definition  von  95^.   Es  sind  also  nur  3.  und  4.  zu  beweisen, 

Ist  p  irgendeine  Zahl: 

(ttt)  P<9^ (?!,}  +  -P*  i%)  +  ■  ■  ■  +  -P*  %)  +  -  ■  ■ , 

so  gibt  es  in  jeder  Menge  3t„  einen  ip-meßbaren  Teil   9K„,   so   daß 

auch: 

Ebenso  wie   die  9tv  sind  ,  die  OT,  zu    je   zweien   fremd,    und    da    sie 
meßbar,  ist  (§5,  SatzX): 

Es  ist  alsoaKi4-9K.^  +  ..,-(-Sm^+--  ein  ?>- meßbarer  Teil  9«  von  9t, 
für  den: 

es  ist  also  auch; 


'-)  Nach  C.  Carafch^odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  258.  Ein  Bei- 
spiel einer  gewöhnlichen,  aber  nicht  regulären  Maßfunktion  ehenda,  363. 

«)  Näheres  über  innere  Maße:  0.  Caratheodory,  a.  a.  0.,  364.  A.  Rosen- 
thal, Gott.  Nachr.  1916,  305. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  28 
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und  da  dies  für    jedes  der  Ungleichung  (fft)  genügende  p  gilt,   ist 
(f)  bewiesen. 

Um  nun  auch  (ff)  zu  beweiKen,   bemerken  wir,    daß  wegen  (f) 
gewiß: 

9j,(at+58)^9^*(at)  +  9.*(a3). 

Gälte  hierin  das  Zeichen  ^,    so  gäbe  es   einen  ^j-nießbaren  Teil  9Ji 
von  m+S,  so  daß: 

(i-ft)  <p(9«)>'P*(3l)  +  ?'*(®}. 

Nach  Satz  I  sind   die  abgeschlossenen  Hüllen  %%  58"  ^^i-meßbar,  mit- 
hin auch  (§5,  Satz  VIII}  a;'*-5m,  «"-aw.     Aus: 

r(5t,Sß)>0 
und 

fflOt  +  S 
folgt  sofort: 

Es  sind  also  ^-W  und  ^-OT    (?)- meßbare  Teile  von  31  bzw.  %  und 
es  ist  wegen  (t+t): 

9,  (gß)  =  9^  (a  ■  SIE)  +  .p  (35 .  9K)  >  .p*  (3t)  +  9-4S8). 

Es  müßte  also  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen  gelten: 

entgegen  der  Definition  des  inneren  Maßes  <p^.    Damit  ist  auch  (ff) 
bewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  III  beendet. 

SaU  IV.    Ist  rp  eine  reguläre  Maßfunktion,  ist  S9   ^f-meß- 
bar  und  ai-<SÖ,  so  ist: 

n  7-,(3t)  +  ^(9}-at)  =  9>(S3). 

Sei  in  der  Tat  W  ein  ip-meßbarer  Teil  von  St.     Dann  ist: 
{''■'')  r(W)  +  ^(93— fflE)  =  9>(S), 

und  mithin,  wegen   58  — 9t-<S8— ffl: 

?!  (Sm)  +  p  (SS  —  9t)  ^  9^  (SS), 
und  da  95*  (2t)  die  obere  Schranke  der  9)  (9K),  so  ist  auch: 
'(:\n  9'*  («)  +  <?' («-91)^9- (58). 

Andrerseits  folgt  aus  C^)  wegen  ¥>s  W  ^  9'(9^)- 

<P:^  (9t)  +  9!  (as  —  aK)  ^  9>  (ß) , 
und  da,  wie  aus  Eigenschaft  5.  der  regulären  Maßfunktionen  sofort 
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folgt,  <p(^  —  ^)  die  untere  Schranke  der  (p{^~-W)  ist: 
(x%)  9'*(9i)  +  'P(58-9£)i^(5ö). 

Aus  C^-x^)  und  (y'^x)  ^^^  folgt  (^},  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Wir  bezeichnen  als  maßgleiche  Hülle  9[*  von  31  jede  tp-meß- 
bare,  S(  enthaltende  Punktmenge  ?!*  derart,  daß  für  jede  (p-meßbar© 
Menge  Tl: 

^(3)f9t*)^5,(19!?I). 
Insbesondere  ist  also  auch  (indem  man  etwa  9)!  =  9(*  setzt): 

Wir  bezeichnen  als  maßgleichen  Kern  von  3(  jede  in  91  enthaltene 
9?-meßbare  Menge  'ü^  derart,  daß  für  jede  iji -meßbare  Menge  3K: 

Insbesondere  ist  also  auch  (indem  man  etwa  9Ti^5(*  setzt): 

'P(at*)='p*(sO- 

Satz  V.  Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  ip(li) 
endlich,  so  gibt  es  maßgleiohe  Hüllen  von  ?t. 

In  der  Tat,  nach  Eigenschaft  5.  der  regulären  MaiJfunktionen 
gibt  es  zu  jedem  n  eine  ^j-meßbare  Menge  ©„>-3(,  so  daß: 


y(»,)<y(a)+;-. 


Setzen  i 


so  ist  ai*9;-meßbar  (§  6,  Satz  VIII),  und  es  is 
(*)  a*>3t;     ^(3i*)  — ?'(9!). 

Sei  nun  W  eine  beliebige  g^-meßbare  Menge.    Ängei 

(**)  <p{W%'')>(pimt). 

Wegen  9i«>ill  ist: 

(***)  9>  (ai*  —  W  3t*)  ^<pCH  —  m  3t) . 

Da  TO  9)-meßbar,  würde  die  Addition  von  (**)  und  (*** 

9  (2t*)  >  9^(31), 
entgegen  (*);  also  ist  (**)  unmöglich,  d.  h.  es  ist: 

und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Bevor  wir  daran  gehen,  den  analogen  Satz  für  die 
Kerne  zu  beweisen,  ziehen  wir  einige  Folgerungen. 
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Satz  YI.     Ist  %"  maßgleiche  Hülle  von  91,  so  ist: 
<p^{%*  —  '^)  =  0. 

In  der  Tat,  andernfaÜB  gäbe  es  einen  ^-meßbaren  Teil  W  von 
M*  — 3t,  so  daß: 

?>(m)>o. 

Da  9K-<?r*  — 91,  ist  m-'Si  leer  und  daher: 

entgegen  der  Definition  der  maßgleichen  Hüllen.    Damit  ist  Satz  VI 

bewiesen. 

Wir  können  nun  Satz  I  von  §  5  weiter  verschärfen: 

Satz  yil.    let  cp  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  gilt  für 

jede    9? -meßbare    Menge    56    von    endlichem     q:i-Maße    die 

Gleichung: 

(V)  r^(i8)  =  <p(m^  +  97(59  —  9KS5), 

so  ist  ?0t  9!-meßbar. 

In  der  Tat,  ist  9K  nicht  q^-meßbar,  so  gibt  es  nach  §  b,  Satz  I 

eine  Menge  9i  von  endlichem  93(91),  so  daß: 

(***)  <p{^)<<P  (Sß^)  -\-(p{'ä  —  m%). 

Sei  91*  eine  maßgleicbe  Hülle  von  'U;  dann  ist: 

9, (3t)  =  9;  (91*);  9!(9K9l)^9;(TO9(*);  ?j(3t  —  5W3t)<9' (91*  — aa9(*). 

Aus  (:^\)  folgt  also; 

?>  (9(*)  <  9^  (fflSt*)  +  ??  (9t*  —  m%*) , 

entgegen  der  Voraussetzung,  daß  für  jedes  91 -meßbare  ©  von  end- 
lichem (p  (33)  f*^*)  gilt.     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  Vm.  Ist  <p  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist 
die  Menge  SK  nicht  gi-meßbar,  so  gibt  es  eine  ip-moßbare 
Menge  S5  endlichen  93-Maßes,  so  daß  StK-S  gleichfalls  nicht 
^-meßbar  ist. 

Ist  in  der  Tat  9K  nicht  9)- meßbar,  so  gibt  es  nach  Satz  VII 
eine  tp- meßbare  Menge  SS  von  endlichem  <p{^),  so  daß: 

(0)  q)  (S9)  <<p{m^)  +  <p{S&  —  StRS). 

Hierin  ist  OTSS  nicht  95-meßbar;  denn  sonst  wäre  auch  *8  — Sß© 
ip-meßbar,  und  es  wäre 

'?(59)  =  <p(9K5S)  +  t(S  — »!33), 
entgegen  (0).     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 
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Satz  IX.     Sei    (f    eine   reguläre   Maßfunkfcion;    dann   ist 
stets: 

(00)  'f^{^)<<p{SS.); 

ist  91  ^i-meßbar,  so  ist: 

(000)  y,(a)-p(9(). 

In  der  Tat,   nach  Definition  ist  9;*  (31)  die  obere  Schranke  von 
93  (SIM^  für  alle  9:)-meßbaren  Teile  ffl'-von  ST.    Aue  50!' -< 31  folgt  aber : 

9'(OT')<9^(91), 
und  daher  gilt  tiir  die  obere  Schranke  <p^  (ai)  der  ip  [SU')  Ungleichung  (00). 

Ist  91  ^-meßbar,  ao  kann  3ß'=  9[  gewählt  werden,  woraus  sofort 
(000)  folgt. 

Sata  X.     Sei  (p  eine  reguläre  Maßfunktion.    Ist  für  eine 
Menge  91: 

(V)  ?>*(91)  =  9.(3I), 

und  ist  dieser  Wert  endlich^),  so  ist  91  ^J-meßbar. 

Sei    in    der    Tat    91*    eine    ma^gleiche    Hülle    von    91    (Satz  V). 
Nach  (*")  von  Satz  IV  ist: 

'p*  (St) + 95  («*  —  ai) = <?  (91*)  =  9  («)> 

mithin  wegen  (OqO); 

9>(9t*  — 9()-=0. 
Nach  §  ö,  Satz  XVI  ist  also  91*  —  91  ^j-meßbar,  und  da  auch  91*  <p- 
meßbar  ist,  so  auch  (§5,  Satz  IV): 

9(  =  9t*~(9l*  — 91). 
Damit  ist  Satz  X  bewiesen. 

Zufolge  der  Definition  der  Meßbarkeit  galt,  wenn  9)J  ^-meßbar, 
für  jede  Menge  91: 

<p{%)^<p(m%)^<p  (M  —  5«  91) . 
Für  den  inneren  qj- Inhalt  gilt  analog: 

Satz  XL    Ist  f  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  TO  <p- 
meßbar,  so  ist  für  jede  Menge  91: 
(t)  <P^  (9t)  =  <p:,  {TO91)  +  V*  (9t  —  mtl). 

In  der  Tat,  ist  p  eine  beliebige  Zahl: 
(tt)  i'<'P*(9t), 


')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  3H  ein& 
fli-meßbare  Menge  mit  <^(9H)= -|-00.  Ist  die  au  iO!  fremde  Menge  S  nicht 
9>-meßbar,  so  auch  SK^"^  nicht,  aber  es  ist: 

9^:»  (5«  +  g)  =  y  (ffi  4- SJ  =  +  <X) . 
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ao  gibt  es  nach  Definition  von  i^*  einen  gs-meßbaren  Teil  S9  von  31, 
so  daß: 

Es  ifit  dann,  da  auch  9R  ip-meßbar: 

5,  (S9)  =  9?  (TO  58)  4-  'j'  («  —  M  33)  >  P , 
und  somit  auch: 

9>*  (9K  2t)  +  9',^  {M  —  W  Sr)  >  p . 

Da  dies  für  jedes  (ff)  erfüllende  p  gilt,  ist: 

(i-fi-)  ?>*  {ffi  st)  +  9=*  {?i  -  ^  ai)  ^  <p^  {%) . 

Nach  (f)  von  Satz  III  aber  ist: 

Aus  (f jt)  und  (-j-tf)  aber  folgt  (f),  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Äla  Gegenstück  zu  §  5  Satz  I  und  zu  Satz  VII  erhalten  Vir: 
Satz  XII.    Ist  95  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  gilt  für 

jede  (;3-meßbare  Menge  %  von  endlichem  9;-Maße: 

(1)  <p(^)  =  fp^{m^)-{-(p„{'^  —  nt), 
so  ist  ffi  9J-meßbar. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  sei  äK  nicht  9)-meßbar,  Nach 
Satz  VIII  gibt  es  dann  eine  9J-nießbare  Menge  95  endlichen  ijj-Maßes, 
so  daß  WiQ  nicht  iji-meßbar.     Nach  Satz  X  ist  dann 

(2)  ?^*(OT93)<9)(9)15a). 

Sei  91  eine  maßgleiohe  Hülle  von  9J1S;  dann  ist: 

(3)  <p(^)  =  <p{m^);     3K*8<9f. 
Dabei  kann  angenommen  werden: 

(4)  3K93, 

denn   andernfalls    eisetze   man  ?t  durch  die  Menge  9[ffi,   die  gleich- 
falls eine  maßgleJehe  Hülle  von  SÜSS  ist. 
Wegen  (4)  ist  auch: 

Wegen  der  zweiten  Relation  (3)  ist  umgekehrt: 

Es  ist  also: 

(5)  5msß  =  mat;    «  — a)fyi-=3t  — «ßs. 

Nach  Satz  VI  ist  also: 

7:>^(9[  — Wm)  =  0. 
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Es  ist  daher,  bei  Beachtung  von  (5),  (2)  und  (3): 
9^* (ffllSt) 4- ?>* (W  —  3Ra)  —  9^*  (^St)  =  ^-t  (5ffiS)<  ?> (9RS)  —  ?> (St). 

Es   gilt   also   (1)   nicht    für    jede    qs-meßbare   Menge    %    endlichen 

9J-Maßes,  und  Satz  XII  ist  bewiesen. 

Nun  endlich  beweisen  wir  daa  Gegenstück  zu  Satz  V: 

Satz   Xm.     Ist    <p    eine    reguläre  Maßfunktion,    und   ist 

ip^i'Ü)  endlieh,  so  gibt  es  maI3gleiohe  Kerne  von  St. 

In  der  Tat,    naeh  Definition  von  <p^  gibt   es    zu   jedem  n  eine 

9? ■meßbare  Menge  ©„-<9t,  so  daß; 

Setzen  wir: 

sa^  ==  33^  4- S9, -j- . . . -j- 59„  + . .  ■ , 
so  ist  ytj,  ip-ineßbar,  und  es  ist: 
H  aU<a;     9>(St,)  =  9;.(«). 

Sei  nun  9R  eine  beliebige  9?-nießbare  Menge,   Angenommen,  es  wäre: 

Wegen  iJt*-<SI  ist: 

(^^'')  <p  (St*  —  WSt:,)  £<P:,in  —  m^). 

Da  SU  Qj-meßbar,  würde  die  Addition  von  ("*■)  und  ('*'<'<)  wegen  (|) 

von  Satz  XI  ergeben ; 

'?'C9t*)<9'*W, 
entgegen  (^).     Also  ist  (^*')  unmöglich,  d.h.  es  ist: 

^(g)Ea*)  =  9'*(m9t), 
d.h.  at:B  ist  maß  gleicher  Kern  von  31.    Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

Satz  XIV.  Ist  rp  eine  reguläre  Maßfunktion,  ist  {9tv} 
eine  monoton  wachsende^)  Mengen  folge  und9[  =  Um^,,,  so  ist: 

In  der  Tat,  die  Behauptung  iat  offenbar  richtig,  wenn  es  unter 
den  cp  {%)  unendliche  gibt,  denn  dann  sind  sie  fast  alle  =  -|-  02,  und 
wegen  ?t>-3Iv  ist  auch  ip{%)  =  -\-co. 

Seien  also  alle  cp  (%,.)  endlich  und  sei  (Satz  V)  9ff  eine  maßgleiche 
Hülle  von  9t,,: 

at?>at„;    9j(M?)  =  9'(at„). 

i)  Für  monoton  abnehmende  Mengenfoigen  gilt  ein  solcher  Sata  nicht; 
F.  Hausdorff,  OruniJa.  d.  Mengenlehre,  41.9. 
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Wir  setzen: 

9i,=  a*.a(*+i-...-9(f+fc.-.., 
dann  ist  auch  die  Mengenfolge  {%}  monoton  wachsend,  und  wegen: 
ai„-<M^<5r?  ist  auch: 

Setzen  wir: 

^--.liinä., 

so  ist,  da  die  %  ^j-meßbar  (§  b,  Satz  XV): 

<p  (91)  =  !im  <p  (Iv)  =  lim  9"  (9t»), 

und  wegen  9(-Ol  ist  also: 

(**)  9j(9r)^Iimp(3l,.). 

Wegen  9(>-yt,  ist  aber  andrerseits 

Durch  (**)  und  (***)  aber  ist  {*)  bewiesen, 

Satz  XV.  Ist  p  eine  reguläre  Maßlunktion,  ist  {W,}  eine 
monoton  abnehmende^)  Mengenfolge  und  9l  =  lim  %,  so  ist, 
wenn  nicht  alle  'P^{%)  unendlich  sind:  '""^ 

(%*)  9^^(a)  =  liDi9=^(3t.). 

In  der  Tat,  wir  können  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  alle  <p^{'ür)  sind  endlieh.  Sei  31^«  ein  maßgleicher  Kern 
von  %  {Satz  XIU).     Wir  setzen; 

a. = äv  *+ «V +1  *+...  + atv+ (.« 4- .- . 

Dann  ist  {%}  monoton  abnehmend,  es  ist: 

und,  wenn: 

31  =  lim  1, 

gesetzt  wird,  ist  (§5,  Satz  XIV): 

<p  (1)  =  lim  (p  (%,)  =  lim  ?;  „  (91^) . 
Wegen  ?t>-^  ist  also: 


yGoosle 


Kap,  VI,  §  6,    Gewöhnliche  und  reguläre  Maßfunktionen.  441 

wegen  2t-Olv  ist: 

womit  (*,*)  nachgewiesen  ist. 

JSJun  können  wir  die  Sätze  V  und  SIIl  noch  ein  wenig  verall- 
gemeinern. 

Satz  XVI.  Ist  f  eine  reguläre  Maßfunktion,  undist  der 
Raum  SR  Vereinigung  abzahlbar  vieler  i):!-meßbarer  Mengen 
von  endlichem  qs-Maße,  so  gibt  ee  zu  jeder  Menge  91  aus  9t 
maßgleicbe  Hüllen. 

In  der  Tat,   nach  Annahme   gibt   es   eine  monoton  wachsende 
Mengenfolge  {5){„},  so  daß  <p(%,)  endlich  und 
31  =  lim  91,. 

Sei  %  eine  beliebige  Menge  aus  3i;  wir  setzen: 

9(v=üt-3!v 
Dann  sind  alle  (p(%)  endlich,  ea  ist  {3Iv}  monoton  wachsend,  und 
es  ist: 

ai^limStv. 

Sei  ?l*  maßgleiehe  Hülle  von  9!^.  Wie  beim  Beweise  von  Satz 
XIV  setzen  wir: 

iv  =  9i?-?t*+i  ...;      y!*=!imä^. 

Dann   ist  {9tv}  monoton  wachsend,   und   es  ist  auch  %  maßgleiche 
Hülle  von  9[„.     Für  jede  9>-meßbaie' Menge  W  ist  also: 

(1)  (p{m%,)^<p{W^^). 

Da  {9K3Iv}  eine  monoton  wachsende  Folge  ^j-meßbarer  Mengen  mit 
hm  äfW.  =  5ffl9^*  ist,  so  ist  (§5,  Satz  XV): 

(2)  lim^{^'i;)^(p{m^*). 

Da  {gfiWj   eine  monoton  wachsende  Folge  mit  UmgK^I,  =  W9t,  ist 

na<ih  Satz  XIV: 

(ß)  lim  (pfmQ^'p  {m  3t). 

Aus  (1),  (2),  (3)  aber  folgt: 

9?{S)l9l)  =  ?>(aHSI*), 
d.h.  es  ist  St*  maßgleiche  Hülle  von  2[,  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 
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Satz  SVH,  Ist  <p  eine  reguläre  Maßfunktioii,  und  ist  der 
Raum  9}  Vereinigung  abzählbar  vieler  gi-meßbarer  Mengen 
von  endlichem  tp-Bfaße,  80  ist  das  Komplement  einer  maß- 
gleichen  Hülle  von  3t  ein  maßgleicher  Kern  des  Komple- 
mentes von  2t. 

Wir  haben  zu  beweisen:  Ist  9t*  maßgleiche  Hülle  von  %  und 
wird: 

(4)  *8  =  3l  — « 
g«aetzt,  so  ist 

(5)  58:,=  SR  — 3t* 
maßgleicher  Kern  von  ffl. 

Da  der  Raum  9t  Vereinigung  abzählbar  vieler  ip-meßbarer  Mengen 
von  endlichem  (p-M&ße,  so  ist  er  auch  Vereinigung  abzahlbar  vieler 
zu  je  zweien  fremder  solcher  Mengen: 

(6)  9t  ^  Qi  +  Dj  + . . .  +  Ov+ . . . . 

Sei  W  irgendeine  (p-meßbare  Menge.     Wir  haben  zu  zeigen: 

(7)  y(ims,)-y,(ansB). 

Angenommen  es  wäre: 

(8)  <p{Wi^^)<tp^im^). 

Dann  gäbe  es  eine  9P-meßbare  Menge  9!-<9Jt53,  so  daß  auch: 

(9)  ?»(9n58,)<<p(9J). 
Wegen  (6)  ist: 

9J  (Sit  58*)  ==  2  ?>  (9Jt  35  *  0-v);     <p{^i)  =  :s.<p  (9!Öv)  ■ 
Wegen  (9)  muß  also  mindestens  eine  der  Ungleichungen  gelten: 

und  mithin 

(10)  9j(a)taa9,)<'P*{5WD„58): 
Wegen  Satz  IV  folgt  aber  aus  (4)  und  (5): 

9)*(5[ß£l„S9)  =  f  (fflQv)  —  <p  (aRQvSt) 
<p  (5ra0.58*)  —  <p  (50!  G.)  —  <p  (9ß€l.9I*) . 
Aus  (lO)  würde   also  folgen: 

?'(fflICV9t*)>9'(anO,.9t), 
I  der  Tatsache,  daß   2t*   maßgleiche  Hülle  von  ?X.     Es  ist 
.  (8)  unmöglich,  d.  h.  es  gilt  (7),   d.  h.  S9*  ist  maßgleicber  Kern 
von  SS,  und  Satz  XVII  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  XVI  und  XVII  folgt  nun: 
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Satz  XVrn.  Ist  -y  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist 
der  Baum  9i  Vereinigung  abzählbar  vieler  97-meßbarer 
Mengen  von  endlichem  95-Maße,  so  gibt  es  zu  jeder  Menge  9t 
aus  SR  maßgleiche  Kerne. 

Sei  {%.}  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen,  und  sei  % 
ihre  Vereinigung.  Dann  gilt  (einerseits  nach  Eigenschaft  3.  der  Maß- 
funktionen (S,  424),  andrerseits  nach  Satz  III): 

--pW^I^-W;    -?^*(9t)^29'*{3(..).- 

Wir  stellen  nun  noch   einen  wichtigen  Spezialfall  fest,    in  dem  diese 
Ungleichungen  in  Gleichungen  übergehen; 

Satz  XIX.  Sei  tp  eine  reguläre  Maßfunktion;  sei  {W,) 
eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  9:)-meßbarer  Mengen,  und  sei: 

Dann  gelten  für  die  Vereinigung 

gr  =  9r,-f  ?t3  +  ...  +  yi,.  +  ... 

die  beiden  Gleichungen; 

{•)  9>(«)  =  27'(?i,);    «>.(a)-29'.(9(.). 

Sei  zunächst  9j(9t)  und  9;^(^)  endlich,  und  sei  ä*  maßgleiche 
Hülle  (Satz  V),  91*  maßgleicher  Kern  (Satz  XIII)  von  %.  Dabei  können 
wir  annehmen: 

91«  <  M,  +  m,  +  ...  +  «,.+... , 

denn  andereufallB  hätten  wir  9[*  nur  zu  ersetzen  durch  den  Durch- 
schnitt: 

SI«-(ffl, +»,  +  .., +  W, +  .,.). 

Es  ist  %*  W^  maßgleiche  Hülle,  Sl^ffli,.  maßgleicher  Kern  von  91,,. 
Wir  haben  also: 

,„.  .p(9I)_y(a«):      y(«,,)-.p(8I«M,); 

?.,(St)-9>(8l,):     y,(!J,)-.9j(SI,M,). 
Da  nun: 

SI«  —  9t'-B, +«•■«,  +  ...  +  »•■«,  +  ...; 

a, -.?(,■«,  +  ?(,■«, +...  +  «, ■»!,  +  ..., 
so  ist  auch: 

(•••)  9j(«»)  =  2y(a*-«,);    «»(st,)  — Sye«»'»-). 

Aus  (••)  und  (•••)  aber  folgt  (•). 
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Ist  9?(ai)  =  -[-co,    so  wegen  Eigenschaft  3.   der  Maß  funktionell 
(S.  424)  auch  2^(51").  «nd  es  gilt  wieder  die  erste  Gleichung  {*).  —  Ist 

(0)  '  y^{.a)  =  +  oo, 

80  gibt  es,  wenn  die  Zahl  p  beliebig  gegeben  ist,  einen  91-meßbaren 

Teil  SO  von  W,  so  daß: 

(00)  'r'(^)>p- 

Setzen  wir: 

so  iet  wegen  (00): 

(000)  <p{^}^-:^<p{^W.)>p. 

Da  S9W^  ein  ^-meßbarer  Teil  von  a^,  so  ist: 
und  mithin  Vegen  (000): 

Da  dies  für  jedes ^  gilt,  so  ist: 

2'?'*(31.)  — +  OC, 

und  da  auch  <p^  (3t)  =  +  00  war,  gilt  die  zweite  Gleichung  (*).    Damit 
ist  Satz  XIX  bewiesen. 


§  7.  IiihalMuüktionen. 

Wir  gehen  nun  noch  einen  Schritt  weiter  in  der  Spezialisierung 
der  betrachteten  Maßfunktionen  <p,  indem  wir  an  Stelle  von  Forde- 
rung 5.  (S.  432),  der  die  regulären  Maßfunktionen  zu  genügen  hatten, 
die  Forderung  treten  lassen: 

5a.  Zu  jeder  Menge  St  gibt  es  einen  o-Durchechnitt 
®>at,  so  daß: 

,/,(®)  =  ^(3l). 

Eine  Maßfunktion,  die  den  Forderungen  1.,  2.,  3.,  4.  der  gewöhn- 
lichen Maß  funktionen  und  außerdem  noch  der  Foi-derung  5  a.  genügt, 
wollen  wir  eine  Inhaltsfunktion  nennen. 

Da  nach  §  6,  Sata  11  jeder  0 -Durchschnitt  91-nießbar  ist,  so  ist, 
wenn  5a.  erfüllt  ist,  gewiß  auch  5.  erfüllt,  und  wir  haben: 

Satz  I.  Jede  Inhalts funktion  ist  eine  reguläre  Maß- 
funktion'). 

^)  Die  ümkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht.  Beispiel;  Sei  SH  der  eukli- 
dische  Sfi,,    und   sei   (p(S()  =  0   oder  =-}-oo,   je   nachdem   91   abzahlbar   oder 
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Satz  II.  Ist  fp  eine  Inhaltefunktion  und  <p{^)  eiidlich, 
80  gibt  es  einen  o-Durchschnitt,  der  maßgleiclie  Hülle  von 
3(  ist. 

In  der  Tat,  nach  Eigenschaft  5a,  gibt  es  einen  o-Durchschnitt 
®>?S,  so  daß  ^(5))  =  y(at);  nach  §6,  Satz  IV  ist: 

(p^{%  ~^)^<p  (®)  —  ^  (?()  ^  0 . 
Für  jede  ^j-iiießbare  Menge  IM  ist  daher: 

und  mithin  nach  g  6,  Satz  IV: 

9j(WS))-=9>[ffl«)  +  9J*(9K(®  —  2t))  =  9'(5ffiai), 
womit  Satz  II  bewiesen  ist. 

An  Stelle  von  §  6,  Satz  XIII  tritt: 

Satz  m.  Ist  ^  eine  Inhaltafunktion  und  .p*(9t)  endlich, 
so  gi-bt  es  eine  «-Vereinigung,  die  niaßgleioher  Kern  von 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es  nach  §  6,  Satz  XIII  einen  maß- 
gleiohen  Kern  ac^  von  SU;  wegen: 

ist  (p{^^)  endlieh.  Nach  Satz  II  gibt  es  also  einen  o-Durchschnitt  ^, 
dec  maßgleiche  Hülle  von  SH.^  ist.     Wegen: 

«■(«.) -7' (50) 
ist  auch  ip  (®)  endlich.  Nach  Satz  II  gibt  es  einen  o-Durchschnitt  ®, 
der  maßgleiche  Hülle  von  ®  —  9£^  ist.  Dabei  kann  angenommen 
werden  ll-<®,  da  man  andernfalls  nur  ©  durch  ®-®  zu  ersetzen 
hätte.  Verstehen  wir  nun  in  §  6,  Satz  XVII  unter  dem  Räume  91 
die  Menge  ®,  so  lehrt  er,  daß  das  Komplement  ®  —  ®  maßgleicher 
Kern  von  91^  ist,  d.h.  für  jede  meßbare  Menge  ffi  ist: 
(t)  <p(3IK®  — ®))  =  p{fflim*)  =  7J^.(OTa). 

Als  O-Durchschnitt  hat  S)  die  Gestalt: 
(tt)  S  =  0i-03-...-D„-..., 

wo  die  0„  offen.    Nach  Kap.  I,  §  3,  Satz  IV  ist  aber  0^  eine  «-Ver- 

nicht-abzählbar.  Dann  ist  jede  Menge  91  qi-meßbar.  Sei  ins  besondere  8t  die 
Menge  aller  rationalen  Punkte  des  Si^.  Dann  ist  ijj  (91)^0.  Jedei  'l  enthal- 
tende o-Durolischnitt  S  aber  hafe  na^li  Kap,  I,  §  8,  Satz  VI  die  MdLhtigkeit  t, 
so  daß  ^{®)=4-00-  Es  ist  also  gi  zwar  eine  reguläre  Maßtunktion  nioht 
aber  eine  Inhaltstunktion. 
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einigung: 

D^  ==  S8„.i+ «»,2  +  ■  ■ .  4  »«.'+ ■  - - 
wo  die  Sb,v  abgeeehlossen,   und  nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  XI  kann  ai 
genommen  werden: 

Es  ist  also: 

®=®$„,i  +  ®«»,2  +  --'-i-^^«, .■+■■■ 
und  mithin  (§5,  Satz  XV): 

Daraus  entnehmen  wir:   Ist  6„  >-  0  beliebig  gegeben,  so  gibt  ( 
in  0^  einen  abgeschlossenen  Teil  58„,  so  daß: 

(ttt)  ,>(5l)-y  (3)  ■»,)<... 

Wählen  wir  insbesondere  die  e„  so,  daß: 

und  setzen  wir: 

so  ist,  wegen  \  -<  0„,  zufolge  (ft)  ^'"''   ein 
von  S,  und  aus 


5,  _  gl-) 
folgt  wegen 

=  (3>- 
(tft): 

-■SSBJ-K«- 

-3)S,)  +  . 

..  +  (3)- 

■SS.) 

?.(<0)  — ?.(*' 

"'>-.!',"  < 

.  1 

Es  ißt 

dalier: 

=  ®i)  4-  ^'^'  - 

-f...+i8<" 

'  +  ■■• 

eine  ii 

1  ^  entlialtene  o-Vereinigung,  für  die 

(§  5,  SU, 

;XV): 

und  somit: 

(ttt) 

-9)  — 0. 

Bilden  wir  nun: 

(ttt)  e— ffl~»e=(SR  — g)-58. 

Da  SU  —  @   als  Komplement    eines  o- Durchschnittes   eine  «-Vereini- 
gung ist  (Kap.  I,  §2,  SatzX),    so    auch  g    als  Durchschnitt  zweier 
«-Vereinigungen  {Kap.  I,  §  2,  Satz  XIV). 
Ferner  ist  wegen  ^-<S: 
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und    da   %  — 1£  maßgleicher  Kern  von  91^  war,   auch  G-<9t^,   und 
mithin  e-<9i. 

Wegen  S^®  folgt  aus  (fft): 

(s:  =  s8  — «l£  =  S8(®  — ®). 
Also  ißt: 

(®  —  g) — e = (®  —  e)  —  99  (®  —  e)  -o  —  ffl , 

und  aus  (^-tf)  folgt  daher  für  jede  i)5-meßbare  Menge  TO: 

Also  wegen  (t): 

p(OT.S)  =  9)^(ffi.3l), 
d.  h.  08   iöt  E  maßgleicher  Kern   von  3t,   und  Satz  IH  ist  bewiesen, 

Satz  IV.  Ist  cp  eine  Inhaltsfunktion,  und  ist  der  Eaum  91 
Vereinigung  abzählbar  vieler  ^-meßbarer  Mengen  von  end- 
lichem ^^-Maße,  so  gibt  es  in  jeder  Menge  ^  eine  «-Ver- 
einigung, die  maßgleicher  Kern  von  ?l  ist. 

In  der  Tat,  nach  §  6,  Satz  XVIII  gibt  es  in  'il  einen  maßgleichen 
Kern  9t^.  Es  wird  geniigen  zu  beweisen:  Es  gibt  eine  «-Vereinigung 
Sr**0*,  so  daß 

(p  {%  —  91,*}  =  0 . 

Nun  ist  nach  Voraussetzung  31,^  Vereinigung  abzählbar  vieler  ^-meß- 
barer Mengen  Sßv  endlichen  ^j-Maßee: 

2t*  — s,  +  »,4----+Sv  +  ---- 

Zu  jeder  Menge  ®„  gibt  es  nach  Satz  III  einen  maßgleichen  Kern  E.,, 
der  «-Vereinigung  ist;  dann  gilt; 

Setzen  wir: 

«.,  =  K,  +  £,+. ..  +  (!,  +  ..., 
so  ist  auch  ?(**  «-Vereinigung,  es  ist  9[**-<;3[^,  und  es  ist: 

-P  (äC*  ~  9T**)  ^  2  <?  (33.  -  SO  =  0 . 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Wir  folgern  daraus  weiter: 

Satz  V.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  IV  gibt 
es  zu  jeder  Menge  2t  eine  maßgleiche  Hülle,  die  o-Durch- 
Bchnitt  ist. 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es  nach  §  6,  Satz  XVI  eine  maß- 
gleiche Hülle  9[*  von  at.  Es  wird  genügen  zu  zeigen,  daß  es  einen 
ö-Durchschnitt  §t**;:^2l*  gibt,  so  daß: 

9'(9t**  — 9t*)  =  0. 
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Nun  ipbt  ea,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  IV  sahen,  eine  oi-Ver- 
«inigung  K-<;3t — ■%*,  so  daß:     ■ 

9i{9i  — 21*  — S)  =  0. 
Wir    setzen   SR  —  tt ^ ST** .      Dann    ist    ^1**   o-Durchschnitt,    es    ist 
1äl**>?l*,  und  es  ist: 

-p  (?l**  —  9(*)  =- V7  (SR  -  e  ~  «*}  ^  0 , 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Sei  tp  eine  für  alle  offenen  Mengen  D  definierte, 
nicht  identisch  verschwindende  Mengenfunktion  von  fol- 
genden Eigenschaften: 

1.  Es  ist(p(O)^0  für  alle  offenen  Mengen;  für  die  leere 
Menge  2  ist  >p(2)  =  0. 

2.  Aus  D,-<09  folgt: 

-P  (DJ  ^9- (DJ. 

3.  Ist  -die  offene  Menge  D  Vereinigung  abzählbar  vieler 
offener  Mengen: 

0 = D,  4-  0*  -I-  ■  ■  ■  4-  0^  +  ■  ■  ■ ' 

so  ist: 

(1)  ^(0)^v(ßi)  +  ?'(0B)  +  ---  +  9'(a)-|-.... 

4.  Sind  die  beiden   offenen   Mengen   D^   und   0^   fremd, 

(2)  ■         9.(0,+D,)-9'(Dj  +  9'(0,). 

Dann  kann  95(0)  zu  einer  für  alle  Punkt  mengen  definierten 
Inhaltafunktion  erweitert  werden^). 

In  der  Tat,  sei  2t  eine  beliebige  Punktmenge.  Wir  verstehen 
unter  fp  (91)  die  untere  Schranke  von  ip  (D)  für  alle  31  enthaltenden 
offenen  Mengen  £>. 

Die  so  für  alle  Mengen  ^  definierte  Mengenfunktion  fp  (?I)  ist 
nun  eine  Inhaltsfunktion.  In  der  Tat,  die  Eigenschaften  1.  und  2. 
der  Maßfunktionen  (S.  424)  sind  erfüllt,  wie  sofort  aus  den  Eigen- 
schaften 1.  und  2.  von  (p  (D)  folgt.  Wir  weisen  na«h,  daß  auch  Eigen- 
schaft 3.  der  Maßfunktionen  erfüllt  ist. 

Sei  zu  dem  Zwecke 

_^__^         9t=9ii  +  H,+  .  +a,  I-.... 

'j  M  n  eine  oftene  Monge,  und  ist  (p{D)  nur  definiert  für  alle  0-<®, 
so  kann  9.  zu  einer  fuc  alle  m  <S  enthaltenen  Punktmengea  M  defiuierten 
Inhaltafunktion  erweitert  werden 
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Wir  haben  zu  zeigen,  daß; 

(3)  'pW^9'(?tJ  +  9'Ä)  +  ...-h9'W  +  .--- 

Diea  ist  sicher  richtig,  wenn  ein  ip  (%,.}  =  -{-  oo  ■  Seien  also  alle  <f 
endlich.  Ist  dann  e>0  beliebig  gegeben  und  (e,}  eine  i 
positiver  Zahlen,  so  daß; 

(4)  2>,^., 

eo  gibt  es  zu  S,.  eine  offene  Menge  Q„>-  St^,  so  daß: 

(5)  y(D,)<y  («,)  +  .,. 
Setzen  wir; 

D  =  C,  4  ■  0.;  4-  ■  ■  -  "1-  O'  +  ■  ■  ■ . 
eo  ist  OSt,  und  aus  (l),  (6),  (4)  folgt; 

?'(0)<2'PW  +  *. 
Ana  D>§t  aber  folgt; 

9;(a)^<p(0)<2'PW  +  «- 


und  da  dies  für  jedes  e  >•  0  gilt,  ist  (3)  1 

Wir   beweisen   sodann   Eigenschaft    4.  der    gewöhnlichen    Maß- 
funktionen {S.  430).     Seien  91  und  S  zwei  Mengen,  für  die; 
(H)  r{9I,SS)  — ^>0. 

Wir  haben  zu  zeigen:    . 

(7)  ?'(9I  +  S3)  =  ?.(3l)  +  .p(SS). 
Wegen  (3)   ist  gewiß: 

Es  ist  also  nur  noch  zu  zeigen: 

9'(3t4-S8)^9>(2I)4-?^(S). 
Dazu   genügt   es,    zu    zeigen:    Für   jede    %-\-'B   enthaltende   offene 
Menge  0  ist: 

(8)  y(0)S:y(a)  +  y(8). 

Wir  setzen: 

Dl  =  D  ■  U  (a ;  l) ;     D,  =  D  ■  U  (s9 ;  |) . 

Wegen  (6)  sind  dann  D,    und  D^  fremd;   es  gilt  also  (2),  und  da 
Oi4-Oa-<'0,  so  ist; 

<P  (0,  +  O,)  =  rp  (€J  +  ^  (O,)  ^  ?>  (D) . 
Wegen ; 

Halin,  TheuriB  dar  reellen  Funktionen.    L  28 
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ist  alao   erst   recht: 

und  (8),  und  damit  auch  (7)  ist  bewiesen. 

Was  endlich  Eigenschaft  5  a.  der  Inhalt afonktionen  (S.  444)  an- 
langt, 80  gibt  es  uach  Definition  von  ip  (^}  eine  Folge  offener  Mengen 
Ov>-ai,  so  daß 

lim  9?  (a)^  95  (31). 

Setzen  wir: 

®  ^  D,  ■  Da  ■ . . .  ■  D,  ■ . . , , 

so  ist  auch  2)>-at  und 

95{53)  =  9,(S!l), 

wie  Eigenschaft  5  a.  es  verlangt.     Damit   ist  Satz  VI   nachgewiesen. 

^ir  wollen  notli  em  anderes  \erf.ihren  teapreohen  da^  uns  in  i;  S  auf 
die   wichfigatea  SpezialTalle   des   BegnSea    der  Inhaltsfunkton  fuhren   wird"-) 

Sei  T  ein  System  von  Punktmeagen  dei  BT,umea  iR  derart  daß  wenn  a 
irgendeinen  Punkt  von  !R  bedeutet  in  jeder  Umgebung  von  a  mindestens  eine 
o  enthaltende  Menge  aus  T  liegt  lur  alle  Mengen  K  von  T  sei  eine  nuhl 
negative  Mengenfunktion  i(S)  definiert 

bei  nun  ü  eine  gegebene  Punktmenge  g  eine  positive  Zahl  Wir  ht 
zeichnen  ah  ein  System  T(a  o)  jedes  Teils\stem  v  n  T  mit  folgenden  Ligen 
Bchaftcu 

1  Ist  a  ein  Icliel-iger  Punkt  von  H  wo  gibt  ea  in  T(a  e)  m  odestena 
eme  a  enti altende   ganz  in  ü{a  g)  Legendi,  Mengo  aus  T 

2  Jede  Menge  aus  T(M  g)  liegt  ganz  in  der  Umgebung  U  (a  g)  mindestens 
eines  Punktes  a  von  '1  [und  mithin  ganz  in  11  {St  e)] 

Wir  bilden  nun  zu  jeder  Menge  3:  aus  T(9t  g)  den  Funktion^wert  i(X) 
und  bezeichnen  mit  S{T(9t  o))  die  Summe  der  t{%)  [für  alle  Mengen  %  aus 
T{at,e)]^).  Die  untere  Schianke  aller  dieser  Zahlen  S{T(8t,e)}  [für  alle  mög- 
lichen T(9t,  e),  bei  festgeiialtenem  ''l  und  p]  beze  ebnen  wir  mit  <p  (M,  q). 

Weil  für  e'S&  Jedes  T(M  o)  auch  ein  T(3l   g)  ist,  so  ist: 

■p{l  O^f  ("I  Ü    fir  £  =e. 
Ea  existiert  also  der  Grenzwert 

Hierdurch  ist  die  Mengenfunktion  ipia)  für  alle  nicht  leeren  Mengen  9t  definiert. 
Wir  dehnen  ihre  Definition  auch  auf  die  leere  Menge  2  aus  durch  die  Fest- 
setzung: 

9'(2}  =  0. 
Wir  behaupten: 


')  Vgl.  hierzu  F.  Hausdorff,  Math   Ann   T9  (1918),  159. 
")  Gibt   es  unter  den  Zahlen  t{X)  eme  nicht  abzahlbare  Menge  vo 
versoliiedener,  so  ist  unter  ihrer  Summe  der  Wert  -(-  oo  zu  verstehen. 
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Stttz  Vn.  Die  dorch  (0)  definierte  Mengenfunktion  <p  ist  (wenn 
sie  niciit  für  alle  %  versehwindet)  eine  gewöhnliolie  Maßfunktion. 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß  <p  (M)  die  Eigensohafteo  1.,  2.,  3.  von  S.  42i  und 
4.  von  S.  430  besitzt. 

Für  Eigenschaft  1.  folgt  dies  daraus,  daß  i(3;)^0  vorausgesetzt  war; 
für  Eigenschaft  2.  daraus,  dali,  wenn  ffi-<9(,  aua  jedem  System  T(9t,e)  durch 
Weglassen  gewisser  Mengen  %  ein  System  T(i8,  p)  wird,  für  das  dann; 

S{T(9,S)}SS{T(S1.S)}. 
Sei,  um  nun  Eigenschaft  3.  nachzuweisen; 

ai  =  a.-l-«[a-i-...  +  3i^+-''- 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß: 

(00)  ^(«)ä2r(«,). 

Das  ist  sicher  richtig,  wenn  ein  <p  (a^)  =  -i-a>.  Seien  also  alle  f  (St^)  endlich. 
Sei  e>-0  beliebig  gegeben  und    {s„}  eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß: 

Zu  jedem  31,,  %^t  es  ein  System  T(a^,e),  so  daß: 

'  s{T(St.,e)}<9'(3i:v,e)  +  ^v^9'(«.)4-^.. 

Die    Vereinigung    dieaer    Systeme   T  (Sl^,  g)   (»•  =  1,2,...)    bildet    oSeniiar    ein 
System  T(9t,e),  für  das: 

Also  ist  auoh; 

9'[Sl,e)<2?'(av)  +  * 

Und  mithin: 

,(a)_iim,,(a.s)Ä2»'(sU+., 

und  da  dies  für  jedes  e  >■  0  gilt,  ist  (00)  bewiesen. 

Es  gilt  noob,  Eigenschaft  4,  nachzuweisen.  Seien  au  dem  Zwecke  St  und 
S8  zwei  Mengen  positiven  Abstandes.    Wir  haben  zu  zeigen: 

y(9t  +  83)  =  y(St)  +  9.(S). 
Wegen  (00)  ist  gewiß: 

,{a+»)jj9.(Sl)  +  j'(8). 

Es  genügt  also,  nachzuweisen: 

(000)  9»  (at  +  33)  ä  "P  W  +  9-  (»)- 

Wir  wählen  zu  dem  Zwecke  die  positive  Zahl  q\ 

e<-|r(?I,SS). 
Jedes  System  T(31-f-iB,  e)  ist  dann  Vereinigung  zweier  fremder  Systeme  T(Sl,e) 
und  T(iB,Ö)  und  daher  ist; 

S{T(S(  +  <B,e)}-S{T(«,s)}  +  S{T(lB,5)}. 
Für  die  unteren  Schranken  folgt  daher; 

fl.(a  +  *8,e)S?-(5t,e)  +  y(B,e), 

29* 
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und  liieraUB  folgt  (000)  durch  den  Grenzübergang  3 — »--|-0.  Damit  ipit  Eigen- 
sohaft  4.  naclige wiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  VII  beendet. 

Satz  VIII.  Sind  die  Mengen  %  des  Systems  T  offen,  so  ist  die 
durch  (0)  definierte  Mengenfunktion  <p  {wenn  sie  nicht  identisch 
verschwindet)  eine  Inhaltsfunktion. 

Zufolge  Satz  VII  hahen  wir  nur  mehr  nachzuweisen,  daß  91  die  Eigen- 
schaft 5a.  (S.  444)  hat;  d.  h.  wir  haben  zu  zeigen:  Zu  jeder  Menge  S[  gibt  es 
einen  o- Durchschnitt  3)>3t,  so  daß: 

(-)  fm^^{%). 

Dies  ist  evident,  wenn  9;  (31)  = -f- «. .     Sei   also  9)  (91)   endlich.     Ist  {q„}  eine 

Folge  positiver  Zahlen  mit 

{**)  lime„  =  0, 

HO  ist  nach  Deiinitiiin  von  9?  (91); 

(*,"■"}  ^(W)=lim9j(m,e„), 

Und  da  ?{9l,e„)  untere  Schranke  der  S{T  (a:,e„)},  gibt  es  ein  7(31,  e„),  sodal3; 

Nach  Annahme  ist  jede  Menge  aus  T{3i,e„)  offen,  daher  (Kap.  I,  §2, 
8ata  VII)  auch  die  Vereinigung  dieser  Mengen,  die  wir  mit  D„  bezeichnen 
wollen,     Daber  ist; 

ein  0 -Durchschnitt,  und  es  ist  ®>-Sl. 

Wir  behaupten:  Jedes  System  T  (S,  e„)  ist  «ugleieh  ein  System  T  (ffl,  2 g,). 
Wegen  ®>ai  ist  von  den  beiden  Ei genschafteü  der  Systeme  T(®,2e„)  (8.  450) 
die  zweite  sicher  erfüllt.  Was  die  erste  anlangt,  ist  zu  zeigen:  Zu  jedem 
Punkte  a  von  ®  gibt  es  in  T  (3t,  e„)  mindestens  eine  a  enthaltende,  in  U  (o;  2e„) 
liegende  Menge  %.  Da  35k<;o„,  gibt  es  in  T(Sl,e„)  gewiß  eine  a  enthaltende 
Menge  %.  Nach  Definition  von  T(3I,  e„)  liegt  diese  Menge  %  ganz  in  der 
Umgebung  U(a':e„)  eines  Punktes  a'  von  31.  Es  ist  also' r(a,o')  <eni  «nd 
wegen  J-<U(o';e„)  iat  nach  der  Dreiecksungleichung  S:<;U(a;2en).  wie  be- 
hauptet. 

Da  flJao  jedes  System  T(9t,e„)  ein  System  T(2),2e„)  ist,  folgt  für  die 
untere  Schranke  der  S{T(^,  2^«)}  aus  (,*,): 

9'(®,2eJ<y.(31,e„)+^, 
mithin  wegen  (*»')  und  (**); 

rp (S)  ==  lim  <p {%, e)  =  Hm  y  (® , 2 e„) <(p{%). 

Wegen  1)^31  ist  aber  andrerseits: 

Es  gilt  also  (•),  und  Sata  VIII  ist  bewiesen. 
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§  8.    Inhaltsfunktioncn  im  9t^. 

Wir  wollen  uns  nun  insbesondere  mit  Inhaltsfunktionen  im  d\ 


eine   Mengenfunktion   ip   definiert   für   alle   abgea 
Intervalle  des  3!^^);  wir  nennen  sie  dann:  eine  Intervallfunktion. 

Wir  werden  im  folgenden  unter  einem  Intervallsysteme  eine 
Menge  abzählbar  vieler  abgeschlossener  Intervalle  verstehen,  die  zu 
je  zweien  keine  inneren  Punkte  gemein  haben.  Besteht  ein  Inter- 
valleystem  aus  endlich  vielen  abgeschlossenen  Intervallen,  so  nennen 
wir  es  ein  endliches  Intervallsystem.  Ist  ^  ein  abgeschlossenes 
Intervall,  ®  ein  endliches  Intervallsystem,  und  ist  ^  die  Vereinigung 
der  Intervalle  von  ©,  so  heißt  das  Intervalisystem  ©  ein  endliches 
Zerlegungssyetein  von  g. 

Wir  dehnen  die  Definition  der  Intervallfunktion  if  auf  endliche 
Intervallsysteme  aus  dmch  die  Festsetzung:  Bilden  die  abgeschlosse- 
nen Intervalle  S^,  3.^, ...,  3„  ^^^  endliche  Intervallsystem  S,  so  sei: 

v(©)  =  v(3i)  +  v(3J  +  --  +  vföJ' 

Satz  I.  Sei  y>{^)  eine  (nicht  identisch  verschwindende) 
Intervallfunktion  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Es  ist  V'CSf)^»  für  alle  abgeschlosseneu  Intervalle  ^. 

2.  Für  jedes  endliche  Zerlegungssystem  ©  von  g  ist: 

Verstehen  wir  dann  unter  <p{£))  die  obere  Schranke  von 
V(©)  für  alle  in  der  offenen  Menge  0  enthaltenen  end- 
lichen Intervajlsysteme  iS^)i  so  besitzt  die  Mengenfunktion 
(p(D)  die  Eigenschaften  1.,  2.,  3.,  i.  von  §7,  Satz  VI. 

Für  die  Eigenschaften  1.,  2.,  4.  ist  dies  evident.  Wir  haben 
also  nur  mehr  nachzuweisen:  ist 

(1)  D  =  O,  -i~  öa  -f  . . .  -j-  a  +  .  •  • , 
M'O  die  Ov  offene  Mengen,  so  ist: 

(2)  9,(.9)<^(Dj  +  p(oj_j_...  +  ^(a)_|_... 

Wir  beweisen  dies  zunächst  für  die  Vereinigung  zweier  offener 
Mengen:    Ist 

D--D1  +  O5, 

')  Oder  für  alle  in  einer  offenen  Menge  ©  des  SHj  liegenden  abgeschlosse- 
nen Intervalle. 

")  Pur  die  leere  Menge  !•  setÄeii  wir  ip  (2)^^(1. 
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SO  ist; 

(3)  9'(0)<9'(0,)  +  9^(D,). 
Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

(4)  y(D)>y(D,)+y(D,). 

Dann  gäbe  es  in  O  ein  endliches  Intervallsystem  ©,  so  daß  auch: 

(5)  v(©)>9'(D,)  +  9'(0.)- 

Seien  SuSai-'-^Sn  ^^^  Intervalle  des  Systems  @.  Weil  D, 
und  Dg  offen  sind,  und  somit  nur  innere  Punkte  haben,  gibt  ea 
offenbar  zu  jedem  dieser  Intervalle  ^t  ein  endliches  Zerlegungssystem 
©,  derart,  daß  jedes  einzelne  Intervall  von  ©.,  ganz  in  mindestens 
einer  der  beiden  Mengen  D,  und  C^  liegt^}. 

Bestehe  nun  ®  aus  den  sämtlichen  Intervallen  von  ©j,  von 
©g,  ...,  von  ©^.     Dann  ist  wegen  Eigenschaft  2.  von  yi: 

(6)  v(S)^i^(©). 

Da  aber  jedes  Intervall  von  ig   sei  es  ganz  in   0^,   sei  es  ganz   in 
Cg  liegt,  ist  offenbar; 

(7)  9'(D,)  +  9'{0.)äv(©)- 

Die  Ungleichungen  (5),  (6),  (7)  aber  stehen  miteinander  in  Wider- 
spruch.    Also  ist  (4)  unmöglich,  und  somit  (3)  bewiesen. 

Durch  vollständige  Induktion  beweist  man  nun  sofort:  Ist: 

■D  =  0,-f-ö,-f----  +  0-' 
(wo  die  O,  offene  Mengen),  so  ist; 

?'(0)^9'(Dj  +  'p(D,)4----  +  9'(a). 
Sei  endlich  D  gegeben  durch  (l).     Wir  setzen: 


')  Itt  der  Tat,  ist  Sv  <D,+Da,  ao  gibt  es  ein  e>0,   so  daß  für  jedea 
Punkt  a  von  3r  mindeatena  eiae  der  beiden  Ungleichungen  gilt; 

r  [a,  SÄ  -  D,)  ^  p ;       r(o,  31  -  Dg)  ^p. 
Denn  andereafalls  gäbe  es  KU  jedem  m  einen  Punkt  a™  von  %,,  für  den: 

r(a„,  9i  —  0,)  <  i ;      »-(i™,  31  -  0,)<^  ■ 

Für  jeden  Häufungapunkt  a  von  {«m}  wäre: 

r(a,33-O0  =  0;      r(a,!fl  — DJ  =  0. 
Weil  SR  — D,  und  3f  —  Da   abgeschloaatn,   heißt   das  aber:   o  gehört   sowohl  zu 
SR  —  D,  als  zu  ER  — Dj.     Da  3,  abgeschlossen,   müßte  o   auch  zu  g,   gehören. 
Das  aber    ist    unmögÜGh,    da  wegen  ^j -<  D, -f-Da    die    drei  Mengen   SR  — D,, 
SR  — Da,3v  keinen  Punkt  gcinem-iam  haben 
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Dann  ist,  wie  eben  bemerkt: 

(8)  y(Ö,)£y(0,)  +  y(D,)  +  ...  +  (.(0.). 
Wir  beweisen  nun  zunächst: 

(9)  (p(0)  =  üm<p{Q,:>- 
Jedenfalls  ist,  weil  £)»-<£); 

9j{D)^limq:i(Dv). 
Angenommen,  es  wäre: 

(10)  (p  {£))>  lim  (p  {€),). 

Dann  gibt  es  ein  endliches  Intervallsystem  <S  in  D,  so  daß  auch: 
{11)  v(®)>'im9>(D.). 

Nun  gibt  es  aber  ein  Dv,  so  daß: 
(12)  S<D,. 

Denn  andernfalls  enthielte  jede  der  abgeschlossenen  Mengen  S  —  D,. 
einen  Punkt  von  © ,  d.h.  keine  der  abgeschlossenen  Mengen  ©  (9t  —  D») 
wäre  leer,  es  wäre  daher  (Kap.  I,  §  2,  Satz  VIII)  auch  ihr  Durch- 
schnitt nicht  leer,  d.  h.  es  gäbe  einen  nicht  zu  D  gehörigen  Punkt 
von  <B,  entgegen  der  Annahme  ©  -<  D.  —  Wegen  (12)  ist  nnn  <S  auch 
Intervalley Stern  aus  0»,  es  ist  daher: 

9^(D,.)^'^(©). 
und  da  die  (/•  (0,)  monoton  wachsen,  Ist  auch 
lim  9^(0^)^  i/'(®)' 

im  Widerspruche  mit  (ll).  Also  ist  (10)  immöghch,  und  (9)  ist 
nachgewiesen. 

Aus  (9)  und  (8)  aber  folgt  durch  den  Grenzübergang  v  — ►  co 
die  zu  beweisende  Ungleichung  (l),  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Das  wichtigste  Beispiel  zu  Satz  I  erhalten  wir,  indem  wir  unter 
der  Intervall funktion  yi  (3)  den  Inhalt  von  ^  verstehen,  d.  h.  indem 
wir,  wenn: 

3--[».,», »,.;  K.h y 

ist,  setzen: 

v(3)-(!'.-«.)(l',-»J..-(».-»J- 
Es  entsteht  nach  Satz  I  aus   dieser  Intervallfunktion   eine  für 
alle  offenen  Mengen  definierte  Mengenfunktion,  aus  der  weiter  nach 
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§  7,  Satz  VI  eine  Inhaltsfunktion  abgeleitet  werden  kann,  die  wir 
mit  ,"j,(8l)  bezeichnen,  und  die  der  ft-dinieneionale'^)  äußere  In- 
halt von  %  heißt.  Wo  kein  Zweifel  möglich  ist,  fragen  wir  auch 
kurz:  der  äußere  Inhalt  und  sehreiben  fi{%).  Die  /r^-meßbaren 
Mengen  heißen  Ä-dimensional-meßbar  (oder  kurz:  meßbar);  für 
eine  solche  meßbare  Menge  wiid  /^('ü)  ala  der  (Ä-dimensionale)  In- 
halt bezeichnet.  Das  innere  //.^-Mftß  von  3t  wird  bezeichnet  mit 
/*i*(5t)  oder  /*:c(5t)  und  heißt  der  (fc- dimensionaie)  innere  Inhalt 
von9£^)-  Als  Inhalt.- Funktion  ist  ;(^  auch  eine  reguläre  Maßfunktion 
(§  7,  Satz  I},  die  offenbar  auch  stetig  ist  (§  3,  S.  408). 
Aus  §  6,  Satz  IX  und  X  entnehmen  wir  daher: 
8at«  11.  Damit  die  Menge  %  endlichen  äußeren  Inhalts 
/c-dimenaional- meßbar  sei,  ist  notwendig^)  und  hinrei- 
chend, daß 

Aus  §  6,  SatK  ir  und  §  3,  Satz  VI  folgt: 

Satz  m.  Jede  Boreische  Menge  des  SR^^  ist  Är-dimensional- 
m eßbar*),  Insbesondere  ist  für  jede  abzählbare  Menge 
//,(9I)  =  0. 

Aus  §  7,  Satz  IV  und  V  endlich  folgern  wir: 

Üatz  IV.  Zu  jeder  Menge  SI  des  (R^  gibt  es  eine  maß- 
gleiche Hülle,  die  o-Durchsehnitt,  und  einen  maßgieichen 
Kern,  der  «-Vereinigung  ist. 

Endlich  gilt  noch: 

Satz  V.  Zu  jeder  Menge  St  von  endlichem  /ij^)  und  zu 
jedem  e^O  gibt  es  eine  offene  Menge  £)>-W,  ßo  daß: 

')  Für  fc=  1  sagen  wir  statt  eindimensional  auch;  „ünear". 

*)  Der  Begriff  des  fc-dimensionalen  Inhaltes  {äußeren,  inneren  Inhaltes) 
einer  Punktmenge  des  SRji  stammt  von  H.  Lebesgue,  Ann,  di  mat.  {3)7, 
(1902),  235;  Le?.  aur  i'intögration  (190i)  !09.  Unabhängig  hiervon  ist  auch 
W.  H.  Young  zu  einem  äquivalenten  lahaltehegriff  gekommen;  Lond.  Proc. 
(2)  2,  (1904),  16.  Weniger  weittragende  Theorien  des  Inhalts  von  Punktmengon 
hatten  voi'her  entwickelt  H.  Hankel,  Math.  Ann.  20,  (1882),  87  =  Ostw. 
Kiass.  Nr.  153,  71;  0.  Stolz,  Math.  Ann.  23,  (1884),  152;  G.  Cantor,  Math. 
Ann.  23,  (1884),  473;  A,  Harnack,  Math.  Ann.  25,  (1885),  241;  G.  Peano, 
ApplioaBioni  geometriohe  dol  caJcolo  infinitesimale  {1887),  154;  C.  Joedan, 
Cours  d'analyse,  2.  6d„  1,  (1893),  38;  S,  Borel,  Leg.  aur  la  thöorie  dea  fonc- 
tions  (1898),  46. 

'}  Die  Beiliagung  ist  notwendig,  auch  wenn  Wi{Sl)  =-|-ao. 

*)  Beispiele  von  Mengen  des  SR;,,  die  nicht  fc-diinenBionai-moßbar  sind, 
werden  wir  —  um  hier  nicht  den  Gang  der  Entwiolduugen  /u  unterbrechen  — 
an  späterer  Stelle  bringen  (Kap,  VIII,  S  ■■)■ 


y  Google 


Kap.  VI,  §  8,    luhaltsfunktioneu  im  SRt.  457 

In  der  Tat,  es  ist  /a.^  ein  Spezialfall  der  Inhaltsfunktionen  von 
§  7,  Satz  VI;  deren  Definition  zufolge  ist  also  /^,;{9I)  die  untere 
Schranke  von  /-«ftCD)  füi'  S'He  ollenen  Mengen  ■0>-ar.  Damit  ist 
Satz  V  bewiesen. 

Wie  Satz  III  lehrt,  sind  alle  Borelachen  Mengen  des  91,.  /£-di- 
mensional-meßbar.  Wir  wollen  uns  überzeugen,  daß  es  aber  Ä-di- 
menaional-meßbH.re  Mengen  gibt,  die  nicht  Boreische  Mengen  sind. 
Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  Tl.  Es  gibt  im  [R,/nicht  leere,  perfekte  Mengen 
des  A-dimensJonalen  Inhaltes  0. 

Das  ist  selbstverständlich,  wenn  A  ^  1 :  die  Menge  aller  Punkte 
(3;,0,...,0)  des  91^,  für  die  (i^x^l,  ist  eine  solche  Menge.  Es 
idt  also  nur  mehr  der  Fall  ifc  =  1  zu  behandeln. 

Sei  $  die  Menge  aller  unendlichen  Systembrüclie  der  Grund- 
zahl 3: 

in  denen  keine  Stelle  t  vorkommt.  Kacli  Kap.  1,  §  9,  S.  ItO  ist  ^ 
perfekt.     Wir  wollen  zeigen,  daß: 

In   der  Tat,    es   ist    $   das   Komplement  zu    [0,lj    der    abzahl- 
baren Menge  der  (zu  je  zweien  fremden)  Intervalle: 
(t)  {0-e,e,...e,l,a-e^,,...e.,i)  (»_  0, 1 , 2,  . . .), 

in  denen  keine  der  Stellen  c^.b^,  ...,e,  den  Wert  1  hat.  Jedes 
Intervall  {|)  hat  den  Inhalt  T^rjj  iiid  es  gibt  (bei  gegebenem  v)  2'' 
solcher  Intervalle.  Die  Vereiiiigiing  S6  aller  dieser  Intervalle  hat 
also  den  Inhalt: 

Das  Komplement  ^  von  58  zu  [0,lj  hat  also  den  Inhalt  /yj(*p)  =  0, 
wie  behauptet.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Es  folgt  aus  ihm: 

Satz  TII.  Die  Menge  aller  /i -dimensional-meßbaren 
Punktmengen  des  9!,,  hat  die  Mächtigkeit  2'. 

Sei  in  der  Tat  $  eine  nicht  leere,  perfekte  Menge  des  iS,,  mit 
;,^(fß)  =  Ü.     Für  jeden  Teil  9(  von  «ß  ist  dann: 

//,(3l)--=0, 
und  daher   ist  Sä  meßbar  (§  5,  Watz  XVI),     Als   perfekte  Menge   hat 
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$   die   Mächtigkeit  c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XII).    Ea  gibt  alao   2'  Teile 
von  Sß  (Einl.  §  2,  Satz  XI),  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Nun  folgt  sofort: 

Satz  Vm.  Es  gibt  im  9t^  A-dimensional-meßbare  Mengen, 
die  nicht  Boreische  Mengen  sind. 

In  der  Tat,  wegen  2'  >  c  (Einl.  §  2,  Satz  XII)  folgt  dies  nun 
unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß  es  im  SR^^  t  Boreische  Mengen 
gibt  (Kap.  V,  §  7,  Satz  V). 

Als  Gegenstück  zu  Satz  VI  zeigen  wir  nun^): 

Satz  IX.  Ist  3  ein  abgeschlossenes  Intervall  des  9i^ 
und  q  irgendeine   Zahl: 

«<.«,(3)i 
so  gibt  es  eine  in  ^  nirgends  dichte,  aljgesoliloesene  Menge 
9I(-<3),  für  die: 

In  der  Tat,  sei  r^,  r^,  -  - -,  r»,  . . .  die  Menge  aller  rationalen 
Punkte  von  g,  und  sei  {e^}  eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß; 

(tt)  ^e.<^,(3)-<i- 

Sei  weiter  Q„  ein  r»  enthaltendes  offenes  Intervall,  für  das; 
/•.(3.x... 

Dann  ist : 

D  — 3i  +  3.+  .,.4-Sr4---- 

eine  offene  Menge,  für  die  wegen  (tt)- 

(tft)  ft(0)<ft(3)-!i. 

Infolgedessen   ist    2I  =  (3f  — D)-3    eine   abgeschlossene    Menge,    die 
offenbar  nirgends  dicht  in  ^  ist,  und  für  die  wegen  (f-ft): 

ist.    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Satz  IX  kann  übrigens  noch  etwas  verschärft  werden: 

Satz  X.    Ist  g  ein  abgeschlossenes  Intervall  des  SR^  und 


.rgendeine  Zahl: 


0^3</*,(3), 


>)  Dus  erste  Beispiel  einer  nii^enda  dichten,  abgeeohloBsenen  Punkt- 
menge des  91^  mit  positivem  Inhalte  rührt  wohl  her  von  H.  J,  8t.  Smith, 
Lond.  Proc.  6  (1875),  148. 
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80  gibt  ee  eine  in  ^  nirgends  dichte,  abgeschlossene  Menge 
9l(-<3),  für  die: 

In  der  Tat,  nach  Satz  IX  gibt  es  zunächst  eine  in  ^  nirgends 
dichte,  abgeschlossene  Menge  91' -<;^,  für  die; 

(ttf)  ^,m>i/. 

Wir  bezeichnen  mit  ^^  (A>0}  das  Intervall: 

^,.=  [^X,~X,...,—i;X,X,...,X]. 
Dann  ist  ^^(St'^j)  eine  stetige  Funktion  von  X,   die,  wenn  l  von  0 
bis    -\-  CO  wächst,    alle  Werte  von  0  bis  ^^  (9t')  durchläuft.     Wegen 
(fff)  muß  es  daher  ein  X  geben,  so  daß; 

Wir  setzen- 

und  Satz  X    st  bew  es  i 

De  große  Ped»  t  ng  1er  m.  or  tehe  den  e  ngefuhrten  Afengenfunkt  on^j^ 
die  wir  als  den  k  d  mens  naJen  Inhalt  beze  ohnet  I  al  en  1  erul  t  auf  folgen 
dem :  W  r  steilen  uns  um  1  n  elementar  feometr  ohon  Inhaltsl  egnS  zu  ver 
aligememem  d  e  Aufgabe  m  "S^  e  ne  ibsolu  add  t  ve  mcl  t  negat  Te  Mengöo 
funktion    <p  finden     d  e     wenn    3*    ^       offenes    Intervall     a       ,  a 

öj,  6a,  b/,)    st   gle  ol    dem  Inhalt  d  esea  Intervallen  wird 

E'!  zt-igt  aioh  dann  daß  für  alle  /  dime  nsionai-meßbaren  Mengen 
dts  ERj  diese  Funktion  ,  notwendig  mit  /ti  übereinstimmt,. 

In  der  Tat  zunächst  ist  dies  oftenhar  für  alje  offenen  Intervalle  der  Fall, 
bcdmn  folgert  man  leioht    diß  aa<,h  fui  das  aV geschlossene  Intervall; 

3  =  [o    a  a^    b    h,     .,,64] 

lie  F  rnel  gilt  .  „  ,^  ■. 

Da  nm  jede  offene  Mcn^  £  Vereinigung  al  zählbar  vieler  abgeschlossener 
Intervalle  ohne  gemeinsame  innere  Punkte  ist  so  erkennt  man  sofort,  daß  ^  (D) 
die  obere  'Schranke  der  lulialte  aller  endliohen  Intervalleysteme  aus  D  ist,  so 
l^ß  für  alle  offenen  Mengen 

Daher  stimmen  ip  und  ,  auch  fi  r  die  Komplemente  der  offenen  Mengen 
d  h  für  die  aV  geschlossenen  Mengen  ubereia  und  somit  auch  für  0  Durch 
schnitte  und  o  Bereinigungen  Da  es  iler  {?atz  IV)  zu  jeder  A  dimenaicnal 
meßbaren  Menge  eine  maBgJeiche  Hülle  gil  t  die  0  Durchschnitt  ist  und 
einen  maßgleichen  Kern  der  a  Vereinigung  ist  au  stiramtn  9  und  m  auch 
für  alle  fc  dimensnnal  meßbaren  Mengtn  uLorein,  wie  lehauptef^) 

)  Es  BBi  noch  eigens  1  emerkt  d  Ü  es  eine  nicht  negative  im  o  Körper 
aller  Punktmengen  des  ^\^  absolut additne  Mengeufunktion  fp  fur  die  i^") 
gilt  nicht  geben  kann  F  Hausdorff  Prundz  d  Mengenlehre  401  vgl 
au  b  et  cDÖa  469 
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Wir  mauheii  nun  eine  Anwendnnj^  der  Sätze  VII  und  VIII  von  §  7.  Unter 
der  Ä-dimensionalen  Kugel  vom  Mittelpunkt  (a^,  a^,  ...,a^)  und  vom  Radius 
T (>  0)  verstellen  wir  die  ofieno  Menge  aller  jener  Punkte  (x, ,x^,  ... , x^)  des  iSt, 
deren  Koordinaten  der  Ungleichung  genügen: 

^^^^a,f  +  {x,-a,)'  +  ...  +  (x,-a^f^  r^ 
D&e  Mengensystejn  T,  das  bei  Koastruktiou  der  Mengpnfunktion  f  \on  g  7, 
S.  450  auftrat,  sei  nun  das  System  aller  ft-dimenaiona!en  Kugeln  die  in  T  de- 
finierte Mengenfnktion  i  (X)  sei  der  Ä-dimensionale  Inhalt')  der  Kugel  S, 
Wir  behaupten:  Dann  ist  die  Mengenfunktion  91  von  ^  7  Satz  VII 
nichts  anderes,  als  der  Ä-dimenaioiiale  äußere  Inhalt  ^j") 

In  der  Tat,  zunächst  ist  jedenfalls 

Denn  wäre  umgekehrt; 

eo  wäre  für  jedes  e  >  0  aueii 

Es  gäbe  daher  ein  System  T  (91,  e)  von  -Kugeln,  für  das; 

S{T  («,»)}<%(«) 
wäre.     Das  aber  ist  unmöglich,  da  S{T(9[,e)J    die   Summe    der    Inhalte    von 
Kugeln  ist,  deren  Vereinigung  Ül  enthält.    Damit  ist  (0)  bewiesen. 
Wir  beweisen  nun  die  umgekehrte  Ungleichung! 

(00)  cMSäW- 

Sie  ist  evident,  wenn  ^j,  (St)  =  -)-  ^^'    ^^^  ft  (S)  endlich,  so  gibt  es  naoh  Salz  V 
i»  jedem  k>  0  eine  offene  Menge  D>-a[,  so  daß: 

Nun    gibt    es,    wie    man  sich   unschwer  überzeugt,  zu  jedem  r  >  0  und  jedem 
e>0    ein  System    von    abzählbar    vielen   Kugein  3:,,  2:j,  ...,  S„,  ..  .    aus   D, 
deren  Radien  <|  sind,  deren  Vereinigung  ganz  O  ist,  und  für  die: 
(000)  2^<.(SJ</'ä(0)  +  £    «/<*(W)-|-2.). 

Lassen  wir  alle  3;^  weg,  die  etwa  keinen  Punkt  von  M  enthalten,   so  entsteht 
ein  System  T  (S,  g),  für  das  wegen  (000): 

Es  ist  also  erst  recht: 

«'(SI,e)<w(^)  +  2*, 
und  da  dies  für  jedes  s  >  0  gilt: 

')  Ist  S  eine  Kugel  vom  Radius  r,  so  ist  also  für  k-=l:  i(a:)^^3r;  für 
Ä  =  2:  i(I)=-r^3(;  für  A=3:  i (S)  =  *-j-':i.    Allgemein: 

")  Da  der  Inhalt  dtr  Kugeln  offenbar  invaiianfc  ist  gegenubei  oithjgonaler 
Transformation  de«  S^  folgert  man  hieran,  sofort  diß  auoh  der  äußere  In 
halt  ;(j,(9t)  invariant  lat  cegem  I  ci  oithogonaler  Trnnsf  rmition 
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Dies  e^'t  für  jedefi  e>0,  also  ist  auch 

'f{M)=    limri'(91,e)<Pfc(9I). 

e^  +0 

lind  (00)  ist  nadigewieaen      Aut  (Oi  und  (00)  aber  folgt  die  behauptete  Gleich- 
heit 9»  (Üt)  =  w  W  • 

Auf  neue  Inhaltsfunktionen  kommen  wir  hingegen 'J  wenn  wir  unter  t{%) 
nicht,  wie  soeben,  den  i,  dimensionalen  Inhalt  der  Rugel  S,  sondern  den  g-di- 
meuisionalen  (g  <  fc)  Inhalt  einer  q  dimensionalcn  Kugel  von  gleichem  Radius  wie 
J  verstehen.  Wir  bezeiohnen  dann  die  entetehcnde  Mengenfunktion  mit  fi^  (91)  und 
nennen  sieden  g-dimensionalen  äußeren  Inhal t von  3i  [im  Falle  9  =  1  auch 
den  linearen  äußeren  Inhalt).  Die  fi,-meßbaren  Mengen  heißen  g-dimensional- 
meßbar,  und  /(^(SI)  heißt  dann  der  g-diraensionalo  Inhalt  von  Si.  Das 
innere  /(„-Maß  von  31  wird  beaeichnet  mit  /i^  (SI)  und  heißt  der  ^-dimensionale 
innere  Inhalt  von  31.  Auch  p^  ist  eine  reguläre  Maßfuuktion.  Es  gelten 
daher  die  au  den  Sätzen  II,  III,  IV  analogen  Sätze  auch. für  //,  {q<k).  Doch 
besteht  kein  Analogon  zu  Satz  V.  Vielmehr  ist,  wenn  a<ft,  für  jede  offono 
Menge  O  des  Sijt: 

fa(0)=  +  CO, 

wie  aus  folgendem  Satze  hervorgeht: 

Säte  XL  Ist  für  die  Punktmenge  ai  des  9ift /<JSt)  endlich,  so  ist 
für  g<9'<:ft: 

/.,'{3I)  =  0. 

In  der  Tat,  jedes  System  T(3t,  e)  besteht  aus  t-dimensionalen  Kugeln  %, 
von  Radion  <e,  iu  deren  Vereinigung  Sl  enthalten  ist.  Sei  Tp{%)  der  p-di- 
mensionale  Inhalt  der  ji-dimonsionalen  Kugel  von  gleichem  Radius  wie  X,  und 
sei  Sp{T(9I,  e)}  die  Summe  der  i,(S)  für  alle  S  von  T(9t,  e).  Zufolge  der 
Ueflnition  von  /i^  gibt  es  für  jedes  ff>0  ein  System  T  (51,  e),  für  das; 

(•)  s,{T(ai,e)}</.,(?i)  +  i. 

Nun  ist  aber  für  alle  Kugeln  %,  deren  Radius  <e  ist,  und  für  q^C'/^h: 

V/O  c  eine  geeignete  Konstante.     Also  ist; 

Sä'{T(m,ri)<ee«'-»S,{TOI,e)}. 
Also  gilt  für  dio  untere  Schranke  ^^'  (St,  e)  der  S^-  {T  (91,  e)},  wegen  (*): 

w(si,e)<fle«'-n%  («)  +  !). 

lind  mithin  ist,  wegen  q'  '>  q: 


§9.    Absolut-additive  Mengenlunktionen  im  9i... 

Sei  M  ein  o-Körper  von  g-dimensions!  (q^k)  meßbaren  Punktraengen 
des  SRü,  und  sei  ip  eine  in  M  definierte,  absolut-additive  Mengenfunktiun.  Mit 
/4,  bezeichnen   wir  wieder   den   g-dimensionalen   Inhalt.     Ist   die  Mengenfunk- 

■)  C.  Oarathdodory,  Gott.  Nachr.  1914,  420.  F.  Hauadorff,  Math. 
Ann.  79  (1918),  163. 
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tiOD  <i>  totalsfcetig  naoh  der  Basis  ,Uj  (§  4,  S,  416),  so  nsDnen  wir  sie  g-dimen- 
siunal  totalstetig,  ist  sie  rejn-singul^r  nach  der  Basis  ji,  (§  4,  S.  431),  so 
nennen  wir  sie  g-dimeösional  rein-singulär. 

Wir  setzen  im  folgenden  vorans,  die  Mengen  des  o-Körpers  M  seien  fiir 
2  =:  1, 2, . . . ,  Ä  q-  dimensional-ra eßbar. 

Satz  I.  Ist  die  Mengenfunktion  -p  ^-dimensional  totalstotig, 
80  ist  Hie  für  p<  3  auch  p-dimensional  totaiatetig. 

In  der  Tat,  ist  SI  eine  Menge  ans  M,  und  ist: 

ao  nach  §  8,  Satz  XI  auch: 

f,(st)-o, 

und  weil  f  g-diraensional  totaiatetig,  auoh: 

,.(a)_o. 

Damit  ist  Sat«  I  bewiesen. 

Sats  U.  Ist  die  Mengenfunktion  p  g-dimensional  rein-singulür, 
so  ist  sie  fiirji>g  auch  ^-dimensional  rein-aingulär. 

In  der  Tat,  ist  für  eine  Menge  %  aus  M: 

(0)  -pW  +  o, 

BO  gibt  es,  da  ip  g-dimenaional  rein-singulär,  einen  Teil  S  von  21,  so  daß: 

yW  +  O;     ^,(i8)=0. 
Nach  %  8,  Satz  XI  ist  dann  auch  ^p(S6)  =  0,  und  wir  sehen:  in  jeder  Menge  3£ 
aus  M,  für  die  (0)  gilt,  gibt  es  einen  Teil  »8,  so  daß: 

?>(ffl)  +  0;     fip{S8)  =  0, 
d.  h.  ip  ist  auch  ^-dimensional  rein-singulär,  wie  behauptet. 

Satz III').  Jede  im  ö-KorperM  absolut-additive  Mengenfunktion 
^  ist  darstellbar  in  der  Form: 

(1)  ?■  =  Pj,  +  Vk-l  +  ■  •  ■  +  9'i  +  'Po  +  ". 

wo  <j>^  {9=1,  2,...,  k)  g-dimenaional  totalsfcetig,  ')'j_i(3  =  l,  2,  ...,1c) 

In  der  Tat,  nach  §  4,  Satz  XI  hat  man  (für  ß^ii„): 

wo  ipj!  Begularitätafunktion,  m^  Singularitätsfunition  von  y  naoh  fij,,  und  mitiin  y;, 
ft-dimenaional  totalstetig,  o.^  fc-dimenaional  rein-singular.    Ebenso  (für  ^  =^^j_j^) : 

wo  ?'j_i  Regula rifcätsfunktion,  o,^__^  Singulantatsfunktion  vonoifcnachfij   .,,  und 
mithin    ¥'jj'_i    (^  —  l)-dimfinMonal   totalstetig,    oJ^^i  (h  —  l)-dimension.al    rein- 
singulär.     Indem  man  so  woitnr  schließt,  erhalt  man; 
C'^)  9-  =  'Pfc  +  '?i_i+        +'?'i  +  '"i- 

wo  <pq  (u^l,  2, .  .  . ,  &)  gdimcnsional  totalstotig,  o),  eindimensional  rein- 
singulär. 

Naoh  §  3,  Satz  XV  ist: 


1)  Vg!.  J.  Radon,  Wien.  Ber.  122  (1913),  1322. 
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wo  .<p^  Stetigkeitsfunktioii,  q>  ünstetigkeitefunktion  von  qij  und  mithin  tp^ 
stetig,  ß  rein-uriatetig.  Setzt  man  (^)  m  (2)  ein  so  erlialt  man  (1),  und  es 
bleibt  nur  zu  zeigen,  daß  fn^^  (3  =  i.  ^  Ti\  gdimensional  rein-singulär ist. 

Sei  zu  dem  Zwecke  9t  eine  Menge  aw-i  M,  fnr  die 
(4)  ,,    .00  +  0 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß  ea  in  ihr  cmon  TriI  18  gibt   so  dafl 

Sei  zunäohst  j>  1.     Es  war: 
(6)  ",-9',-i+«'5-„ 

worin  97y_,  Regularitäisfnnktion,  iOq~i  Singiiiaritätsfunktion  von  n),  nach  f^-i: 
d.  li.  wenn  91«  einen  Kegulärto  11  von  91  für  lUj  nach  ^,_i  bedeutet: 

(')  r.-i(SI)  =  ",(«'')i   «(«,-„»»)-o. 

Wegen  (4)  igt  atso: 

Da  «jj  g-dimenBionftl  rein-singulär,  gibt  ea  in  SS,^  einen  Teil  S,  bo  d&ß; 
(8)  «■,03)  +  0;     /.,{®)  =  0. 

Wegen  der  zweiton  Gleichung  (7)  ist  aber: 

Mitliin  wegen  (R)  und  (8)i 

,>,-, (»)-»,  (Sj  +  O. 

Hierdurch  zusammen  mit  der  zweiten  Gieiehung  (8)  ist  aber  (5)  naohgewieBen, 
d.  h,  BS  ist  ¥'4_,  (g>l)  ?-dimeiisional  rein-singulär. 

Sei  sodann  q=  1.    An  Stelle  von  (6)  tritt  dann  (3),   und  ea  ist,  wenn 
91*  einen  SteÜHkeitsteil  von  Ü(  für  <o^  bedeutet: 

<p^  (31)  =  «j,  (31*) ,     a  (m,  a»)  =  0 . 
Wegen  rpaCä)^^  ist  also: 

a.,(?t*)  +  0, 
von  wo    aus    ebenso   weiter    gescMossen   werden   kann  wie  vorhin.     Damit  ist 
Satz  in  bev 


Satz  IV.  Ist  die  Mengenfunktion  q.  von  Satz  III  endlich,  ao 
gibt  es  außer  der  Zerlegung  (1)  von  Satz  HI  keine  andere; 

(9)  i>=vh+Wk-i  +  ----  +  yi-]-yo  +  x. 

in  der  ^,{3  =  1,  2, .. .,  fc)  g-dimensional  totalstetig,  v,_,  (q=l,2, ..  .,k) 
3  dimensional  rein-singulär,    y/^  stetig,    x   roin-uustotig    in    M   ist. 

Wir  zeigen  zunäohst,  da2  (fiii  ?  =^  1,  2,  . , . ,  i) : 

(10)  V^9  =  V«-i +  ¥!-!  +  ■ -.  +  ^0  +  ): 

g-dimenaional  rein-singulär  ist.  In  der  Tat,  wie  aus  Satz  II  folgt,  ist  jeder  einzelne 
Summand  recMs  g-dimensional  rein-singulär^).    Sei  nun  St  eine  beliebige  Menge 

')  Für  die  rein-unsfcetigo  endliohe  Mengenfunktion  j;  ist  dies  eelbstver- 
Rtändlioh,  da  sie  naoh  §  3,  Satu  VIII  nur  abzahlbar  viele  Unstetigkeitsp unkte 
besitzt. 
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aus  M,  Slp"  Smgitlärtei!  von  S£  für  i/i^  nach  /.i^,    31**  Uns tetigkaita teil    von    « 

für  X-     Dann  ist: 

(II)  f,mp,'')=-0        (p  =  0,l,...,9-l), 

und  weil  a**  ateäMbar  (&  3   Balz  VIII),  auch: 

(12).  /<^(Sf)=.0. 

Nac!i§4,  Satz  VII  istm  —  at^"   Ki-gularteil  von  St  für  ,y^  nach    /i,;    nach   §3. 

8at7.  IX  ist  a  — a*'  StetigkeitBteil  von  8t  für  z-    Wir  Betzen: 

und  haben  wogen  (II)  und  (12): 

(13)  ^,OI'^^)  =  0. 

Wegen; 

9E  — ä'=''<a  — a^"  (p  =  0,  1,  ...,  g  — 1);     9[  — Sl^''<Sl-9i" 
ist,  da  yij  g-dimeiisional  rein-singulär  und  x  rein-unbtetig; 
(U)  Y,,{'ä  —  ^xx)^0     (p  =  0,  1,  ,..,  ?— 1);     z  («  —  31'*'^)  =  0. 

Sei  mm: 

(15)  1^,(30  +  0. 

Wegen  (10)  und  (14)  ist  dann  auch: 

i^,(8|x»)+0. 
Wegen  (13)  ist  also  ^l^x  singulärer  Teil  von  S[  für  i/F,  nach  /i^;  jede  Menge  81, 
für  die  (15)  gilt,  enthält  also  einen  singulären  Teil,  d.  h.  es  ist  ^,  ^"diniensional 
pein-singulär,  wie  behauptet. 

Wegen  (9)  und  (10)  ist  nun: 

9'  =  Vfc  +  V*. 
wo  i^jj  fc-dimeuBional   totalstetig,   ^^  Ä-dimenBional   rein-eiagular.    Nach   §  4, 
Satz  XII  ist  also  (wenn  «t  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  beim  Beweise  von 
Satz  III): 

Es  ist  demnach 

und  derselbe  SchluQ  zeigt,  daß: 

Indem  man  so  weiter  schließt,  zeigt  man,  daß: 

Vk^='Pk,  Vk-i^^n-i:  ■  ■  >  >  Vi  — Vi 
und: 

£0,  =  ij>„  +  z  . 
Aus  %  S,  Säte  XVI  folgt  endlich  nceh: 

Sciiait  ist  Satz  IV  bewiese». 
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Siebentes  Kapitel. 
Die  Funktionen  endlicher  Variation. 

§  1.  Äbsolutzuwachs,  Positivzuwachs,  Negativzuwaclis  einer 
Funktion, 

Wir  haben  in  g  8  von  Kap.  VI  gesehen,  wie  aus  einer,  zwei 
einfachen  Forderungen  genügenden  Intervall funktion  y^  des  ^^  eine 
Inhaltefunlition  hergeleitet  werden  liann.  Als  erstes  Beispiel  hierfür 
eriiielten  wir  den  Jt-dimensionalen  äujäeren  Inhalt,  indem  wir  unter 
der  Intervallfunktion  i/i  Q)  den  Ä-dimensionalen  Inhalt  des  Inter- 
valles  ^  verstanden.  Wir  machen  nun  eine  zweite  Anwendung  dieser 
Theorie. 

Sei  in  einer  offenen  Punlctmenge  @  des  9),^  eine  endliche  Funk- 
tion f(Xj,  x^, ...,  x^)  definiert'},  und  eei: 

(1)  3=K,.„..., «.;*„», y 

ein  abgeschlossenes,  in  ®  enthaltenes  Intervall.  Wir  definieren 
die  Differenz  ■^(3)'')  ^on  f  im  Intervall  ^  durch  Induktion:  für 
/s  =  l  (Funktionen  einer  Veränderlichen)  sei  die  Differenz  von  f(x) 
im  Intervalle: 

3 -[»,!.] 

definiert  durch: 

Sei  sodann  bekannt,  was  unter  der  Differenz  einer  Funktion  von 
&  — 1  Veränderlichen  in  einem  abgeschlossenen  Intervalle  des  9ij._, 
zu  verstehen  sei.     Wir  betrachten  die  Funktion 

yfx.  i.^  — n»,   i.  r,)-f(<,,,i„...-,a,,) 


')  In  den  folgenden  Untera  ichungon  iit  diese  Menge  ®  als  der  metrische 
Raum  iR  z  betrachten  der  den  allgemeinen  Untersuchungen  von  Kap.  VI  zu- 
grunde lag 

^)  Ist  es  notwendig  die  Funktion  f  in  Evidenz  zu  eetaen,  so  schreiben 
wir  statt  dessen;  ^  (3,  f). 
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und  definieren  die  Differenz  zJ(S)  von  f(x^,  x^, ...,  x^  im  Intervalle 
(l)  ajs  die  Differenz  von  <p(x^, ...,  x^  im  Intervalle  [ßj,...,a^; 
öj,  ..,,6^].  Man  bestätigt  dann  sofort  durch  Induktion  folgendes 
Bildungsgesetz  von  z)(3):  Es  ist  A{^)  die  Summe  aller  jener 
Glieder,  die  man  aus  /'(Ö^,  ö^, . . . ,  ft^)  erhält,  indem  man  darin 
auf  alle  möglichen  Weisen  0,  1,  2,  . . . ,  k  der  Zahlen  by  durch  die 
entsprechende  Zahl  a„  ersetzt,  und  das  Vorzeichen  -j-  oder  —  gibt, 
je  nachdem  die  Zahl  der  ersetzten  b^  gerade  oder  ungerade  ist. 
Daraus  folgt  ohne  weiteres:  Ist 

«1  =^  «l,fl  <  «1,  1  <".-■•  <  «1,  n-i  <  «1,  11  =  ''i  - 

und  wird  geaetzt : 

iSy  =  [öl, v-i,  «,,■■■,  «,;  «1. .,  6j, . . . ,  y, 

so  ist; 

-^(3)  =  -4(3,)  +  ^(3,)  +  ---  +  ^(3„)- 
Indem  man  diese  Tatsache  mehrmals  hintereinander  anwendet, 
ündet  man:  Ist 

a;=a;,o<«;,i<...<a.-,,p,-i<ff;,„,=  &i  (/=  1,  2, . . . , -fc), 

und  wird  gesetzt: 

so  ist: 

(3)  ^(3)=J^_2  ..■_§  ^(3..,,, ,)■ 

Daraus  folgt  endlich  allgemein:  Ist 

irgendein   endliches  Zerlegungasyetem   (Kap.  VI,  §  8,  S.  453)  von  Q, 
so  ist: 

(4)  J(S)^zI(Sj  +  J(a)  +  ---  +  ^{Sj- 
Sei  in  der  Tat: 

3v==Ki,v,  ßs.v,  ■  ..,  ftt,v;  Ö5,v,  6a,v,  ■■-,  ^jr,*]. 
Seien  «j^oj  »1,1,  ■  ■■)  «i,»,  die  sämtlichen  verschiedenen  a^^^  und  öj, „, 
der  Große  nach  geordnet.  Die  Intervalle  (2)  bilden  dann  ein  Zer- 
legungssystem von  Q,  und  sie  zerfallen  in  n  Inbegriffe,  deren  jeder 
ein  Zerlegungssystem  eines  der  Intervalle  3i )  Sa '  ■  ■  ■ '  S„  darstellt. 
Wendet  man  auf  ^  Formel  (3)  an,  und  sammelt  in  der  rechts  auf- 
tretenden Summe  die  zu  ^j,  zu  Qj,...,  zu  3^  gehörigen  g,^,  ,.j ,^, 

so  erhält  man  die  behauptete  Formel  (4). 
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Wir  definieren  nun  für  alle  abgeschlossenen  Intervalle  ^  des 
Definitionebereichea  @  von  f  drei  Intervallfunktionen ^)  A{^),  i'(^), 
A'(^)  durch  die  Festsetzungen; 

(-1(3)-    1^(3)1. 

'    p,„,       (''(3)        wenn     J  (3)  >  0 

'W'~|     0  wenn     4(S)<0. 

wenn    d  (S)  2:  0 


(5) 


Dann  ist: 

6)  4(3)  =  P(3)  +  K(3);    J(3)  =  P(3)--ff(3)- 

Wie  in  Kap.  VI,  §  8,  S.  453  dehnen  wir  diese  Definitionen  auf 
Intervallsysteme ^)  ©  aus  durch  die  Festsetzung:  Besteht  ©  aue  den 
Intervallen  %■,%,■■■,%,■■■,  so  sei^): 

'  ^  P(s)-2-P{a.);  -^(s)-^^©.}. 

Wir  erliennen  dann  ohne  weiteres,  daß  die  Intervallfunlitionon  ^(^), 
■P{S)>-^'^(3)  "^iö  beiden  in  Kap.  VI,  §8,  Satz  I  geforderten  Eigen- 
scliaften  haben.  In  der  Tat,  Eigenschaft  1.  dieses  Satzes  ist  erfüllt, 
denn  ea  ist; 

^(-3)^0;     P(3)^0;     ^(3)^0; 
und  auch  Eigenschaft  2.  ist  erfüllt,  denn  es  gilt  der  Satz; 

Satz  I.  Ist  das  System  ©  der  Intervalle  Sj,  Sa- ■■■>  3„ 
ein  Zerlegungssystem  von  %,  so  ist: 

^(©)^^(3);    -P(®)>-P(S);    i^(©)^?^(3)- 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  (7),  (5)  und  (4). 

Aue  Satz  I  von  Kap.  VI,  §  8  entnehmen  wir  also:  Ist  D  irgend- 
ein offener  Teil  des  Definitionshereiches  ®  von  f  und  bezeichnen 
wir  mit  «(D),  Ji(D),  »"{D)  die  oberen  Schranken  von  j4((S),  P(©), 
^(©)fiir  allein  der  Menge  D  enthaltenen  endlichen  Intervallsysteme  ©, 


1)  Ist  es  Qotig,  die  Funktion  f  in  Evidena  zu  setzen,  so  sehreiben  wir 
Statt  deaieti 

•1(3,0,^(3,  n,  »'S, /)■ 

'J  Wie  dort  verslehen  wir  unter  einem  Intervall  System  eine  Menge  ab- 
zahlbar iieler  abgeachlossener  Intervalle,  die  zu  je  zweien  keinen  izmeren  Punkt 
gemeinsam  haben 

^)  Die  Summen  ^(©),  i'(®):  ^(©)  können  stets  gebildet  werden,  J  (©) 
nur,  wenn  von  den  beiden  Summen  P(®),  A'(@)  mindestens  eine  endlich  ist 
(vgl    &   ^95    Fußn   2) 
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80  besitzen  die  so  definierten  Mengenfunlstionen  a(D),  Ji(D),  j'(D) 
die  Eigenschaften  1.,  2.,  3.,  4.  von  Satz  VI  in  Kap.  VI,  §  7.  Es 
können  also  ß(D),  7t(D),  »'(0)  erweitert  werden  zu  Inhaltsfunktionen 
ß(9I),  Ji(9t),  v{'iiy),  die  für  alle  Teilmengen  9[  von  @  definiert  sind. 
Wir  bezeichnen  sie  als  den  äußeren  Äbsolutzuwaclis,  den  äußeren 
Positivzuwaohs,  den  äußeren  Negativzuwachs  von  f  auf  9t- 
und  können  den- Satz  auaapreohen: 

Satz  IL  Ist  die  Funktion  f  definiert  und  endlich  in 
der  offenen  Punktmenge  U)  des  9!^,  so  sind  ihr  äußerer  Ab- 
solut zu  wachs,  Poßitivzu  wachs,  Negativzuwachs  Inhalts- 
funktionen, die  für  alle  Punktmengen  aus  @  definiert 
sind. 

Zwischen  den  Funktionen  ct(9t),  jt(91),  »"(91)  besteht  folgender 
Zusammenhang ; 

Satz  in.     Für  jede  Punktmenge  %  aus  ®  ist: 
(*)  «(90  =  ^W  +  ».(9[). 

Wir,  beweisen  die  Gleichung  (*)  zunächst  für  alle  offenen 
Mengen  iD  aus  %.  Wegen  (6)  wird  es  genügen,  nachzuweisen:  Es 
gibt  in  0  eine  Folge  endUoher  Intervallsysteme  {©„},  so  daß: 

{♦*)    h(D)  — lim^(©J;     Ji(D)  =  UmP{©„);     v{0)=''HmN{®„). 

Nach  Definition  sind  a  (O),  h  (O),  v  (S)  die  oberen  Schranken  von 
^(S),  P(©),  Ä'(S)    für   aile    möglichen  endlichen  Intervall  Systeme  ® 
aus  D-     Es    gibt    also    Folgen  {©J,},    {Sn}>  {®n'}    solcher    Intervall- 
Systeme,  so  daß: 
(%*)     ß(£))  =  lim4(®;);    Ji(D)  =  limP((5^);    j- (D}  =  Ihn  J7  (©;"). 

Ersetzt  man  nötigenfalls  die  Intervalle  von  &„,  (B'n<  ©n'  durch  ge- 
eignete ZerlegungBsysteme  (wodurch  sie  in  die  Intervallsysteme 
©Bi  ©ni  ©n  übergehen  mögen),  so  gibt  es  ein  System  (3^,  derart, 
daß  jedes  Intervall  von  ©I,,  von  ©'^  von  (B'n  auch  zugleich  Intervall 
von  ©„  ist.     Nach  Satz  I  ist  dann; 

(***)         Ä{<B^)>A{®'n);    P(©„)^P(©;');    N{Q„)>N{K'). 

Und  da  «(D),  ji(D),  i'(C))  die  oberen  Schranken  aller  J.(S),  P(©), 
N{®)  sind,  folgen  aus  (*4*)  und  (***)  sofort  die  behaupteten  Be- 
ziehungen (**),  Damit  ist  (*)  für  alle  offenen  Mengen  D  aus  @ 
nachgewiesen. 

')  Ist  63  notwendig,  die  Funktion  f  in  Evidenz  zu  setzen,  so  bezeichnen 
wir  diese  Mongenfunktioneu  mit  ß  (W,  f).  '"(«,/'),  '■(«,  f). 
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Sei  nun  2t  eine  beliebige  Punktmenge  aus  ©.  .Nach  Definition 
(Kap.  VI,  §  7,  Satz  VI)  sind  a  (91),  n  (9t),  v  (9t)  die  unteren  Schranken 
von  a(D),  3i(D),  ^[D)  für  alle  3t  enthaltenden  offenen  Mengen  D 
aus  @.  Es  gibt  also  Folgen  {£f„},{£i^,  {€>'„'}  von  .offenen  Mengen 
D  aus  ®,  die  2t  enthalten  und  für  die: 

(f)       ß(3t)-=limG(D;);    jt(3t)=-liin^(C;');    J'(9t)  =  IimT{SX:'). 
Wir  setzen: 

0      =  £f    .  Q"  .  r/"  ; 

dann  iat: 

D„  -<  D;  ;     D„  <  C; ;     0„  -<  D^;'. 

Da  ff,  7z,  V  Maßfunktionen  (Kap.  VI,  §  5,  S.  424),  ist  also  auch: 

(tt)  «(D,)2.{d;);    ^{B,)i,{0i)-;    »(O.)Sr(o:'). 

Und  da  a(9I),  Ji(3(),  i'(3l)   die   unteren   Schranken   aller   ß(ö),n(0), 

»(D)  Bind  (ä-<B<®),  so  folgt  ans  (t)  und  (tt): 

(ttt)   «(Sl)  =  liino(D.);    a(St)  =  lim^(D„);    »(SJ)  =  Iim»(ßJ. 

Wie  sclion  bewiesen,  ist  aber; 

o(D.)  =  »(D.)  +  ^(DJ, 
so  daß  aus  (ttt)  ^^^  Behauptung  (*)  folgt.     Damit  iat  Satz  III  be- 

Satz  IV.  Eine  Menge  5ß  aus  @  ieli  K-meßbar  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  sowohl  ji-meßhar  als  r-meßbar  ist. 

Seien  in  der  Tat  21  und  W  zwei  Mengen  aus  @,  und  .sei  ß(W) 
(und  somit  auch  Ji(9(}  und  v{^))  endlieh.    Nach  Satz  III  ist: 

a(8l)-»(S)  +  Ha). 
(0)  o(«-St)-.>i(9)I-a)  +  r(«.8t) 

«(»  —  !»!■«)  — ii(SI  —  «-«)  +  f(9I  — «■?!). 
Gelten  also  die  Gleichungen: 
,     ,  »(«)-=.(>«. «)  +  .-.(!«-«.«); 

^     '  ••(«)  —  >'(«•«)  +  »(«—«■«), 

so  auch  die  vermöge  (0)  daraus  durch  Addition  folgende  Gleichung: 

(000)  <i(«)— o(a)!-a)+(i(8i  — ™-st), 

d.  h.  (Kap.  VI,  §  5,  Satz  I)  ist  TO  sowohl  ji -meßbar,  als  auch  j-meß- 
bar,  so  auch  ß-meßbar. 

Nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  (Kap,  VI,  §  5,  S.  424)  ist: 

K(«-si)+pi(a  — «-«ja  11(91);   •■(«■a)  +  i'(si~a)i.»)ä >-(«). 
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Wegen  (0)  kann  also,  da  9i(%)  und  r(a)  endlich  sind,  (000)  nur 
dann  gelten,  wenn  (00)  gilt,  d.  h.  es  ist  die  Menge  W  «-meßbar  nur 
dann,  wenn  sie  sowohl  ?i-ineßbar  als  auch  ^-nießbac  ist.  Damit  ifit 
Satz  IV  bewiesen. 

Wir  nennen  die  «-meßbaren  (und  somit  auch  ri-meßbaren  und 
i'-meßbaren)  Mengen  aus  ®  auch  /'-meßbar,  Ist  9t  f-meßbar,  so 
nennen  wir  cc {%) ,  tn (n) ,  v  {'ä)  auch  Äbsolutzuwachs,  Poaitiv- 
zuwachs,  Negativzuwachs  von  f  auf  %. 

Da  nach  Satz  II  a  eine  Inhaltefunktion,  und  mithin  (Kap.  VI, 
§  7,  Satz  I)  auch  eine  reguläre  Maßfunktion  ist,  könaien  wir  den  Satz 
auesprechen  (Kap,  VI,  §  6,  Satz  II): 

Satz  V.  Ist  /■  definiert  und  endlich  in  der  offenenPunkt- 
menge  @  des  9(^,  so  bilden  die  /^-meßbaren  Mengen  einen  alle 
Boreischen  Mengen  aus  ®  enthaltenden  o-Körper,  in  dem 
Äbsolutzuwachs,  Positivzuwachs,  Negativzuwachs  von  f 
absolut-additiv  sind. 

Sei  ai  eine  beliebige  Punktmenge  aus  GS,  für  die  mindestens 
eine  der  beiden  Zahlen  jt(9t)  und  v{%)  endlich  ist^).    Wir  setzen: 

d{%)  =  n(^)  —  v{^), 
und  nennen  diese  Größe  den  äußeren  Zuwachs  von  f  auf  %  oder 
wenn   91   f-meßbar   ist,   kurz:    den   Zuwachs   von    f  auf   9[.     Wir 
können  dann  sofort  den  Satz  aussprechen: 

Satz  VI.  Ist  der  äußere  Absolutzuwachs  a{^)  von  f  auf 
£9  endlich,  so  ist  der  Zuwachs  d{^)  von  f  absolut-additiv 
im  o-Körper,  aller  /'-meßbaren  Teile  von  ffl. 

Wir  sprechen  noch  den  Satz  aus: 

Satz  VII.  Ist  9(  Ameßbar  und  a(at)  endlich,  so  gibt  es 
einen  91  enthaltenden  o-Durchschnitt  5)  und  eine  in  91  ent- 
haltene «-Vereinigung  58,  so  daß: 

^(9t)  =  ^(®)  =  ^(SS);     yit)^v{^)^v{^y. 
K(9t)^«(®)  =  ß(SS);     d{%)^d(%)  =  d(ß). 

In  der  Tat,  da  9t  f-meßbar,  d.  h.  «-meßbar  ist,  so  ist,  wenn 
a^  das  zu  k  gehörige  innere  Maß  bezeichnet,  nach  Kap.  VI,  §  6, 
Satz  IX: 

«,(91)  =  «(9I), 

und  da  nach  Satz  II  «  eine  Inhaltsfunktion  ist,  folgt  aus  Kap.  VI,  §  7 
Satz  II,  III:    Es   gibt   einen   9t   enthaltenden   o- Durchschnitt  ®  und 

')  Nach  Satz  III  ist  das  sicher  der  Fal!,  wenn  o  (*S)  endlich  ist. 
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eine  in  51  enthaltene  «-Vereinigung  SB,  so  daß; 

Daraus  folgi: 

«(®  — Sß)  =  0, 
und  somit: 

Ji(®  — SS)  =  0;     j'(2)  — Sß)=0. 
Wegen  SS^a[-<^  folgt  daraus  weiter: 

und  somit  auch: 

Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  TOI.  Sind  /;  und  /;  definiert  und  endlich  in  der 
offenen    Menge  @    des  %,    so    ist    für   jede    Punktmenge   ?i 

«(«t.  f. +  /;)^«(at. /;)  +  "(«./;); 

In  der  Tat,  es  wird  genügen,  die  Ungleichung  für  71  zu  be- 
weisen; ebenso  beweist  man  dann  die  für  v,  woraus  die  für  a  folgt. 

Kehren  wir  zurück  zur  Bezoichnungs weise  (5),  S.  467,  so  ist 
offenbar  stets : 

P(S,  f.  +  Üä-Pß.  A)  +  -P(3.Ö. 

Daher  gilt  für  jedes  Intervallsystem  S  aus  0: 

O  P(©,f,  +  ügp(©,f,)  +  p(©,f,). 

Sei  D  eine  oifene  Menge  aus  @.  Dann  gibt  eB  in  0  Folgen 
{©n}i  {©n})  {©n}  endliclier  Intervallsyateme,  so  daß 

«(D,  f,)  =  lim  P(Si,  fj;     a(0,  Ü^lim  P(s;,  Q; 

"(0.^1+ /;) — iim_p(©;",  f, + /■,) . 

Wie  beim  Beweise  von  Satz  III  leitet  man  daraus  Intervallsyateme 
©„  lier,  für  die: 

1.(0,  fj  — lim  P(S,„  /;);  >i(0,  a  =  limP(@,„  Q: 

"iO.ft+a  —Jim  P  (©,.  .t\  +  f,). 
so  daß  aus  (x)  folgt: 

(x.)  «(ci,f.+/;)ä»(o,«+'.(D,f,). 
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Sei    endlich    9£   eine    beliebige    Menge   aus   (5i.     Es    gibt   dann 
Folgen  {afn),  {C^,  {C^n}  offener,   9(  enthaltender  Mengen,  so  daß: 
^(81.  f,)  =  !ini  a(fy„  (,);     a(a,  /',)_lim;i(D;,  f.); 

;.{«,  f,  +  f.) -lim  «(Di",  f,  +  f,). 
Setzen  wir: 
HO  ist  offenbar: 

»(«,  f,)  — lim  >i(D„  fj;     .-t(81,  Ü  — lim  a(D„  f,): 

«(«,  f,  +  0  -  lim  «(O.,  ft  +  O. 
Da  für  jedes  0^  (xx)  gilt,  folgt  hieraus: 

und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IX.    Ist  (i(«,  fj  und  a{«,Q  endlich,  so  ist: 

In  der  Tat,  isb  D  eine  offene  Menge,  so  gibt  es,  wie  der  beim 
Beweise  von  Satz  III  und  Satz  VIII  angewandte  Schluß  zeigt,  in  O 
eine  Folge  {©„}  von  Intervall  Systemen,  so  daß: 

n(p,  /;)  =  lim  P(©,„  Q;     niD,  fj  =  lim  P(©„,  /;); 

^{0,  u  +  /;) = i|m^  -P(©„.  ^1  +  4); 

^(0,  /;)  =  lini  Jf(©„,  /,);     r(D,  /■J  =  lim  Ä^(©,„  fj; 

"(D'  fi + u) — lim  ^(©»=  fi + /;)■ 

Daraus  folgt  durch  Subtraktion  vermöge  (ö),  S.  467: 

5(D,  0  =  lim /!(©„, /;);     ^(ß,  fj  =-Um  ^(S„,  fj;- 

und  da  offenbar: 

^  {©„-  ^1  +  fj  —  ^  (©«>  A)  +  ^  (©„,  r.) 
ist,  ao  haben  wir  für  jede  offene  Menge  D: 
{"-?)  ^(D.  ^i  +  0  =  ^(D,  /■J  +  <i(0,  A). 

Ist  nun  a  eine  beliebige  Menge,  so  gibt  es  eine  Folge  {£>„} 
offener  9[  enthaltender  Mengen,  so  daß: 
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7r(af ,  f,)  =  liDi  jj{D„,  Q;     7t(2t,  f,)-=lim  ;^(€„,  Q; 

M%  fi  +  Ü  =  lim  ^(0„,  /,+/;}; 
r(ia,  fj  =  limr(0,„fj;     ^{ät,  4)  =  lim  ^(O«,  4);       . 

und  da  für  jedes  D„  (^^*')  gilt,  folgt  hieraus  durch  Subtraktion  die 
behauptete  Geichung  (>"<>'),  womit  Satz  IX  bewiesen  ist. 

Ee  sei  noch  eigens  erwähnt,  daß  keineswegs  stets  für  ein  ab- 
geschlossenes Intervall  ^: 

ä(3,/-)  =  ^(S,f) 
ist^);   femer  daß   nicht  notwendig  o:(?(),  ji(W),  v(9f)  Äbsoiutfunktion, 
Poeitivfunktioii,  Negativfunktion  (Kap.  VI,  §  2,  S.  404)  von  d{^)  sind^). 

§  2.    Funktionen  totalstetigen  Äbsolutzuwaehses. 

Wie  in  §  1  sei  f  eine  in  der  offenen  Menge  @  des  3J^  definierte 
und  endliche  Punktion,  «(91)  ihr  äußerer  Äbsoiutzawachs  auf  der 
Menge  St  aus  @. 

Mit  d^  bezeichnen  wir  die  nur  aus  dem  Punkte  a  bestehende 
Menge.     Dann  gilt: 

Satz    I.     Ist    9t    eine    beschränkte     und    abgeschlossene 
Menge  aus  ©,  für  die; 
(0)  «(«=  +  « 

ist,  dann  gibt  es  in  'ii  auch  einen  Punkt  a,  so  daß: 
«((5.)-  +  ». 

In  der  Tat,  auf  Grund  des  Boreischen  Theorems  (Kap,  I,  §  6, 
Satz  I)  gibt  es  endlich  viele  abgeschlossene  fc-dimensionale  Kugeln*) 


1)  Beispiel  im  Sfi:  Sei  3=  [0,1]  und  f(x)=--0  fwx^l,f(x)=l  für  iO  1. 

"""'^  '  ä(^,f)  =  l;     A{^,f)^Q. 

Vgl.  hierzu  g  2,  Satz  VII. 

=)  Beispiel  im  Jfi,:  Sei  A*)  =  <*  für  k  +  0  /lO)  =  l  Dann  i«t  «(m)  =  2 
oder  0,  ?i(9l)^»'(3t)^  1  oder  0  ]e  naohdem  St  den  Pnnkt  0  enthalt  oder 
nioht,  und  es  ist  stets  S{%) — ^0  Nähere''  hierüber  m  einei  demnächst  er- 
scheinenden Arbeit  von  E.  Trillmg 

*)  Unter  der  fc-dimensionalen  abgesehloaseneii  Kugel  \om  Mittelpunkt 
(«t,  da,  . . .,  flfc)  und  vom  Radius  »  mird  verstanden  die  Menge  aller  Punkte 
{Xi,  x^,  .  .  .,  Xkj  des  93^,  für  die 

{X,  —  a,f  +  {Tj  -  a  t"  +        +  (ri  -  a^f  ^  r' 
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Äij  Yom  Radius  |,  in  deren  Vereinigung  'ä  enthalten  ist.  Setzen  wir: 

so  gibt  es  wegen  (0)  mindestena  einen  Index  i^^,  etwa  i^,  so  daß: 
(00)  «(aEi;)==  +  co. 

Da  auch  9((j  beschränkt  und  abgesohloeaen,  gibt  es  endlich  viele 
abgeschlossene  A-dimensionale  Kugeln  ^jj,,,,  vom  Radius^,  in,  deren 
Vereinigung  SXjJ  enthalten  ist.     Setzen  wir: 

so  gibt  es  wegen  (00)  mindestens  einen  Index  i^,  etwa  i^,    so  daß: 
a{%l^)  =  -\-co. 
So   weiter   schließend,    erhalten  wir  eine  monoton  abnehmende 
Folge  beschränkter  abgeschlossener  Mengen  {?!»;,»§,  ...,t^},  deren  n-te 
enthalten  ist  in  einer  Kugei  vom  Radius  — ,  und  für  die: 

«(»<!,.! <:)-+■»■ 

Der  Durchschnitt  aller  dieser  Mengen  besteht  aus  einem  Punkte 
a  (Kap.  I,  §  2,  Satz  VIII),  und  aus  der  Definition  von  a  folgt 
sofort,  daß: 

"(«.)-+■» 

ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Aus  Satz  I  folgt  ohne  weiteres: 

Satz  II.  Ist  der  Absolutzuwachs  a  von  f  stetig  im  o- 
Körper  der  f-meßbaren  Mengen,  so  ist  fi(?l)  endlich  für 
jeden  beschränkten  und  abgeschlossenen  Teil  von  @. 

Ist  der  Absolutzuwache  «  von  f  totalatetig  nach  dem  Ä-dimen- 
sionalen  Inhalt  /*^  (Kap.  VI,  §  4,  S.  416)  im  fj-Körper  der  Borelschen 
Mengen*)  aus  @,  so  heißt  die  Funktion  f  von  totalstetigem  Ab- 
solutzuwachs in  @,  Dann  sind  auch  Positivzuwaehs  jt  und  Negativ- 
zuwache  V  von  f  totalstetig  nach  /i^  im  o-Körper  der  Borelschen 
Mengen. 

Satz  III.  Ist  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachs  in  ®, 
und  ist  für  die  Menge  9(  aus  ®: 

/.,(af)  =  o, 


')   Wie  Satz  III  und  IV  lehren,    ist   dann   a   totalstetig  nach  <'k  auch  i 
<r-Körper  aller  Ä-dimenaiona!-meßbareii  Mengen  aus  6S. 
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In  der  Tat,  nach  Kap.  VI,  §  8,  Satz  IV  gibt  es  einen  o-Durch- 
echnitt  ®>- 91,  so  daß: 
(000)  ^^(3))^/i^{at)  =  0. 

Da  ®  eine  Boreische  Menge,  und  da  «  totaistetig  nach  fi^.  im  o-KÖrper 
der  Eorelschen  Mengen  aus  ®,  folgt  aus  (000); 

«{5))  =  0, 
und  mithin,  wegen  St-<®  auch: 

«ea)  =  o. 

Also  ist  a  o-meßbar  {Kap.  VI,  §  5.  Satz  XVI),  d.  h.  /"-meßbar,  und 
Satz  III  ist  bewiesen. 

Nun  folgt  leicht: 

Satz  IV.  Ist  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachs  in  ®, 
so  ist  jede  ifc-dimenslonal-meßbare  Menge  au»  &  auch 
/■-meßbar. 

In  der  Tat,  zu  jeder  A-dimensional-meß baren  Menge  'ü  gibt  es 
einen  maßgleichen  Kern  33,  der  a-Vereinigung  ist  (Kap.  VI,  §  8, 
Satz  IV).    Dann  ist: 

also  ist  nach  Satz  III  §t  — SB  f- meßbar,  und  da  SS  als  Boreische 
Menge  f-meßbar,  so  ist  auch  91  als  Vereinigung  der  beiden  /'-meß- 
baren Mengen  iß  und  ifl  —  S  /'-meßbar,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Sei  ©  ein  Intervallsystem,  bestehend  aus  den  Intervallen  ^^, 
;3a,  .. ,,  3i'i  ■-■■    Wir  schreiben  dann: 

/*.(©)  = /**Öi  4- 3s +  ■■■  + S. +  ■■  ■); 

Unter  J(©),  ^(©)  verstehen  wir  wieder  die  in  §  1,  Gleichung  (7) 
8,  467,  eingeführten  Ausdrücke. 

Satz  V.  Damit  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachee  sei 
in  der  offenen  Menge  ®  des  3!^,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  für  jede  Folge  {©„}  von  endlichen^)  Intervall, 
Systemen  aus  ®,  die  sämtlich  einem  beschränkten  und  ab- 
geschlossenen Teile  58  von  @  angehören,  und  für  die 
hjn^JSj^O 

ist,  auch  die  Beziehung  gelte: 

(*)  limJl(©J^O. 

')  Dieser  Zusatz  kann  auoii  ohne  weiteres  wegbleiben. 
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Die  Bedingung  iet  notwendig.     Angenommen  in  der  Tat,   sie 
sei  nicht  erfüllt.     Dann  gibt  es  wegen: 

eine  Folge  {©„}  von  Intervall  Systemen,  die  sämtlich  einem  be- 
echränliteji,  ab  geschlossenen  Teile  IQ  von  9t  angehören,  und  für  die: 

lim  /i^{©„)  =  0;     lim  n  (Sj  +  0. 
Ist  nun 

80  lehrt  Satz  II,  daß  a  nicht  stetig,  und  somit  auch  nicht  total- 
stetig  nach  /t^,  ist.  Ist  hingegen  «{58}  endlich,  so  folgt  aus  Kap.  VI, 
f  4,  Satz  IV,  daß  a  nicht  totalstetig  nach  /^^  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;   denn  ist  «   nicht   totalstetig 
uach  /*^,  so  gibt  es  in  IS  ein©  Menge  91,  so  daß: 
(••)  ä(9I)  =  0;    «(«)  +  0. 

Zufolge   der   Definition   von   a{9l)   gibt    es   also    in   @    eine   Folge 
{0„y  offener,  91  enthaltender  Mengen,  so  dal3; 
(V)  to«(DJ  =  a(«)  +  0, 

und  dabei  kann  wegen  der  ersten  Gleichung  (**)  offenbar  angenommen 
werden^): 

Zufolge  der  Definition  von  ö(D„}  folgt  aus  (*»*):  Es  gibt  in  0^ 
ein  Intervallsystem  ©„,  so  daß: 

lim  A(©„)  +  0. 

Wegen  (^*»}  ist: 

lim  ^^{(5j==0. 

Also  ist  die  Bedingung  von  Satz  V  nicht  erfüllt.     Damit  ist  Satz  V 


Satz  VI.    In- Satz  V  kann  (*)  ersetzt  werden  durch: 

(t)  limzl(6„)  =  0. 


')  Diese  Ungleichnng  begründet  maji  in  folgender  Weise:  Ist  0  eine  oäene 
Menge,  die  alle  Intervalle  von  S  enthält,  so  ist  (nach  Definition  von  «) : 

Und  da  (wieder  nach  Definition)  a  (S)  die  untere  Schranke  von  a  (D)  für  alle 
S  enthaltenden  offenen  Mengen  D  ist,  folgt    die  behauptete  Ungleichung, 

'')  Denn  ersetzt  man  D„  durch  einen  offenen,  31  enthaltenden  Teil  DJ^,  so  ist 
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Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist  (f)  nicht  erfüllt,  so 
ist  (*)  erst  recht  nicht  erfüllt 

Die  Bedingimg  ist  hinreichend;  denn  ist  a  nicht  totalstetig 
nach  //j.,  eo  gibt  es  nach  Satz  V  eine  Folge  {S„}  von  Intervall- 
Systemen,   so   daß : 

(tt)  UmJ((3„)  +  0;     limfi^(iBj^O. 

Wegen: 

A(©,)-P(@J+K(S.) 
können  dann  nicht  die  beiden  Gleichungen  bestehen; 
limP((5j^0;     limN(@„)=-0. 

Nun  gibt  es  aber  in  Q^^  je  ein  Teilsystem  ©'„  und  ©^,  so  daß: 

p((S„)  =  A  (©;);     tf  (@„)  =  —  zl  (©';). 
Es  können  also  auch  nicht  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 
]imA{'S'„)  =  0;     lim  J (©;')  =  0, 

und  da  aus  der  zweiten  Gleichung  (ff)  folgt: 

lim  /*,(©;)  =  0;     lim  //^(©^J)  =  0, 

ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  haben  am  Ende  von  §  1  darauf  hingewiesen,  daß  nicht 
allgemein  die  Differenz  A  (^)  von  f  im  abgesohlossenen  Int-ervalle  3 
mit  dem  Zuwachse  d{^)  von  f  in  diesem  Intervalle  übereinstimmt. 
Wohl  aber  trifft  dies  für  Funktionen  von  totalstetigem  Absolutzu- 
wachse zu.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  \n.  Ist  f  von  totalstetigom  Äbsolutzuwachse  in 
der  offenen  Menge®  des  SR^,  und  ist  ^  ein  abgeschlossenes 
Intervall  von  &  und  g*  das  aus  den  inneren  Punkten  von 
5f  bestehende  offene  Intervall,  so  ist: 

In  der  Tat,  da  der  Ab solutzu wachs  «  von  f  totalstetig  nach  fi^ 
ist,  so  auch  ji  und  v.     Wegen: 

ft(3-3*)-0 
ist  also: 

(.X)  „(3)_„(5.).    ,(3)_,e.). 

Nach  Satz  II    ist  ß(3),    mithin    auch   ji(3)    und   »■(3)    endlich;    aus 
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rf  =  jE  — c   folgt   also; 

womit  die  erste  Hälfte  von  (k)  bewiesen  ist. 

Da  3i*  offen  ist,  gibt  es  nach  (**)  von  §  1,  8.  468  zu  jedem 
s^O  ein  endliches  Intervalisystem  S'  aus  ^*,  so  daßr 

Durch  Hinzufügung-  eines  endlichen  Intervallsystems  S"  kann  ©' 
ergänzt  werden  zu  einem  Zerlegungssysteme  ©  =  (g'-|-(g"  von 
3.    Nach  (4)  und  (6)  von  §  l  (S.  466,  467)  ist  dann: 

Aus  (!<x}  und  (xxy)  folgt: 

(0)  P(S)>^(3)-^;     N(B)>y{^)-e. 

Für  jede  offene  Menge  D>-3  ist: 

P{S)£j({D);     ff(@)<j'(D), 
und  da  n{!^),  »■(^)   die  unteren  Sehranken   von  7i(£)),  v{€l'j   für   aSIe 
offenen  Mengen  D>-^  sind,  ist  auch: 

(00)  P(®)ä^(3).    WC©)^"©)- 

Aus  (0)  und  (00)  folgt: 

und  da  hierin  e^O  beÜebig  war,  so  ist  dies  wegen  (">?)  und  wegen 
i5  =  jr  — )-  gleichbedeutend  mit: 

'!&)-'>&)■ 
Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  können  nun  den  Zuwachs  (i(8t)  von  /'  auf  einer  fc-dimensional- 
meßbaren  Menge  ^  leicht  als  Grenzwert  von  Ausdrücken  A(ß)  dar- 
steUen,  wo  ©  eine  Folge  von  geeigneten,  die  Menge  ?t  approximie- 
renden Intervalisystemen  durchläuft.  Dabei  bezeichnen  wir  kurz 
mit  ©  auch  die  Vereinigung  der  das  Intervallsystem  ©  bildenden 
Intervalle.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  VIII.  Sei  f  von  totalstetigem  Abaolufczuwachse  in 
&,  und  sei  9t  eine  i-dimensional-meßbare  Punktmenge, 
die  ganz  in  einem  beschränkten  abgesehlosaenen  Teile  ^ 
von  @  enthalten  ist.  Ist  dann  {©»}  eine  Folge  von  Inter- 
valisystemen aus  ^,  so  daß^): 

')  Wir  sobreiben  hier  und  im  Folgenden  der  Einfachheit  halber 
9Ji  +  9J  — ?     für    (SH  +  W)  — $. 
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so  ist; 

<5(ia)  =  limzl(©.}. 

In  der  Tat,  für  das  aus  den  Intervallen  3i,Sa''--'Sn  be- 
stehende Intervaüsystem  <S  gilt,  da  der  Äbsolutzuwaclis  «,  und 
somit  auch  der  Zuwachs  d  von  f  totalstetig  nach  /i^  ist,  und  je 
zwei  %.  nur  ©ine  Menge  vom  Inhalte  0  gemeinsam  haben: 

'm)=s(s^+s&.)+ ■■■+»&.)■ 

Wegen  Satz  VII  ist  also: 

(••)  <!(©„)-^(S.). 

Nun  ist: 

(***)  9{==ai:©.  +  (3(  — W©v),  ©,=-«©.  +  (©,  — St ©v)- 

Hierin  ist: 

St  — ste„-or-i-s..  — 9i@^;    ©,.  — a(S„-<9i  +  s»  — atSv 

Also  folgt  aus  (*): 

(V)  lim  fi-J!^  —  5(©0  =  0;     !im  /t^(&,.  —  St®,)  -=  0. 

Da   31    und   alle  ©„  in    S    liegen   und   nach   Satz  II  a(S9)   endlich 
ist,  kann  Satz  IV  von  Kap.  VI,  §  4  angewendet  werden,  so  daß  aus 
(%*)  folgt: 
(/s.)  limö(?l  — aiS„)  =  0;     lim  ^(©^ —  91  ©.,)=- 0. 

Wegen  (***)  ist  nun  aber: 

d{%)  =  ÖCil^y)  +  äCä  —  M©.);     ^(S„)  =^  ^{9£©,.)  +  (5(©,  — 2t©„), 
und  somit  wegen  (^%): 

^(g[)  =  Jiin5(9t©^);     lim  (ö (©„)  —  <5 {*?[ S,,})  =  0 , 

und  hieraus  durch  Addition; 

^(f()  =  lim^(©.). 

Wogen  {**)  aber  ist  dies  die  Behauptung,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

§  3.    Ausgezeichnete  Folgen  von  Intervallsystemen. 

Wir  wollen  nun  zwei  Sätze  beweisen,  die  für  Absoiutzuwaohs, 
Positivzuwachs  und  Segativzuwachs  einer  Funktion  f  Analoges  leisten, 
wie  die  Sätze  VII  und  VIII  von  §  2  für  den  Zuwachs  d  von  f. 

Unter  dem  Durchmesser  des  Intetvalles  [«j ,  a^ , .  - . ,  ö^;  &j ,  fij , . . . ,  ?i^] , 
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oder  des  Intetvalles  (a^,  «g, ...,  a^;  ii^,  i>3, ...,  6^)  verstehen  wir  den 
Abstand  der  beiden  Punkte  (a^,  a^, . . .,  %)  und  (b^,  b^, . . .,  öj.  Haben 
sämtliolie  Intervalle  des  Intervallsystems  ©  einen  Durchnieseer 
<d,  so  nennen  wir')  d  eine  Norm  des  Intervallsyst^jns  S. 

Sei  {©>}  eine  Folge  von  Intervallsystemen  aus  dem  abgeschlos- 
senen Intervalle  g,  derart  daß: 

(0)  Jimft(©.)  =  ft.(3). 
Gibt  es  dann  zu  ©„  eine  Norm  d,,  so  daß; 

linid,==0, 

so  heißt  {@r}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Intervallsystemen 
aus  3i. 

Das  endliche  IntervaUsystem  ©'  heißt  ein  Untersystem  von  ©, 
wenn  jedes  Intervall  von  S'  Teil  eines  Intervalles  von  @,  und  wenn 
die  Vereinigung  aller  Intervalle  von  ©'  übereinstimmt  mit  der  Ver- 
einigung alter  Intervalle  von  @,  Aus  §  1,  Satz  I  folgt  dann  sofort: 
Ist  ©'  üntersysten;  von  ©,  so  ist; 

(1)  Ä{&)^Ä(&);    P(S')^P{S);     l^(<ö')^N{<S). 

An  Stelle  von  Satz  VII,  §  2  tritt  nun  der  Satz: 

Satz  I.  Ist  f  von  totalstetigem  Absolutzuwaehse  in  der 
offenen  Menge  ®  des  .9)^,  und  ist  S  ein  abgeschlossenes 
Intervall  aus  ©  und  3*  das  aus  den  inneren  Punkten  von 
3  bestehende  offene  Intervall,  so  ist  für  jede  ausgezeich- 
nete Folge  {©,}  von  Intervallsystemen  aus  Jj: 

^(S)  =  ™(S*)  -l^m  P(©„);     v{^)  =  K3*)  =  lim  ff (©.); 

«(S)==«{S*)  =  lmiJ(©,). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  Gleichungen  nachzuweisen; 
denn  ebenso  beweist  man  die  zweite,  woraus  die  dritte  dann  von 
selbst  folgt. 

Da  a  totalstetig  nach  //j^,  so  auch  ji.  Aus  /<^(g  —  3*)  =  0 
folgt  also: 

»(3)-"(3'), 
d.  h.  die  erste  Hälfte  der  zu  beweisenden  Gleichung. 

Nach  §  2,  Satz  II  ist  Tifö),  und  somit  auch  ji(3*)  endlich.    Da 


'■)    Nach    J.   Pierpont,   The   tkeüry  of   funotioiis   of   real   variables, 
(1905),  157, 
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3*  eine  offene  Menge  ist,  gibt  es  zufolge  der  Definition  von  n  zu 
jedem  e^O  ein  endüchea  Intervallsystem  S  aus  3*,  so  daß: 

(2)  P{S)>»(3«)-.. 

Sei  nun  {©>}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Intervailsystemen 
aus  ^.  Wir  zerlegen  ©„  in  zwei  Teilsysteme  ©t  und  ©",  wo  ©J.  die- 
jenigen Intervalle  von  ©„  enthält,  die  ganz  in  einem  Intervalle  von 
©  liegen,  ©"  die  übrigen.  Weil  {©»}  eine  ausgezeichnete  Folge  von 
Intervallaystenien  aus  ^  ist,  und  mithin  (0)  gut,  iat  oSenbar: 
lira/*^(©;)  =  /i^(©). 

In  ©V  gibt  es  nun  ein  endliches  Teilsystem  ©^,  ao  daß  auch: 

(3)  Jim;,.(S;)_^.(©). 

Wir  können  ©*  durch  Hinzufügung  eines  endlichen  Iiitervallsystenia 
<Bt*  zu  einem  Unter  System  ©^  von  ©  ergänzen.  Aus  (3)  folgt 
dabei : 

(4)  lim^(,(©r)-0. 

Nun  setzt  sich  P(©>,)  folgendermaßen  zusammen: 

(5)  ^  p(©,)_p(g„)-p(er)+.p(©;)-p(e)+p(s;). 

Da  ©,  ünteraystem  von  ©,  ist  nach  (1): 

(6)  P(®.)S=P{®). 

Weil  71  von  totalstetigem  Abeolutzu wachse,  folgt  nach  §  2,  Satz  V 
aua  (4): 

(7)  lim,i(SD  =  0     und  somit:     hmP(©**)==0. 

Ferner  ist  offenbar: 

(8)  P{©;,)^P(©*);     P{©;')^0. 
Wegen  (6),  (7)  und  (8)  folgt  aus  (5): 

P(©r)>P(©)  — «     für  fast  alle  v, 

und  aomit  weiter  wegen  (2): 

P(©»)>3i(3*)  — 2e     für  fast  alle  v. 

Da  hierin  e>0  beliebig  war,  und  da  andererseits  (vgl.  S.  476,  Fußn.  ^): 

7i(3')^P(©v)     für  alle  v, 
80  folgt  daraus: 

hmP{©.)^7f(3*), 

Hahn,  Thuorie  der  teeüaii  Funktionen.    I.  Sl 
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d.  h.  die  zweite  Hälfte  der  zu  beweisenden  Gleichung.  Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Sei  nun  üt  eine  beliebige,  i-dimenaional- meßbare  Punktmenge.  Sei 
{(3„)  eine  Folge  von  Intervallsystemen,  derart  daß: 
lim^JSt  +  e.  — 9i'©>)  =  0. 

Gibt  es  dann  zu  ©v  eine  Norm  d,.,  so  daß: 
limd„=0> 

eo  heiße  {©,}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Näheruugs- 
systemen  für  die  Menge  9(.  An  Stelle  von  Satz  VIII,  §  2  tritt 
nun  der  Satz: 

Satz  II.  Sei  /'von  totalstetigem  Absolutzuwaohse  in  ®, 
und  sei  %  eine  ft-dimensional-meßbaie  Punktmenge,  die 
ganz  in  einem  beschränkten,  abgesehloBsenen  Teile  SB  von 
@  enthalten  ist.  Ist  nun  {©„}  eine  in  59  enthaltene,  aus- 
gezeichnete Folge  von  Näherungssystemen  für  die  Menge 
%U  so  ist: 

51  {%)  =  lim  F  (©,};     V  (%)  =-  hm  N (©,) ;     « (3t)  —  Ihn  A  (S,,) . 

Wieder  genügt  es,  die  erste  dieser  Gleichungen  zu  beweisen. 
Aus  dem  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  I)  folgern  wir:  Es 
gibt  ein  endliches  Intervall  System  ©  aus  0  derart,  daß  in  der  Ver- 
einigung seiner  Intervalle  die  Menge  5B,  und  somit  auch'  f[  und 
alle  Intervallsysteme  ©^  enthalten  sind. 

In  ©„  gibt  es  ein  endliches  Teilsystem  ©,',,  so  daß: 
hm  fi^.  (©„  —  @i)  =  0 . 

Weil  /'  von  totalstetigem  Abaolutzuwachse,   ist  dann  aueh   (Kap.  VI, 

§4,  Satz  IV): 

(0)  '  lim  (7i(S„)  —  n (©;.))  =  0, 

und  somit  erst  recht^): 

(00)  lim  (P(©„)  ~  P(©;,))  =  0. 

Da  {©j.}  eine   ausgezeichnete  Folge  von  Näherungssystemen 
von  *Jt  war,  gibt  es  zu  ©„  eine  Norm  dy,  so  daß 
hm  d^^O. 

Wir  ergänzen  ©^  durch  Hinzufügung  eines  endlichen  Intervallsyetems 


')  Vgl,  S.  476,  Fußn.  i). 
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©t' von  der  Norm  iZ;,  zu  einem  Untersysteme  ©„  von  S.    Indem  wir 
auf  jedes  Intervall  von  ©  Satz  I  anwenden,  erhalten  wir: 
„(S)=limP(S,). 
Da  hierin:  '- *" 

» (s)  -  ^  (sa + » (S');   p  (s.)  -  F  (St) + p  (©;-), 

kann  dies  auch  so  geschrieben  werden: 

lim  {{ji  {SD  -  p  (©:)) + (71  (©;')  -  P(©;'))}  ^  0 , 

und  da  keiner  dieser  beiden  Summenden  negativ  ist,    folgt  hieraus: 
Um(^{©'.)  — P(©;))  =  0, 

und  somit  wegen  (0)  und  (00): 

(000)  Hm  {n  (S„)  —  P  (©,.))  =  0 . 

Wie  beim  Beweise  von  §  2  Satz  VIII  setzen  wir: 
(f,Ou)  St  =91©.+ (9£  — 91©»).  ©*  =  9[©v  +  (©.  — 91©.). 

und  folgern  wie  dort  (***): 

(OqO)  lim  ;j  (a  ~-  9t  ©.)  =  Ü;     lim  n  (©.  —  9t  ©.}  =  0. 

Auch  hier  ist  wegen  (gOfi) 

^(9[)  =  :Tf(ilt©.)  +  7((9l~9r©v),  Ji(©v)-=^(9I©.}  +  ^(©.  — 91©.), 
woraus  wegen  (OqO)  weiter  folgt: 

j((9l)=limjT(©.}. 

Wegen  (000)  folgt  daraus  weiter: 

^(9t)=]im^P(©.), 
und  Satz  II  ist  bewiesen, 

§  4.    Vaiiation,  positive  und  negative  Variatioii  einer 

Funktion  f{^). 
Bei  Funktionen  f(x)  einer  reellen  Veränderlichen  stehen  die  Be- 
griffe des  Absolutzuwachses,  des  Positivzuwachses  und  des  Negativ- 
Züwachses  in  engster  Beziehung  zu  den  bekannten  Begriffen  der 
Variation,  der  positiven  und  negativen  Variation,  die  wir 
nun  entwickeln  wollen'). 

1)  Diese  Begriffe  wurden  eingeführt  von  0.  Jordan,  C.  R.  92  (1881),  238; 
Cours  d'analyse  2.  ^d.,  1  (1893),  54,  und   ünden  sich  seither  in  den   meisten 
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les  9tj.    Durch  Emsclialten  endlich  vieler 
riegung   Z  des  Intervalles  [o,  ö],  _  Die 


Sei  [«,  &]  ein  InteuvaU 
Punkte; 

(0)  «  =  a^o<^ 

entsteht    eine   endliche  Z 
Punkte  ü;;,- (i  =  0, 1,  ...,m)   heißen   die  Zerlegungepunkte  von  Z. 

Kommen  Bämtliche  Zerlegungspunkte  von  Z  unter  den  Zer- 
Jegungspunkten  der  Zerlegung  Z'  vor,  eo  heißt  Z'  eine  Unter; 
legung  von  Z.  Sind  endlich  viele  Zerlegungen  Z^,  Z^,  ...,  Z,^ 
geben,  so  heißt  die  Zerlegung  /?,  deren  Zerlegungspunkte  die  sämt- 
lichen Zerlegungapunkte  von  Z^,  Z^,  .. .,  Z,.  siad,  die  ProduktKcr- 
legung: 

Z^Z^-Z.,-...-Z^; 

sie  ist  Unterzerlegung  jeder  der  Zerlegungen  Z^,  Z^,  ...,  Z^. 

Wir    führen    folgende  Bezeichnungs weise  ein,    die  wir  weiterhin 
festhalten  wollen:    Ist  j  irgendeine  Zahl,  so  setzen  wir: 

(z         wenn     2^0 
+         \o        wenn     2<0, 

1    '       ||2|     wenn     z<0. 

Sei  f(3;)  eine   in  [a,  h]    definierte   und    endliche  Funktion,    und 
sei  Z  die  durch  (0)  gegebene  Zerlegung.    Wir  bilden  die  Summen'-): 


^(z)-2l/(i,)-f(», 


Dann  ist: 

(00)        ^(Z)  =  P(Z)  +  »(Ü);     f(b)- 

und  man  erkennt  unmittelbar: 

SatB  I.     Ist  Z'  eine  Unterzerlegung  von  Z,  so  ist: 
M^')>^iZ);     P(Z')>F(Z);     N{Z')>ls^(Z). 

Wir    definieren    nun:    Die    obere  Sehranke  aller  A(Z)  (für   alle 


»(z)--2  1f(»,)-fK-,)|. 


.  von  [a,  6])    heißt    die    Variation    von  f  i 
[a,  &],  in  Zeichen  Ao(f).     Die    obere  Schranke    aller  P{Z)  heißt  die 


Lehrbüchern  der  Analysis.    Vgl.  auch  die  DaTOtellu 
Joura.  43  (1911),  54, 

^)  Ist  M   nötig,    die  Punktion  f  in.  Evidenz    i 
statt  dessen  .4(2,  /'j,  P(Z,  /•),  if  (Z,  ^). 
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positive,  die  obere  Sehranke  aller  A''(Z)  lieißt  die  negative  Vari- 
ation von  f  in  [a>b],  in  Zeichen  TT*(/}  bzw.  Hl{f}.  Wir  dehnen 
diese  Definition  auch  auf  den  Fall  a  =  &  aue  durch  die  Festsetzung: 

(000)  A:(f}  =  0;     \M{f)  =  0;     Kif)  =  0. 

Satz   II.     Zwischen  Variation,   positiver   und   negativer 
Variation  einer  Funktion  f  besteht  die  Beziehung: 

*)  Ai(f)=K{f)^Kin- 

In  der  Tat,  aus  (00)  folgt: 
I'(Z)^l(Ä{Z}^f{b}-f{a));     N(Z)^i^(A(Z)-f{h)-\~f{a)). 
Daraus  folgt  für  die  oberen  Schranken: 

n:(f)=j(A'.(f)  +  n»)-fw); 

und  daraus  durch  Addition  die  Behauptung  (*). 
Satz  IIL     Für  jedes  c  aus  [a,  b]  ist: 

(t)  a;ot=a:(o+a;(0; 

Es  wird  genügen,  die  Formel  für  Via  nachzuweisen;  ebenso  be- 
weist ma,n  die  für  Ha,  woraus  nach  Satz  II  die  für  Ao  folgt. 

Zufolge    der   Formein   (000)  sind   die   Formeln   (f)   trivial   für 


C ( 

%  und  c^=b; 

wir  nehmen  aifio  an: 
«<c<i. 

Sei  {Z,}  eir 

Le  ZerlegungsfoJge  des  Intervailes 

[«: 

.6]. 

SO  daß 

(tt) 

n:  (f)_  lim  P(Z,), 

und 

seien  {Z',) 

uud  {Z"}  Zerlegungafolgen 

«n 

[': 

«] 

bzw.  [c. 

S], 

(ttt)  n;(rt  =  liraP(z;);     Tt^\imP(Z','). 

Sei  Z^  die  Zerlegung  von  [a,  b],  die  alle  Zerlegungspunkte  von 
Z^,  Z'r  und  Z"  enthält;  ebenso  sei  Z'^  die  Zerlegung  von  [a,  c],  die 
alle  (nach  [a,  c]  fallenden)  Zerlegungspunkte  von  Z^  und  Z',  enthält, 
und  es  sei  Zt'  die  Zerlegung  von  [e,  h],  die  alle  (nach  [c,  b]  fallenden) 
Zerlogungspunkte  von  Z^  und  Z"  enthält.     Dann  ist  offenbar: 

(t-ft)  Piz,)-p{K)+F(z;y. 
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und  da.  Zr,  ZI,  Z"  Unterzerlegungen  von  Z^,  bzw.  Zt,  bzw.  Z"  sind, 
folgt  aue  (tt)  und  (fff)  vermöge  Satz  I: 

n' (f)  =  lim  F{Z,);     TTl (f)=  lim  F{Ky,     H*  (f )  =  lim  P(^;'). 

Aue  (tft)  folgt  also  unmittelbar  die  Behauptung  (f). 
Aus  Satz  III  entnimmt  man  sofort: 
Satz  IV.     Für  jedes  Teilintervail  [a',b']  von  [a.b]  ist: 

a::(/^)^aS(0;   TTS:(/-}<n;(f.);   n^;[o<nS(/-). 

Wir  bezeichnen  nun  wieder  als  ein  Intervallaystem  aus  [a,  Ö] 
jede  Menge  abzählbar  vieler  Teilintervalle  [a;;,  icj']  (*  =  1,2,...)  von 
[a,  i],  die  zu  je  zweien  keinen  inneren  Punkt  gemein  haben.  Be- 
steht ein  Intervallsystem  nur  aus  endlich  vielen  Intervallen,  so  nennen 
wir  es  ein  endliches  Intervallsystem. 

Ist  S  ein  Intervallaystem  aus  [a,  b],  bestehend  aus  den  Intervallen 
[a^i,  a4']  (j=l,2,.,.),  so  bilden  wir: 

-i(«)-2lf(rf)-««i)l; 
p(s)_2|rt»?)-fMI;     ffp)-2|fK)-fM|. 

Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  V.  Es  isf  Ao{f)  die  obere  Schranke  von  Ä{S),Vtlif) 
die  obere  Schranke  von  P{S),  t<tl(f)  die  obere  Schranke  von 
2f{S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme  S  aus  [a,  t]. 

Ee  wird  genügen,  die  Behauptung  für  Aa{f)  nachzuweisen.  Sei 
A'  die  obere  Schranke  von  A  (S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme 
aus  [a,  &].  Da  jede  endliche  Zerlegung  Z  zugleich  ein  endliches 
IntervaMsystem  S  liefert,  und  Aa (f)  die  obere  Schranke  aller  Ä(Z) 
war,  ist: 

Andrerseits  kann  jedes  endliche  Intervailsystora  S  aus  [a,  b]  durch 
Hinzufügung  endlich  vieler  Intervalle  zu  einer  Zerlegung  Z  von 
[a,  b]  ergänzt  werden,  für  die  dann  offenbar: 

ÄiZ)^Ä(S) 

ist.  Also  besteht  zwischen  den  oberen  Sehranken  der  A{Z)  und  der 
ä(S)  die  Ungleichung: 

D  A;(f)gA'. 

Die  beiden  Ungleichungen  (^)  und  C'")  ergeben  die  Behauptung. 
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SatzVr.  In  SatzV  kann  die  Beschränkung  auf  endliche 
Iiitervallaysteme  wegbleiben. 

Sei  in  der  Tat  wieder  A'  die  obere  Schranke  von  A  (S)  für  alic 
endlichen,    A"  die    obere    Schranke    von    Ä(S)   für    alie    Intervall- 
systeme aus  [a,  b].     Dann  ist: 
(%«)  A"^A'. 

lat^  irgendeine  Zahl  <^A",  so  gibt  es  ein  Intervallayetem  5,  so  daß 

In  S  gibt  es  dann  ein  endliches  Teilsystem  S',  so  daß  auch 

A{S')>p. 
Also  ist  auch  N"_>p,  und  da  dies  für  jedes  j»-<A"  gilt,  ist: 
(>.%)  A'  fe  A". 

Die   Ungleichungen  {^x^)    und  (x^x)  ergeben  h'  =  f\",  und   Satz  VI 
ist  bt  wiesen^). 

Sei  wieder  S  ein  Intervall  System  aus  [a,  b],  bestehend  aus  den 
Intervallen  fa;;,  a^']  (*  ;=  1,  2,  . . .).  Wir  bezeichnen  mit  on  die 
Schwankung  von  f  in  [a^J,  a^']  (Kap.  III,  §  2.  S,  190)  und  setzen^): 

Dann  gilt  der  Satz: 

SatzTII*).  Es  ist  klif)  die  obere  Schranke  vonüiZ)  für 
alle  endlichen  Zerlegungen  Z  von  {a,  6]. 

Sei  in  der  Tat  Q  die  obere  Schranke  von  Q{Z)  für  alle  end- 
lichen Zerlegungen  Z  von  [a,  h].     Wegen: 

Q{Z)^A{Z) 
ist  dann; 

(1)  ü-i,hl{f). 

Sei  sodann  2*  irgendeine  Zahl  <^  Q.  Dann  gibt  es  eine  Zerlegung 
Z,  so  daß; 

ß{Z)>i-. 

Ist  (x>^   die    Schwankung    von  f  im  Intervalle   \x^^■^,  x^    von   Z,    so 
gibt  es  (Kap.  Iir,    §2,  Satz  II)    zu    jedem  «>0   in  [ai,-_i,a:J    zwei 

')  Daraus  folgt  sofort^  daß  A'(^)  die  obere  Schranke  von  A{Z)  nicht 
nur  für  alle  endlichen,  sondern  auch  für  alle  Zerlegungen  Z  von  [a,h]  ist. 

^)  Da  die  Zerlegungen  Z  von  [a,  b]  spezielle  Intervallsystome  sind,  ist 
hierdurch  auch  Q(Z)  für  alle  Zerlegungen  Z  von  [a,  h]  definiert. 

^)  E.  Study,  Math.  Ann.  47  (1896),  29S. 
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Punkte  x\,x",  so  daß'): 

|/'(rf)-fWi>».-|i. 

Bezeichnen  wir  mit  S  das  aus  den  Intervallen  [a^J,  a;"]  (j  =  l,ä,...) 
bestehende  Intervallsystem,  so  ist: 

^(Ä)-2|/'W-«i«;)l>2<»i-«  =  -'3{z)-.>j<-.. 

Nach  Satz  V  ist  also; 

und  da  dies  für  jedes  p<.  Q  iind  jedes  £  >■  0  gilt,  ist  auch : 

Durch  (1)  und  (2)  aber  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Ganz  ebenso,  wie  Satz  V  und  VI  beweist  man  noch; 

SatzVIII.     Es  ist  A*{f)  .die   obere  Schranke  von  Q{S)  für 
aile  (endlichen)  Intervallsysteme  S  aus  [«,  &]. 

Seien   nun   f^    und   f^    zwei    in    [«,  fc]    definierte    und    endliche 
Funktionen.     Dann  gilt: 
Satz  IX.     Es  ist: 

n:(/;  +  f,)^n^(fJ+Tf„(f,);     N*(^,+  f,)^N^(fJ  +  NS(f,). 
In  der  Tat,    es  genügt  wieder,  die  Ungleichung   für  TT,,  zu  be- 
weisen. 

Für  jedes  Teiüntervall  \x',  a/']  von  [a,  6]  ist; 

I  {k  (^")  +  U  {^"))  -  {fi  (^)  +  U  {^))  I  ^ 

lfAf)-hi<^)]  +  \U^")-f.¥)\. 

und  somit  für  jede  Zerlegung  Z: 

■P(-2.  f^ -^Q^P (^>  /.)  +  P {z,  f,) . 
Da  aber  TTa(f)  die  obere  Schranke  aller  P(Z,  f)  ist,    so   ist  die  Be- 
hauptung bewiesen, 

Satz  X.   «Sind  Cfj    und  Q^   obere    Schranke  von  j  / J    und 
|f,|  in  K6],  aoisi: 

A^(/;-/;)<G,AS(/;)  +  G,A^{fJ. 
In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung: 

'■)  Dies  gilt,  wenn  an  endlich.    Für  tDt  =  -|-00  tritt  eine  leioht  ersioht- 
liehe  Änderung  des  Beweises  ein. 
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(3)  \h{^")-U:^')~fx{^yf.{^)\ 

^\fJ/')\'\fA'^")-fA^')\+\fA^')\-ifA^')-fA^')\- 

Satz  XL  Sind  ö,  und  G^  obere  Schranke  von  \f^\  und 
\f^'l  in  [a,  6],  und  hat  I  f^  |  in  [a,b]  eine  positive  untere 
Schranke  3>0,  so  ist: 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung: 

+  !f,MI-l/'.M-f.Ml}- 

Salz  XII.     Eb  ist: 

fH\f';)^K(f)- 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung: 

(5)  \\n^')\-\f{x')\\£\fix")--fix'}\. 

Satz  Xin.  Sind  die  f^,f^,...,f^  definiert  und  endlich  in 
[o,  6],  und  ist  /'der  größte  (kleinste)  unter  den  fc  Funktions- 
werten /i, /a,  .  ■■, /j,,  so  ist: 

A;(f)<|A:(o;  n:(f)äin:(0;  K(f)^iK(fi. 

In  der  Tat,  es  genügt,  dies  für  fTg  nachzuweisen.  Da  ofien- 
bar  in  jedem  Teilintervalie  [x'jx"]  von  \a,  &]  für  mindestens  ein  i 
(i=l,  2,. ..,*): 

(6)  \m-f¥)\i\U''')-fA'')\. 

ßo  ist:  ^ 

-P(2'f)^.2P(^./i)      (i  =  l,2,...,fc), 
i  die  Behauptung  folgt. 


§  5.    Funktionen  endlicher  Yariation. 

Ist  f{x)  definiert  und  endlich  in  [«,6],  und  ietAo(f)  endlich, 
80  heißt  die  Punktion  f{x)  von  endlicher  Variation^)  in  [ra,  &]; 
sie  ist  dann  offenbar  auch  beschränkt  in  [a,  6].  Aus  §4,  Satz  II 
folgt: 

*)  Vielfach  auch:  „von  beschränkter  Schwankung".  Bei  0.  Jordan 
,ä  Variation  bomSe". 
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Satz  I.  Damit  f  von  endlicher  Variation  sei  in  [a,fi],  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  sowohl  TTs(/')  als  aiichN*(/') 
endlich  seien. 

Aus  §  4,  Satz  IV  folgt : 

Satz  II.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,  h],  eo  auch 
in  jedem  Teilinfcervalle  [a',l']  von  [«,0]. 

Aus  den  Sätzen  IX,  X,  XI  von  §  4  folgt: 

Satz  in.  Sind  j\  und  f,  von  endlicher  Variation  in  [ß,  b], 
so  auch  /i  +  ^g,  fi  —  f^>  ft-f^  und,    falls  die   untere  Schranke 

f 
von  I  fj  I  in  \a,})]  positiv  ist,   auch  -^ . 

Aue  §  4,  Satz  XII  folgt: 

Satz  IV.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so 
auch  \f\. 

Aue  §  4,  Satz  XIII  folgt: 

SatzV.  Sind  f,,  /;, ...,  /;  von  endlicher  Variation  in[a,  &], 
und  ist /'der  größte  (kleinste)  unter  den  Ä  Funktionswerten 
^^,  /■g, ...,  f^,   so  ist  auch  f  von   endlicher  Variation   in  [«,&]• 

Die  Sätze  III,  IV,  V  erinnern  an  das  Verhalten  stetiger  Funktionen. 
Es  sei  darum  eigens  festgestellt,  daß  —  entgegen  dem  Verhalten 
stetiger  Funktionen  —  die  durch  Zusammensetzung  zweier  Funktionen 
f(x),g(y)  endlicher  Variation  entstehende  Funktion  g{f{x))  nicht 
notwendig  von  endlicher  Variation  ist^). 

Satz  TL     Ist  die  Reihe 

(0)  ^fM  HfW) 

eigentlich  konvergent  im  Punkte  x^^  von  [«,  &],  und    ist    die 

'■)  Beispiel:  Sei  {Ai}  e'uö  stets  wachseude  Zahlenfolge  aus  (0,  1)  mit 
lim3;^  =  l.      Wir    setzen    nooh   x^^=Q    und    definieren    f{x)    in    [0,1]     durch 

Aa^s«)  =  0;  ^fen-i)  =  ^i;  /■(l)  =  Oi  /"(a;)  linear  in  jedem  Intervalle  [9^„_,,  a:„] 
(»=  1,2,..  .).     Dann   ist 

also  ist  f  von  endlicher  Variation  In  [0,  IJ.     Ist  g(y)^'\/y,  so  ist 

und  somit  ist  g  (fix))  nicht  von  endlicher  VariaÜon  in  [0, 1]  (vgl.  g  6,  8.498).— 
Selbstverständlich  ist  aber  g  (/(x))  von  eodMoher  Variation,;  wenn  ^  monoton 
und  g  von  endlicher  Variation. 
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Reihe  der  Variationen: 

(00)  Ja*(/^.) 

eigentlich  konvergent,  so  ist  die  ßeihe  (0)  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  in  [«,6],  ihre  Summe  f(^x)  ist  von 
endlicher  Variation  in  [a,b],  und  es  ist; 

(000)  ^l{f)^2f^l(U). 

In  der  Tat,  setzen  wir: 

so  ißt: 

I  s..  W  -  »..  W  I  g  I  s...  W  -  »..  W  ^  s.~  (o:.)  +  »..  W 

+  I  .."(«„)-%■  W  1  ä_ _|^/J  (Ö  +  I  «."  (»,)  -  W  W  I , 

womit,  wegen  der  vorausgesetzten  eigentlichen  Konvergenz  der  Keihe 
(O)  für  x^Xg  und  der  Reihe  (00),  die  eigentlich  gleichmäßige  Kon- 
vergenz von  (0)  in  [a,  b]  nachgewiesen  ist.  Ungleichung  (000)  folgt 
dann  unmittelbar  aus  der  für  jedes  Teilintervall  [x',  xf']  von  [a,  b] 
gültigen  Ungleichung; 

irt/')-fMiä|i/'.M-f.M;. 

und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Wir  nennen  eine  Funktion  f(a;)  monoton  wachsend  in  [«,i>], 
wenn  aus  a^x'^x"^h  folgt: 

fix')  <f  {:>/'), 

wir  nennen  sie  stets  wachsend  in  [a,  b],  wenn  aus  a<_x' <Cx" <b' 
folgt: 

a^'Xfix"). 

Analog  ist  die  Definition  der  monoton  abnehmenden  (stets 
abnehmenden)  Funktionen.  Monoton  wachsende  und  monoton  ab- 
nehmende Funktionen  werden  zusammengefaßt  in  den  Begriff  der 
monotonen  Funktionen.     Es  gilt  der  Satz: 

Safjs  VII.  Jede  in  [a,  &]  endliche  und  monotone  Funktion 
ist  von  endlicher  Variation. 

In  der  Tat,  ist  f(_x)  monoton  wachsend  in  [a,  b],  so  ist: 

(V)  K(f)-m~-n-y.  Kin-o-,  ^Hn-m-n.''): 
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ist  f(x)  monoton  abnelimend  in  [«,  ö],  so  ist: 

(o'^o)     nS(rt  =  0;      fit(f)^~{f(h)-f{a));     Al{f)^~{f{h) -f{a)), 

womit  Satz  VII  bewiesen  ist. 

Nach  Satz  III  ist  daher  auch  die  (im  allgemeinen  nicht  mono- 
tone) Differenz  zweier  monoton  wachsender  endlicher  Funktionen 
von  endUcher  Variation,     Hiervon  gilt  nun  auch  die  Umkehrung: 

Satz  Vffl.      Jede    Punktion    f{x),    die    m    [a,b\    von    end- 
licher Variation  ist,    ist  Differenz    zweier  in  [a,l]  monoton 
wachsender,  endlicher  Funktionen,  und  zwar  ist  für  jedes  x 
aus  [ö,  6]: 
(•)  f(a:)  =  f(«)  +  n."(fl-N:(f). 

In  der  Tat,  die  Formeln  (**)  von  S.  485  ergeben,  angewendet 
auf  dae  Intervall  [a,  xj : 

{••)  n:(o=i(A:(fl +/■(») -««));  K{f)-i{ki{f)~-nx)+fiß)) 

d*  nun  alle  hierin  auftretenden  Größen  endlich  sind,  folgt  durch  Sub- 
traktion (*),  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Unter  allen  Darstellungen  von  f  als  DiSerenz  zweier  monoton 
wachsender  Funktionen  ist  die  Darstellung  (*)  ausgezeichnet  durch 
die  Eigenschaft: 

SatJSiX.  Für  jedesPaar  monoton  wacheenderFunktionen, 
deren  Differenz  f(x)  ist: 

(t)  fA<^)-fM-m^ 

gilt  in  jedem  Teilintervalle  [«',&']  von  [a,  &]: 

f,  (ö')  -  A  («'}  ^  TT^:  (f);     f,  {&')  -  f,  {a')  ^  Nr^  (/) - 
In  der  Tat,  nach  (OqO)  ist: 
(tt)  A*;  (Q  =  f,  {b')  -  f,  (a'y,     A*;  {Q  =  f,  (&')  -  f,  {a') . 

Wegen  (*)  und  (f)  würde  aus  jeder  der  beiden  Ungleichungen: 

(ttt)        n::(fl>f, (4') -/;(«');    Nj: (/■)>/;(!,')- AM 

die  andre  folgen.     Wäre  also  eine  von  beiden  erfüllt,  so  wäre: 

f.  m  -  f,  («') + Ä  (*')  -  f,  {«')  <  nj  (rt + n;:  (f)  -  a;:  (f), 

während  wegen  §  4,  Satz  IX,  und  wegen  (ft); 

^':■(fl=K:■(f^-f,)<<'(f,)+^^'M)=Ail'')-f,{'•')+fM-f.('')■ 

Also   kann   keine   der   Ungleichungen  (ttt)  gelten,   und  Satz  IX  ist 
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Satz  X.  Ist  die  Funktion  f{x)  von  endlicher  Variation 
in  [a,b],  so  hat  sie  in  [a,b]  nur  Unstetigkeiten  erster  Art^). 

In  der  Tat,  offenbar  hat  eine  monotone  Funktion  nur  Unstetig- 
keiten erster  Art,  daher  nach  Satz  VIII  auch  eine  Funktion  endlicher 
Variation. 

In  jedem  Punkte  a;,,  von  [a,  h]  existieren  also  einseitige  Grenz- 
werte von  f[x).     Wir  schreiben  abkürzend  (Kap.  II,  §  13,  8.179): 
lim    f(x)^f{x^-\-0);       lim    f(x)  =  f(x^-~0). 

I=2o+0  1  =  1,-0 

Aus  Kap.  III,  §6,  Satz  IV  folgern  wir  noch: 

Satz  XI.  Ist  die  Funktion  f(x)  von  endlicher  Variation 
in  [a,  6],  so  hat  eio  nur  abzählbar  viele  Unetetigkeitspunkte 
in  [a,b]. 

Wir  wollen  nun  Absolutzuwaohe ,  Positivzuwaehs ,  Negativzu- 
wachs  einer  Funktion  f(x)  vergleichen  mit  ihrer  Variation,  positiven 
Variation  imd  negativen  Variation.     Wir  schreiben  dabei; 

-:*-;-)  [«,6] -3;    («.»j-g*. 

Satz  XII.  Ist  f(x)  definiert  und  endlich  in  [a,  h],  so  ist, 
damit  f  von  endlicher  Variation  in  [a,  h]  sei,  notwendig 
und  hinreichend,  daß  ß(^*)  endlich  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  es  ist  Al(f)  die 
obere  Schranke  von  Ä{S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme  S  aus 
[a,  b]  (§  4,  Satz  V)  und  a  (3*)  die  obere  Sehranke  von  Ä  {S)  für  alle 
endlichen  Intervall  Systeme  S  aus  (a,  b).     Also  ist: 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  ß(3*)  endlich. 
Da  für  alle  x'  und  at"  aus  (a,  6): 

fM-«»^")ls:»(3*). 

ist  die  Funktion  f(x)  beschränkt  in  (a,  &),  und  da  sie  nach  Annahme 
endlich  ist  in  [a,  ö],  ist  sie  auch  beschränkt  in  [a,  b]: 

(tft)  IfWIä'     io     [«.')• 

Sei  nun  Z  irgendeine  endliche  Zerlegung  von  [a,  b],  und  S 
das  Intervallaystem  aus  (a,  b),  das  entsteht,  indem  man  aus  Z  die 
beiden  äußersten  Intervalle  wegläßt.     Wegen  (tft)  ist: 

____^_^  A(zr)£Ä{S)^ik, 

')  Kap.  III,  §  6,  S.  21G, 
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und  da: 

ist,  haben  wir  fiir  alle  endlichen  Zerlegungen  Z  von  [a,  h]: 

mithin  auch; 

A:(/)Sn(3')  +  «, 
und  Sata  XII  ißt  bewiesen. 

Satz  XIII.  Ist  f(x)  ¥on  endlicher  Variation  in  [a,l], 
so  ist: 

aS  (ß  -  n  (S*)  +  i  f  (»  +  0)  -  m  I  +  I  m  -  «»  -  0)  I , 

n:(f)->.{3*)+|/-(«+o)~f(«)|+|ft6)-/'(»-o)|, 

N:m=^(3*)+if(»+o)-f(.)i+irt6)-f{6-o)[. 

Es  wird  genügen,  die  zweite  dieser  Gleichungen  nachzuweisen. 
Nach  Satz  XII  ist  k  (3*)  und  somit  auch  sr  (S*)  endlich.  Zufolge  der 
Definition  von  n  gibt  es  zu  jedem £>0  ein  endliches  Intervaüsystem S 
aus  (a,  b),  so  daß: 

C)  P(S)>>.(S*)-.. 

Sodann  gibt  es  ein  a'^a  und  ein  i>'<^&,  so  daß: 
(x«)  I /■(«■) -f(<.  +  0)|<.;     I /((,')_  f  (6  _0)|<., 

und  so  daß  die  Intervalle  [a,  a']  und  [b',  b]  zu  den  Intervallen  von  S 
fremd  sind.  Fügen  wir  [0,0']  und  [&',6]  zu  8  hinzu,  so  entsteht 
ein  Intervallsystem  S'  äua  [a,b\,  für  das: 

p(s-)~F(s) + 1  f  (.')  -  f(.)  j +|f(6)  -  mu 

und  somit  wegen  (*^)  und  (^^): 

P(S')>»(3»)+i/'(«  +  0)-f(«)|+|f(!.)-f(S~0)|--3,. 

Also  ist  nach  §  4,  Satz  V: 

n:  (/■)  >  » (y)  +|f  (« + 0)  -  /■(«)  I  +|Ai,)  -  f  (6  -  0)  i  ~  3 « , 

und  da  hierin  e  ^  0  beliebig  war : 

{«»)  n;(f)2»(3»)  +  | f(«+o)- fW I  +  |/(») ~ /■(* - 0) I- 

Andererseits  gibt  es  zu  "jedem  e  >■  0  eine  endliche  Zerlegung  Z 
von  [a,6],  so  daß 

F(Z)>K{f)->. 
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Wir  schalten  in  ihr  zwischen  a  und  den  ersten  Zerlegungspunl:t, 
sowie  zwischen  6  und  den  letzten  Zerlegungspunkt  neue  Zerlegungs- 
punkte  a'  und  &'  so  ein,  daß  {*'")  gilt.  Für  die  so  entstellende 
Unterzerlegung  Z'  von  Z  ist  nach  §  4,  Satz  I: 

(V)  p(2')ap(z)(>n:(f)-.). 

Wir  lassen  aus  Z'  die  Intervalle  [a,a'],  [&',fc]  weg.  Es  entsteht  ein 
Inter  Valley  Stern  S  aus  (a,h),  für  das: 

p(s)=p  (z')  -|f  («')  -  /■(«)  I  -  [  f  (i)  -  f  ((.') ! . 

und  somit,  wegen  (^^}  und  CSt)'- 

P(S)>TT',(f)-lf(a  +  0)-f(a)|H«i,)-f(6-0)|-3.. 

Da  n{^)^P{S),  entnimmt  man  hieraus: 

(Ä)    >.(3')>n'.{f)-|f(«+o)-/-(<.)HI«i.)-f(»-o)!. 

Aus  f*""^)  und  (j,"^)  aber  folgt  die  zweite  Gleichung  von  Satz  XIII. 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  ®^  die  nur  aus  dem  Punkte  c  be- 
stehende Punktmenge,  und  behaupten: 

Satz  XIV.  Gibt  es  ein  c  enthaltendes  Intervall  (a,h'),  so 
daß  /■  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so  ist: 

«(ISj  =  |/-W-f(=-0)|  +  [««  +  0)~«c)|; 

»(is.)=p)-«=-o)l  +  lf(«  +  o)-fW!; 
•■(eJ=ifW-f(«-o)l+lf(«  +  o)-fW|. 

Ist   insbesondere  f  auch   stetig   im  Punkte  c,    so    ist   dem- 
nach c  Stetigkeitspunkt^)  der  Mengenfunktionen  «,  ti  und  v. 
Wieder  genügt  es,  die  zweite  dieser  Gleiehimgen  nachzuweisen. 
Wir  setzen: 

3* -(«,!');    3"  =  («.«);    3'-" -(=,»). 

Nach  Satz  XIII  ist: 

|n';(f)_»(3«)+|/'(a  +  0)-/-(»)|+|f(S)-rtS-0)|; 
(.)  TC(f)_»(3")+V(«  +  0)-f(a)|  +  |/'(t)-f(.-0)|; 

(  Tt  (f)  =  »(3— )  +V(c  +  0)  ~  f  (c)  1  +|f  ((,) - /■  (6  - 0)  1 . 
Nach  §  4,  Satz  III  ist: 


')  Kap.  VI,  t;  3,  S.  408. 
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Wegen  der  Ädditivität  von  j;:  ist: 

(— )  "  (3*)  -  "  (3")  +  » (3"*)  +  » (S.) . 

Durch  Vergleich  der  Formeln  (*),  {**),  (***)  folgt  tatsächlich  die 
zweite  Gleichung  von  Satz  XIV. 

Satz  XV.  Gibt  es  ein  [a,h]  enthaltendes  Intervall  (a',b'), 
ao  daß  f  von  endlicher  Variation  in  [a\b'],  so  iet,  wenn 

[«,6]  =  3 
gesetzt  wird: 

«■{S)  =  Pi{fl  +  \f{'')-f(<—0)\  +  \f(b  +  0)~m\; 

» (3)  -Km  +|f  (■>)  -  «<•  -  0)  I  + 1  f  (6  +  0)  -  «6) ;  ;■ 

'(s)=Kif)+i_na)-f(i—o)\+mi+<i)--f(i)i. 

In  der   Tat,   es  ist: 

S  =  S*  +  ®„-f®^. 

80  daß  Satz  XV  unmittelbar  aus  Satz  XIII  und  XIV  folgt. 

Absolufcauwachä  a,  Positivzu wachs  n,  Negativzii wachs  i-  einer  Funktion  f 
Bind,  wie  wir  wissen,  Mengenfunktionen,  die  absolut-additiv  sind  im  o  Korper 
der  /'-meßbaren  Mtengen  (§  l,.SatB  V).  Variation,  positive  Variation  npgative 
Variation  einer  Punktion  f(x]  sind  uns  nur  als  Intervallfunktionpn  bekannt 
Ea  sei  nun  darauf  hingewiesen,  daß  diese  Intervallfunktionen  im  allgemeinen 
nioht  zu  absoluf^^ditiven  Mengenfunktionen  erweitert  werden  können  Wir 
wollen  uns  davon  an  einem  Beispiele  überzeugen. 

Sei  f{x)^0  in  [—1,0]  und  =1  in  (0,1].  Wir  behaupten:  Ea  gibt 
keine  absolut -additive  Mengenfunktion  (p  (3t) ,  die  sieh  auf  A^  (f)  reduziert 
für  3I  =  [a,6].  In  der  Tat,  angenommen,  es  gäbe  eine  solche.  Sei  Ej  die 
nur  aus  dem  Punkte  0  bestehende  Menge.  Es  ist  ®o  sowohl  der  Durchsohnitt 
der  Intervalle  F ;,  Ol  (f  =  I,  2,  .  .  .),  als  auch  der  Durchsohnitt  der  Inter- 
valls FO,  ^1.     Es  müßte  also  sein: 

q>  (lg„)  =  lim  A°_  i(f);        <p  (®„)  =  lim  a|  (f) . 

Das  aber  ist  unmöglich,  weil; 

A!.L(f)=-0;      A]{0  =  1     für  alle  i-. 

Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen.  —  Es  gibt  ebensowenig  eine  absolut- 
additive  Mengenfunktion  y  (91),  die  sieh  auf  A^(/')  reduziert  für  Sl==(ii,i'). 
In  der  Tat,  es  ist  (0,1)  die  Vereinigung  der  monoton  wachsenden  Intervall- 
folge 3„==(-;.l)!  wegen  ?'(3v)  =  0  müßte  also  sein: 
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A;(n  =  liin9>ra^)  =  0, 
während  doch: 

ist.    Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

§  6.    Stetige  Funktionen  endlicher  Variation. 
Ausgezeichnete  Zerlegungsfo^en. 

Sei  f{x)  von  endlicher  Variation  in  [a,b].  Dann  sind  A^(/'), 
TT^{f),  Na(/')  definiert  für  alle  x  von  [a,b],  und  zwar  sind  es,  wie 
aus  §4,  Satz  IV  hervorgeht,  monoton  wacheende  Funktionen  ven  a; . 
Es  existieren  also  die  Grenzwerte^); 

Aa'^^lim  A^"** ;     Aa"'""  ^^hniA^*"^ 

und  die  analogen  Grenzwerte  T\a~° ,  TTa"'"",  Na~°,  Nu"*"".  Ea  gilt 
für  sie  der  Satz: 

Satz  I.     Es  ist: 
n:  — nr°  =  !/'(^)  — f(^  — 0)!;      nf'"— n^=!f(a:-{-0)  — /■(ar)j; 

Na  —  Nr'*  =  I  f{^)  —  fix  —  0)  |;      Nr"—  Na - 

A^  —  A^-"  =  I  f{x)  —  fix-0}[;     K'°  —  AI- 

Sei  {7;^}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  lim/t,  =  0.     Dann  ist; 

(0)  n^  —  TT^""  =  lim  TT^_^,, . 

Da  es  {§  5,  Satz  XI)  nur  abzählbar  viele  ünstetigkeitsp unkte  von  f 
gibt,  können  die  fi,  so  gewählt  werden,  daß  f  in  den  Punkten  x  —  A, 
stetig  ist.  Nach  §5,  Satz  XIII  ist  dann,  wenn  ^,,  =  (9:  —  }iy,x) 
gesetzt  wird: 

(00)  n-_..-»(3.)+|rtx)-f(»-o)|. 

Da  äT  absolut-additiv,  und  {^„}  eine  monoton  abnehmende  Mengen- 
folge mit  leerem  Durchschnitt,  ist: 

lim;ifö„)  =  0. 

Also  folgt  aus  (0)  und  (00): 

n:-nr*'Hn^)-/{^-o)|. 

')  Für  x—^a  und  a:  =  fi  kommt  nur  je  einer  dieser  Grenzwerte  in  Frage, 
Hahn,  Theorie  iler  reeilcn  Funktionen.    I.  32 


f(x+o)^f(i)!. 
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"Damit  ist  die  erste  Gleichung  von  Satü  I  nachgewiesen,  und  analog 
beweist  man  die  anderen. 

SatJ!  n.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so  ist, 
damit  finiPunktea;^  stetig  sei  auf  [!i,?i],  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sowohl  U^  als  auch  N^  stetig  seien  auf  [a,h\ 
im  Punkte  x^. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  dies  folgt  un- 
mittelbar aus  Satz  I.  Denn  ist  f  unstetig  in  x^,  so  ist  mindestens 
eine  der  Größen: 

|f W  ~  ««. -  ö)  i .  ;f K  +  0)  -  f W 1 . 
7W~fK-o)l.    lA^a  +  Oj-fWi 

von  0  verschieden. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  dies  folgt  aus  §5,  Satz  VTII, 
Satz  in.     Ist  f  von  endlicher  Variation  in   [a,b],  so  ist, 
damit   f  im  Punkte  %  stetig  sei  auf   [a,h],   notwendig  und 
hinreichend,  daß  Aa  stetig  sei  auf  [a,b]  im  Punkte  Xg. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  dies  folgt  un- 
mittelbar aus  Satz  I.  Denn  ist  f  unstetig  in  x^,,  so  ist  mindestens 
eine  der  Größen; 

I/W"f(«o-O)|.    lf(»o+o)-fW 
von  0  verschieden. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  A^  stetig 
auf  [0,6]  in  x^,  so  ist  nach  Satz  I^): 

lfW-f(=:o-(>)l-Oi    l/'K  +  o)-rtx„)!  =  o. 

Daraus  aber  folgt  die  behauptete  Stetigkeit  von  f(x),   und  Satz  III 

ist  bewiesen. 

Aus  Satz  II  zusammen  mit  Satz  VIII  von  §  5  folgt: 

Satz  IV.     Ist  f{x)  stetig  und  von  endlicher  Variation  in 

[a,b],  so  ist  /■(a;)  Differenz    zweier  in  [ß,6]  stetiger,    monoton 

wachsender  Funktionen. 

Boiäpielc  von  ITunlitionen,  die  in  einem  Intervalle  [a,b]  stetig,  atier 
nicht  son  endlicher  ^Variation  sind,  können  leicht  angegeben  werden;  Sei  {k„} 
eine  stets  wachsende  Zahlenfolge  aus  (0, 1)  mit  lim  «  ^=  J .  Wir  setzen  noch 
a^(i  =  0  und  definieren  f(x)  in  [0,1]  durohr  ''='^ 


!  dieser  Gleichungen  i 
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A^2.)  =  o   ("  =  0, 

1  ,  .  .  .) 

■'    /'{^a.-i)  =  7    iy-^-^, %■.■);    /^(i)  =  Oj 

f{x)  linear  ii 

1  jede. 

Q  Intervalle  [x^^^,  x^]     (r=  1,  2, . .  ,)• 

Dann  ist  f{x)  stetig  in 
den  Zerlegungspunkten: 

[0,  1]. 
0,  %, 

Sei  Z  die  endliche  Zerlegung  von  [0, 1] 
*,,...,  3Tä„,  1,  so  ist: 

Aj(ni^(Z)_2{l  +  i  +  ...H-|) 


»hisr  -»  T»    ■=^.■ 


A;(n-+ao, 

d.  h.  /■  ist  nioht  von  endlicher  Variation  in  [0,  1]. 

Ein  Beispiel  einer  Funktion,  die  in  einem  Intervalle  \a,  6]  stetig,  aber  in 
keinem  Teilintervalle  von  [a,  6]  von  endlicher  Variation  ist,  liefert  die  Ordi- 
nate y{t)  einer  Peanoschen  Kurve  (Kap.  II,  §  7,  8.  !50).  Mau  erlicimt  dies 
sofort,    wenn   man   bemerkt,    daß   (bei  ungeradem  g)   für    jedes    Teilintervall 

v  +  l 

Wir  haben  Variation,  positive  und  negative  Variation  einer 
Punktion  definiert  als  obere  Schranken  der  Ausdrücke  A[Z), 
P{Z),  N(Z).  Für  eine  weite  Funktionenklasse,  die  inabesondere 
alle  stetigen  Funktionen  umfaßt,  gelingt  eine  wichtige  Grenzwert- 
darsteilung  dieser  Zahlen. 

Sei  Z  die  durch  die  Punkte 

gegebene  endliche  Zerlegung  von  [a,b].     Ist 

Xf  —  Xi^j^ä  (i  =  1,  2 , . . . , w) , 

80   nennen   wir    ä   eine   Norm   der    Zerlegung  Z.     Eine   Folge    end- 
licher  Zerlegungen    {Zy}    von    [a,  b]    heißt    eine    ausgezeichnete 
Folge ^),    wenn  es  eine  Norm  rf,  von  Z^  gibt,  so  daßr 
limi;^  =  0. 

Sei  f{x)  eine  in  [a,b]  delinierte  Funktion,  die  nur  Unstetig- 
keiten  erster  Art  besitzt.   Jeden  Punkt  x  von  [a,b],  in  dem  nicht: 

f{x~O)£f{x)^f{x-]-0)     oder     f{x-~0)Zfix)^f(x  +  0), 
nennen    wir    eine     äußere    Sprungstelle^)    von    f(x).      Dann    gilt 
der  Satz^): 

^)  Nach  G,  Kowalewski,  Grundzüge  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung (1909),  171. 

")  Dies  befindet  sich  in  Einklang  mit  der  Definition  dee  äußeren 
Sprunges  Kap.  III,  g  5,  S.  212. 

')   E,  Study,    Math.  Ana,  47   (1896),   301.     Daselbst   auch    eine    weitere 
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Satz  V.  Ist  die  Funktion  f{x)  endlich  in  [a,h]  und  hat 
sie  dort  nur  Unetetiglieiten  erster  Art,  so  gilt  für  jede 
ausgezeichnete  Folge  {Z^}  endlicher  Zerlegungen  von  [a,l], 
für  die  jede  äußere  Sprungatelle  von  f  in  fast  allen  Zer- 
legungen Z„  ala  Zerlegungspunkt  auftritt: 

(**)      AUf)^limÄiZ,y,     nJ(rt  =  limP(^,);     N*(/")-=Iim  jV(2.)- 

Dies  ist  sicher  richtig,  wenn  f  nicht  beschränkt  ist,  da  dann  in 
jeder  dieser  drei  Gleichungen  beide  Seiten  den  Wert  4*  oo  haben. 
Wir  nehmen  also  im  folgenden  Beweise  f  als  beschränkt  an.  Es 
genügt  wieder,  den  Beweis  für  TT^  zu  führen. 

Zu  jedem  q<iT^{f)  gibt  es  eine  endliche  Zerlegung  Z  von 
la,h],  so  daß: 

P{Z)>q. 

Seien  etwa  (*)   die  Zerlegungspunkte   von  Z.     Wir   bilden  die   Pro- 


Zl^Z-Z,. 

Nach  : 

g  4,  Satz 

I  ist  dann  auch: 

(***) 

P{z:y>q. 

diejenigen  unter  den  Zerlegungspimkten  (*)  von  Z,  die  nicht  zugleich 
Zerlegungspunltte  von  Zy  sind.  Da  sie  alle  unter  den  Punkten 
x^,x^,...,x^__j  vorkommen,  ist 

Seien  *'(''',  S!*'  der  dem  Punkte  x^f>  unmittelbar  vorangehende  und 
nachfolgende  Zerlegungapunkt  von  Z,.  Da  {Zy}  eine  ausgezeichnete 
Zerlegungsfolge,  ist  für  fast  alle  v: 

iW  <  ^W  <  ^-1  <  5M  <  ^W  <  S^W  <  . , .  <  i-v]  <;  ^ w  <  ^W  , 
und  es  wird: 

-  i  {j/-«")  -  m')  I + 1  «ii")  -  f  «•')  I  -i/m  -  m')  i  >• 

woraus  wir  unmittelbar  folgern:  Ist  6>>0  beliebig  gegeben,  so  ist 
für  fast  alle  v 


Untersuohnng    der   Werte,    denen    A{Z„}    zustrebt,    wenn    die    auagezeiohnete 
Zerlegungsfolge   {Zy}   nicht  der  Bedingung  von  Satz  V  genügt. 
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(V)  P(ü)  -  -P(2.)  <.|  {|f  (4")-  f  W"  -  0)  I 

+  ,f(r>:i'>  +  0)~/-(4l)|-|rt":S'>  +  0)~rt4-l~0)i}  +  ,. 

Da  aber  die  Punkte  a:!"'  nicht  Zerlegungspunkte  von  Zy  sind,  und 
jede  äußere  Sprungstelle  in  fast  aJlen  Z^  Zerlegungspunkt  ist,  so 
ist  für  fast  aüe  v  keiner  der  Punkte  xi"^  äußere  Sprungstelle,  und 
somit  ist  für  fast  alle  v  in  {%*)  die  Summe  reciits.=  0,  so  daß  (*^*) 
übergeht  in: 

P(z;)— ■P(2,,)<«     für  fast  alle  v. 

Ans  (***^  folgt  also  weiter: 

P{2r)>5  — £     für  fast  alle  v. 
Da  hierin  q<iTi^{f)  und  e>-0  beliebig,  waren,  heißt  das: 
limP(2,)  =  nS(f). 

Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Aus  Satz  V  folgt  unmittelbar: 

SatJ!  VI.  Ist  die  Funktion  f{x)  endlich  in  [a,6],  hat  sie 
dort  nur  Unstetigkeiten  erster  Art,  und  hat  sie  in  {a,b) 
keine  äußere  Sprungstelle,  so  gilt  (**)  für  jede  ausgezeich- 
nete Folge  endlicher  Zerlegungen  {Z^}  von  [a,b]. 

Ferner  folgern  wir  aus  Satz  VI: 

Satz  VII.  Es  genüge  f{x)  den  Voraussetzungen  von 
Satz  VI.     Sind  dann  3,,9,,5»  beliebige  Zahlen: 

3,<A*(/-);     q,<K{f];     q,<Kif), 
so    gibt    es    eine    Zahl    d,    so    daß    für    jede    endliche    Zer- 
legung Z  von  [a,b],  deren  Norm  ^d  ist: 

Ä{Zy>q^;     P{Z)>q,;     N{Z)>q,. 
Bs  genügt,  die  Behauptung  für  P{Z}  nachzuweisen.     Wäre  sie 
nicht  richtig,  so  gäbe  es  ein  2'Cnt(f)  und  eine  endliche  Zerlegung 
Zy   von  der    Norm    -^,  so  daß; 

U%)  p(2„)^3<nS(f). 

Dann   i.st  {Zr}   eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge;   es   Tnüßte  also: 

lim  P(Z.)^'[t(f) 
sein,  im  Widerspruch  mit  (^*^).     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 
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Von  Satz  V  gilt  folgende  Umkehrung; 

Satz  Vffl.  Ist  f{x)  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so 
ist,  damit  für  die  ausgezeichnete  Folge  endlicher  Zer- 
legungen {Zy}  von  [a,  i]  eine  der  Gleichungen  {**)  gelte, 
notwendig,  daß  jede  äußere  Sprungstelle  von  f  für  fast 
alle  Zy  Zerlegungspunkt  sei. 

Angenommen  in  der  Tat,  die  äußere  Sprungstelle  x'  sei  für 
unendlich  viele  Z^  nicht  Zerlegungspunkt.  Indem  wir  nötigenfalls 
von  {Zy}  zu  einer  Teilfolge  übergehen,  können  wir  annehmen,  dies 
sei  für  alle  Z,  der  Fall.  Seien  x,,  Xy  der  dem  Punkte  x'  in  Z, 
unmittelbar  vorangehende  und  nachfolgende  Zerlegungspunkt,  und 
sei  Zy  die  aus  Zy  durch  Hinzufügung  des  Zerlegungspunktea  x'  ent- 
stehende Zerlegung.     Dann  ist: 

p(z;)-p(Ä,)_yM-f(i)!+|ftä)-fMI-!/-(i)-rt«) 

und  somit; 

(S)  lim(P(Z;)-P(Z.))  = 

|fM-/'(/-0)i  +  |fta/  +  0)-rt/);-lf(/  +  0)-/-(;t'-0):. 

Da  x'  äußere  Sprungstelle,  hat  hierin  '^die  rechte  Seite  einen  Wert 
i;  >  0 ;  und  da 

Tt(f)>P(Zt)     für  alle  y. 
so  folgt  aus  (**): 

^l(f)^P(Zy)-\--f     für  fast  alle  v. 

so  daß  die  zweite  Gleichung  (**)  nicht  gelten  kann.  Analog  ist 
der  Beweis  für  die  beiden  anderen  Gleichungen  (**),  und  Satz  VIII 
ist  bewiesen. 

Unter  die  Funktionen,  für  die  Satz  VI  gut,  fallen  insbesondere 
auch  die  stetigen  Funktionen.  Doch  kann  für  stetige  Funktionen 
ein  noch  allgemeineres  Resultat  ausgesprochen  werden. 

Wir  führen  neben  den  bisher  benutzten  endlichen  Zerlegungen 
nun  auch  unendliche  Zerlegungen  von  [«,&]  ein,  durch  die  Fest- 
setzung: jede  unendliche,  die  Punkte  a  und  b  enthaltende,  abzahl- 
bare, abgeschlossene  Punktmenge  $  aus  [a,b]  ruft  eine  unendliche 
Zerlegung  Z  von  [a,b]  hervor.  Die  Punkte  von  ^  heißen  die 
Zerlegungspunkte,  die  abzählbar  vielen  Intervalle,  aus  denen  sich 
das  Komplement  von  ^  zu  [a,b]  zusammensetzt,  heißen  die  Zer- 
legungsintervalle von  Z.  Sind  (x'i,  :!fi)  (i=!,2,...)  diese  Inter- 
valle, so  setzen  wir: 
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^W  =  2lfW)-f«)l; 
P (z)  -  2|f W  -  fW)  I !    s^cz)  =  |l  K)  -/■(«!)  I  ■ 

Die  Definition  der  Norm  einer  Zerlegung,  und  der  ausgezeichneten 
Zerlegungsfolgen  bleiben  dieselben,  wie  für  endliebe  Zerlegungen. 

Satz  IX.  Ist  f  endlich  und  stetig  in  [a,b],  und  ist  e>0 
beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder  Zerlegung  Z  von  [a,  b] 
der  Norm  d,  für  die  Ä{Z)  bzw.  P{Z),  N[_Z)  endlich  ausfällt, 
eine  endliehe  Zerlegung  Z'  der  Norm  ä,  so  daß 

(t)     A{Z')<A{Z)  +  ':     P(2')<P(Z)  +  «;     W(Z')<ff(Z)  +  .. 

Seien  x^,x^,...,x^,...  die  sämtlichen  Zerlegungspunkte  von  Z. 
Wir  umgeben  Xr  mit  einem  Intervall  [x„  —  h,. ,  ^.^  -\-  Ar] .  wo  A^  ^  s"  ""*^ 
femer  so  klein  gewählt  sei,  daß  für  je  zwei  Punkte  x',  3^'  dieses 
Intervalles  : 

(tt)  lfM-CMJ<2.. 

Unter  den  Intervallen  [a:,- — Ä»,  ir»-f-A,]  gibt  es  dann  nach  dem 
Borelschen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  I)  endlich  viele: 

[x^i  —  h.^,  ^ri  +  ÄvJ  (^==I,2,...,fc), 

in  deren  Vereinigung  alle  x^  enthalten  sind.  Wir  können  sie  durch 
endlich  viele  Intervalle  g,  {v=l,2,...,e)  ersetzen,  in  deren  Ver- 
einigung gleichfalls  alle  x^  enthalten  sind,  und  die  zu  je  zweien 
keinen  inneren  Punkt  gemein  haben.  Bei  geeigneter  Numerierung 
wird  für  je  zwei  Punkte  x',  x"  von  %  Ungleichung  (ff)  gelten. 
Wir  tilgen  nun  in  jedem  ^„  alle  Zerlegungspunkte,  mit  Ausnahme 
des  am  weitesten  links  gelegenen  x',.,  und  des  am  weitesten  rechts 
gelegenen  x".  Wir  erhalten  so  eine  endliche  Zerlegung  Z'  der 
Norm  d.  Die  einzigen  Zerlegungsintervalle  von  Z',  die  nicht  zugleich 
Zerlegungsintervalle  von  Z  sind,  sind  die  e  Intervalle  [a:t,a:J.'J.  Da 
aber  wegen  (^f) : 

gelten  die  Ungleichungen  (■}■),  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Nunmehr  beweisen  wir  leicht: 

Satz  X.^)  Ist  f{x)  endlich  und  stetig  in  [a,h],  so  ist  für 
jede  ausgezeichnete  Folge  {2^}  endlicher  orter  unendlicher 

')  H.  Lebesgue,  Le^ons  sur  rintfigraticn,  54.  Vgl.  aiieli  Eend.  Line.  16/1 
(1907),  95. 
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Zerlegungen  von  [«,6]; 

(-)     aS(/')  — lJm^(Z,);     TT^(f)  =  limP(2,);     K(f)  =  \unN(Z,). 

In  der  Tat,  es  wird  wieder  genügen,  die  zweite  dieser  Gleichungen 
zu  beweisen.  Dabei  können  wir  offenbar  aua  der  Folge  der  {Z^y 
alle  diejenigen  weglassen,  für  die  P(2„)  =  -j-  cc  ist.  Wir  nehmen  also 
von  vornherein  an,  alle  P(Zv)  seien  endlich.  Nach  Satz  IX  gibt  es 
dann  zu  jeder  Zeilegung  Z^  eine  endliche  Zeiiegung  2'  gleicher 
Norm,  für  die 

(xx)  P(z,)>p(z'.)-A 

ist.    So  wie  {Z^}  ist  aber  auch  {Zj,}  eine  ausgezeichnete  Zerlegongs- 
f olge.     Nach  Satz  VI  ist  also : 

(-x)  iimp(z;,)=n:m. 

Nach  §4,  Satz  VI  ist  andrerseits: 

(Y)  F(z.)<rt(f). 

Aus  C"^),  C^'"'),  C^x)  ^^^^  folgt  die  zweite  Gleichung  (^),  und  Satz  X 
ist  bewiesen. 

Wie  Satz  VII  beweist  man  nun : 

Satz  XI.  Ist  f(x)  in  [a,6]  endlich  und  stetig,  und  sind*;,, 
?ai  03  beliebige  Zahlen: 

?,<A'.(/');      ?,<rt(/');      ,,<N'.(f), 

SO   gibt  es   eine  Zahl  <J,   ao  daß  für  jede  (endliche  oder  un- 
endliche) Zerlegung  Z  von  [a,b],  deren  Norm  ^d  ist: 

A{Z)>q,;     P(Z)>q,;     N(Z)>ti,. 

Satz  XU.  Ist  f{x)  in  [a,h]  von  endlicher  Variation,  so 
ist,  damit  für  alle  ausgezeichneten  Folgen  {Z,}  unendlicher 
Zerlegungen 

Ai(f)  =  limÄiZ.,) 

sei,  notwendig,  daß  f  in  (a,b]  stetig  sei. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gebe  in  [«,ö]  einen  ünstetigkeits- 
punkt  Xg,  und  zwar  sei  etwa; 

/■(»'.  + o)  +  fW. 

Ist  dann  Z  eine  unendliche  Zerlegung  von  [a-,h],  für  die  x^^  rechts- 
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seitiger  Häufungspiinkfc  von  Zeriegungspunkten  ist,  so  ist  offenbar 

woraus  sofort  die  Behauptung  folgt. 

§  7.  Unstetige  Funktionen  eadliclier  Yariation. 

Wir  wissen  bereits,  daß  eine  Funktion  endlicher  Variation  nur 
abzahlbar  viele  Uii Stetigkeit epnnlite  besitzt  {§  ö,  Satz  XI),  und  daß 
alle  ihre  Unstetigkeitspunkte  von  erster  Art  sind  (§  5,  Satz  X).  Wir 
behaupten  nun: 

Satz  I.  Ist  die  Funktion  f(x)  von  endlicher  Variation 
in  [a,b],  und  sind  x^,x^, . ..,  x^, ...  ihre  nach  (a,fi)  fallenden 
Unstetigkeitspunkte,  so  sind  die  Reiheu: 

[  2  { 1  f («.)  -  f  (»:.  -~  0)  i  + '  f  (=^.  +  0)  -  fi"-)  i }  i 

(0)  2{l/-W-««'--o)l  +  lrtx.  +  o)-/-WI}i 

|2{l/-W~/{«.~o)|+j/-(x.  +  o)-f{».„)|} 

eigentlich  konvergent. 

Es  genügt,  dies  für  die  erste  dieser  Reihen  nachzuweisen.  Ist 
<ir  die  nur  aus  dem  Punkte  x,.  bestehende  Menge,  so  ist  nach  §  5, 
Satz  XIV: 

(00)  I  fix,)  -  fix.  -  0)  I  +  i  fix.  +  0)  -  f(x.)  i  =  a  (e.,). 

Setzen  wir: 

8r-s,+e,  +  ...  +  i,  +  ...,    3'-(»,i'), 

so  ist,  weil  a-<S*: 

(000)  K(«);So(3«). 

Nach  §  ö,  Satz  XII  ist  also  a(^)  endlich,  und  wegen: 

«(«)-»(8.)  +  «Ä)  +  - ••  +  «(«  +  ■■■ 
ist  zufolge  (00)  die  eigentliche  Konvergenz  der  ersten  Reihe  (0)  nach- 
gewiesen, und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Ist  nun  (m;',  3/')  irgendein  Teilintervall  von  [a,ft],  so  bezeichnen 
wir  mit: 

( j_,2 ,{  I  f(=:,)  -  n^.  -  0)  i  +  !  f  (X,  +  0)  -  f  W  I }  ; 

(0„0)  j     ^Jlji"-) -  fi"-  -  0) [  +[({',  +  0) -  ««.) I } i 

I     2  {  i  f  W  -  fix.  -  0) ,:  +  I  fix,  +  0)  -  f(x,)  I } 
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die  Summe  aller  jener  Glieder  der  entsprechenden  Reihe  (0),  deren 
x^  nach  (a/,  a/')  fällt.  Nach  Satz  I  sind  auch  die  Reihen  (OqO)  eigent- 
lich konvergent, 

Sata  IL  Für  jedes  x'  aus  (a.b)  ist')  (unter  den  Voraus- 
setzungen von  Satz  I): 

i^o  (.'  1+ J 1  ^'^^'^  ^  ^^^^  -  "^^  I  +  ■'  '^(^-  +  Ö)  -  ''('«■■)  I  >  =  ^ ; 

So  (.'l+./l^^''^^  ~  ^^^--^  ^* !  +  '/^^' + ^'^  ~  ^^^"^  !>  =  **■ 

Ea  genügt  wieder,  die  erste  dieser  Beziehungen  nachzuweisen.  Sei 
{A„}  eine  abnehmende  Folge  positiver  Zahlen  mit  hmA^  =  0.  Wir 
setzen  "  - '" 

ix;x'  +  hj^%, 

und  bezeichnen  mit  2t^  die  Menge  der  nach  ^„  fallenden  Unatetig- 
feeitspunkte  a;,,.     Ebenso  wie  vorhin  (000),  gilt  dann: 

Da  {3„}  eine  abnehmende  Mengenfolge  mit  leerem  Durchschnitt,  ist 

lim  a  (3„)  =  0 . 

Also  ist  auch: 

iim<-:(^„)  =  0, 

und  da: 

«W=     2     {\f{x,.)-f(x.--0)\-\^\nx,.^0)-f{x.)\, 

so  ist  Satz  II  bewiesen. 


Wir  bilden  nun  für  alle  x  aus  (a,6]  die  Ausdrücke: 
Cf{x)  -  i  f  (o+O)  -  f(a)  1  + 2  {I  fW-fW-0)  i  +[f('r+0)  -  fM  j  > 

o-W-[f(<.+0)-/-(«)|+2{|fW-fe.-0)l  +  |f(«,  +  0)-f(«.)|) 


(!)■ 


')  Dieselben  Beziehungen  gelten  mit  lim 
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die  wir  als  Funktion  der  positiven  {bzw.  negativen)  Sprünge 
von  fix)  bezeichnen*).     Ebenso  bezeichnen  wir  den  Ausdruck: 

(2)  a  (x)  =  0+  (.)  -  o_(«)  =  (/>(„+  0)  -  f  («)) 

+  2  {n^,  +  0)  -  f(i. "  0)}  +  (All  -  A»  -  0)) 

als  die  Funktion  der  Sprünge  von  fisi). 
Satz  III.    Die  Differenzen: 

(3)  TC(fl-.-i.tW  =  jtW;    N^m-o-W-j.w 

sind  stetig  und  monoton  wachsend  in  [a, 6].     Die  Differenz: 

(4)  m-c{x]-,(x) 

ist  stetig  und  von  endlicher  Variation  in  [o,,b]. 

Da  nach  §  5,  8atz  VIII : 
(6)  g(x)-g^{x)^,_(x)+t\ü) 

ist,   genügt    es,    die  Behauptung   für  g^{x)    und   gAx)   nachzuweisen. 
Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  g^.{x). 

Sei  X  ein  Punkt  von  [a,  &).    Nach  §6,  Satz  I  ist: 

(6)  lim  {T\T''  -  K)  =  I  f  {^  +  0)  -  m  I . 
Ä  =+0  + 

Da  '?+{»■■)    seiner  Definition    zufolge  monoton  wachet,    existiert  der 
Grenzwert: 

Sei  {\}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  lim7(„  =  0,  die  so  gewählt 

seien,  daß  die  Punkte  x-\-h^  nicht  Unstetigkeitspunkte  von  f  sind. 
Dann  ist; 

^^{x  +  K)~~oJx)^\f{x^-Q)~f(x)\ 

+    2    {lfW-n^„---0)i  +  |f(^„  +  0)-/-(^„)|}, 

(^,^  +  Ä„)    +  + 

und  mithin  nach  Satz  II: 

(7)  lim{,^[x  +  h)-^r,^{x))-\f(,.  +  «]-^f(x)\. 

Aus  (6)  und  (7)  aber  folgt: 

(8)  \im{g^{x-YK)~-g^{x)}^0. 

')   Für   CB=^rt   setzen   wir;    o+ (a)  =  0,   c_((i)  =  0.    —    Ist   es   nötig,    die 
Funktion  fix)   in  Evidenz  zu  setzen,    so   schreiben  wir  n+{x,f),  0-{x,f)   statt 
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Ganz  ebenso  beweist  man  für  jeden  Punkt  x  von  (a,  6]: 


lim  {g+{x  —  h)  —  g^{x)}  =  0. 
3)   und    (9)   aber   besagen :   y^  [x] 
[»,  6]: 


Die   Beziehungen 

Ferner  ist  für  jedes  Intervall  [x',  x" 


(10) 


j+  (iü")  -  j,.  M  -  ns"  -  ("+  W  -  "*  (»■)) 

_  nf  -  i /■{>;' +0)-«»/) 
+ 

-  ßj[f('')  -  A'.  -  0)  I  +  [f{'.  +  0)  -  f  W I } 
--|fM-f(x"-o);. 


Hierin  nun  ist,  wenn  {x',x")^=^^*  gesetzt  wird,  nach  §  6,  Satz  XIII: 

(11)  T]t'-U{x'^0)~fix')]^\J{x")-f[x"-0)\  =  7z{-^*), 

und,  wenn  mit  ST  die  Menge  aller  nach  (x',  x")  fallenden  ünatßtig- 
keitspunkte  Xy  von  f  bezeichnet  wird,  zufolge  §  5,  Satz  XIV : 

(12)  2  {|/'(^.)-/(^v-o)!  +  !Aa'H-o)-f(^v}|}  =  ^W. 

(«',!»")  +  + 

Wegen  3t -<S*  *l^ßi'  iät- 

«(»):;  «(3*); 

aus  (10),  (11)  und  (12)  folgt  also: 

St(i")-S,.(/)>0. 

d.  h.  Sf4.(a;)  ist  monoton  wachsend.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 
Aus  Satz  III,  zusammen  mit  §  6,  Satz  I  folgt  sofort : 
Satz  IV.     In  jedem  Punlite  x  von  [«,&]  ist>): 

«  +  0)-»^(«)-|/'(:«  +  0)-«»)|: 
i!)-o..(i-0)— !/■(!) -f (1-0)1; 
»  +  0)-...(«)-!f(«  +  0)--f(r.)|; 

.  (it)  -  o  (rt  -  0) — fW —/•(*- 0) ; 

-0)-a(..)_f(:,+0)-/(«). 
3;  =  o   und  i;  =  6   kommt   nur   die   eine  Haltte  dieser  Formeln   in 
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Satz  V.    Werden  die  Bezeichnungen  von  Satz  III  beibe- 
halten, so  ist: 

(13)  A:(/-)_A:(!,)+A:(o)i 

(14)  a:(i,)_9^W  +  ,-W;     a:(»)  =  oJi) +  »_(«). 

In  der  Tat,  aus  (3)  folgt: 

(16)    M{f)-Ti:{f)  +  K(f)-gA'>)  +  s-{':)  +  '4')  +  <>-{'')' 

Andrerseite  folgt  aus  (4),  (5)  und  (2): 

und  somit  nach  §  4,  Satz  IX: 

(16)  K(f)£K(st-9-)  +  '^'.{«*-'-}- 

Da  9+,  ff-,  "+,  ö„  monoton  wachsen,  und  für  x=^a  verschwinden,   ist: 

1      A:K-oJ^a4»;)  +  <.». 
Die  Gleichung  (15)  aber  ist   mit  den  Ungleichungen  (16),   (17)  nur 
verträglich,  wenn  in  diesen  überall  das  Zeichen  =  gilt;  berücksichtigt 
man  noch,  daß  nach  (5)  und  (2): 

so  folgt  aus  (17): 

stW +?^w-A:(st-  jj- a:«; 

Damit  ist  (14)  bewiesen,  und  durch  Einsetzen  in  (15)  erhält  man  (13). 
Hiermit  ist  der  Beweis  von  Satz  V  beendet. 

Die  zweite  Formel  (14)  kann,  wenn  man  für  o^{x),  a_(x)  ihre 
Bedeutung  (1)  einsetzt,  auch  so  geschrieben  werden: 

( A:(a)_irt„+o) -/■(«)! 

(18)  +2{lfW-ffo,-o)|  +  !f(a:.  +  o)-/-(«.)(} 

l  +!fW-f(»=-o)|. 

FeruGr  folgern  wir  aus  Satz  V: 
Sab  ¥a.    Es  ist; 

('1  n:(o) =.+(:.);    n:(o) =«_{;.). 

n  K(9)  =  9U''):       N."(»)-J-W- 

In  der  Tat,  es  ist: 

a(«)_a^W_o_W;        o  (») -TC  («)  -  «  (a). 
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Würde  nun  nicht  (*}  gelten,  so  wäre  nach  §  5,  Satz  IX: 

<.+  W>n:(<.);     a4«)>N:(o), 

und  daraus  durch  Addition: 

im  Widerspruche  mit  Satz  V.  Dadurch  ist  {*}  bewiesen,  und  ebenso 
beweist  man  (**)■ 

Satz  VI.  Der  Absolutzuwaehe^)  a{o)  der  Funktion  der 
Sprünge,  der  Zuwachs  ä(o^)  und  d{a_)  der  Funktion  der 
positiven  und  der  negativen  Sprünge  sind  rein-unstetige 
Mengenfunktionen. 

Wir  führen  den  Beweis  für  die  Funktion  der  Sprünge.  Ganz 
analog  verläuft  er  für  die  Funktionen  der  positiven  und  der  negativen 
Sprunge,  bei  denen,  da  sie  monoton  wachsen,  Zuwaehs  und  Absolut- 
zuwachs identisch  sind. 

Da  nach  Satz  III  g  von  endlicher  Variation,  so  auch  (§  5,  Satz  III) 
a^^f — (j.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  3*  das  Intervall  {a,h),  mit 
sa  die  Menge  der  Un  Stetigkeitspunkte  Xj^,x^,  ...,Xy, ...  von^in{a,6), 
so  haben  wir  zufolge  §  5,  Satz  XIII  unter  Benutzung  von  (18)  und 
Satz  IV: 
(19)     a  fö*,  ^)  =  2  { i  f W  -  fix.  -  0)  I  +  I  f K  +  0)  -  f (^.,)  I } ; 

andrerseits  ist  nach  Satz  IV  und  §  5,  Satz  XIV: 

I  «(a,<')=2«(is.„«) 

Aus  (19)  und  (20)  aber  folgt: 

«(9I,o)==«(3*,ö), 

und  somit  für  jede  zu  9(  fremde,  d.  h.  keinen  Un  Stetigkeitspunkt 
von  f  enthaltende  Menge  58  aus  («,&}: 

(21)  ß(58,o)=0. 

Nach  Satz  III  sind  aber  die  Un  Stetigkeitspunkte  von  f  in  (a,  b) 
identisch  mit  denen  von  o,  und  daher  nach  §  5,  Satz  XIV  auch  mit 
denen  von  g(o),  also  besagt  (21),  daß  a{o)  rein-unstetig  ist,  und 
Satz  VI  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  VI  folgern  wir: 

'■)   Und  somit  auch  Po sitivzu wachs,  Negativzu wachs  und  Zuwachs. 
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Satz  YII.  Die  Funktionell  <'+(a:)  und  o_(x)  können  nicht 
zerspalten  werden  in  zweimonoton  wachsende  Summanden, 
deren  einer  stetig  und  nicht  konstant  wäre. 

Angenommen  etwa,  es  wäre 

(22)  <,+  («)  =  />,(»)  +  *,W, 

WO  Aj(a:),  k^{x)  monoton  wachsend,  und  A,(a;)  stetig  und  nicht  konstant. 
Dann  gäbe  es  ein  Teüintervall 

3' =  («>') 

von  [«.&],  so  dalSi 

Nach  §  5,  Satz  XIII  ist  dann  auch: 

(23)  S  fö',  \)  =  a  fö',  ÄJ  =  h,  (h')  -  \  («')  >  0 . 
Aus  (22)  folgt  {§  1,  Satz  IX): 

Weü  Äj  monoton  wächst,  ist  hierin  d(h^)^0,  und  mithin: 

(24)  0  ^-^(Ai)^ -*("+)  ■ 

Ist  9t'  die  Menge  der  nach  {a',h')  fallenden  Unstetigkeitspunkte 
von  f,  und  8'  das  Komplement  von  üt'  zu  (a',b'),  so  ist: 

(25)  »5  (S',  K)  =  S  (%;  AJ  +  d  (33',  AJ. 

Naeh  Satz  IV  sind  die  Unstetigkeitspunkte  von  ff+  enthalten 
unter  denen  von  f.  Nach  §  5,  Satz  XIV  sind  demnach  auch  die  Un- 
stetigkeitspunkte von  i3(o+)  enthalten  unter  denen  von  f.  Also  ent- 
hält ^'  keinen  Unstetigkeitspunkt  von  5(ö+),  und  da  nach  Satz  VI 
d{o^)  rein-unstetig,   so   ist: 

d  {■?&■,  o^j^O, 
und  mithin  nach  (24)  auch: 

(26)  ä(S',AJ  =  0. 

Nach  §  5,  Satz  XIV  folgt  aus  der  Stetigkeit  von  k^  die  Stetig- 
keit der  Mengenfunktion  d  {h^) .  Also  ist,  da  9t'  abzählbar,  nach  Kap.  VI,. 
§3,  Satz  VI: 

(27)  ä(%',h^)^0. 
Aus  (25),  (26),  (27)  würde  aber  folgen: 

<i(S',AJ  =  0, 
im  Widerspruch  mit  (23).     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 
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Satz  YUI.  Ist  /■  von  endlicher  Variation  in  [a,  6],  so 
gelten  bei  jeder  Zerspaltung  von  f  in  zwei  Summanden 
endlicher  Variation: 

(28)  f-A+A' 

deren  einer  f^  stetig   ist  in   [a,h],  für  den  anderen  in  jedem 
TeilintervaÜe  [«',&']  von  {a,i]  die  Ungleichungen; 

(29)  ^'M^o+OT-otM;    Kiai^«-.m— -{«'). 

und  mithin  auchr 

(30)  AJtejäAjM. 

Wir  führen  den  Beweis  für  ein  in  («,6)  liegendes  Intervall  [a',b']^). 
Wir  setzen  wieder: 

3'-(«',i>'), 
bezeichnen  mit  W'  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  f  in  {«',  &'), 
mit  S9'  ihr  Komplement  zu  («',  ö'). 

Da  f^  stetig,  sind  Positiv-  und  Negativzuwacha  n{fj),  v(fj) 
stetige  Mengenfunktionen,  mithin,  da  9t'  abzählbar : 

(31)  ^(r,/;)=o;  v(r,Q^o. 

Aus  (28)  nun  folgt  nach  §  1,  Satz  VIII^): 

^  (?r,  f)  —  7i  {%',  Q  £  n  {S&',  4)  ^  ;t  (9f ,  f)  +  V  {%',  Q , 
also  wegen  (31): 
(33)  ji{t,Q^^{Sli',f), 

und  nach  Satz  IV  und  §  5,  Satz  XIV  ist  weiter: 

(38)  »(9I',fl-2{lrt»i.)-f(»'.-0)|  +  |f(!e.  +  0)-rt»:,)|} 


Ferner  ist,  weil  n{o^)  rein-unKtetig  (Satz  VI),  und  mithin 

(34)  ^(58',ö+)-=0 

ist,  gewiß : 

(36)  »(S',/:,)Jj"(Sä'.»J. 

'■)  Der  Fall,  daß  {a',V\  mit  [a,b\  einen  Endpunkt  gemein  tat,  wird  auf 
diesen  zurückgeführt,  indem  man  setzt;  f(a;)^=f(a)  für  x<,a,  f(x)^^flb) 
für  !r>6,  und  an  Stejle  von  [a,b]  ein  Intervall  [a*,b*]  mit  a*<a,  6*>6 
betrachtet, 

")  In  der  Tat,  aus  (38)  folgt: 

Wegen  f^^^f  —  /i  ist  weiter : 

« (r, «  s  » (si',  f)  +  ,  (w,  -  A)  — >  («',  n  +  '(«',  A)  ■ 
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Aue  (32),  (33),  (35)  aber  folgt: 

(36)  ^  (^',  /,)  =  n  (r,  Q  +  n  (35',  Q  >  n  (91'.  o^)  +  ^  (S',  «+)  =  n  (3', «.,). 
Naoh  §  6,  Satz  XIII  und  nach  Satz  IV  ist  nun  weiter: 

m  Tf; (f.) = »©', a + 1  a  k + o) - 1,  m  i + i  f,  (V) - c  (»-  ^ o)  i . 

(38)  n;:  K) - »(3'. "+)  +  W  +  ») - f M I  +  !/'('') - f(v - 0)  i . 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f^  aber  folgt  aus  (28): 

i  rt«'  +  0)  -  rt«')  I  -[f.  (<•'  +  0)  -  /,  M I ; 

\m  -  n»'  -  0) !  ~|ft  m  -  r,  (»'  - »)  i . 

Also  ergeben  (36),  (37)  und  (38): 

tT';(Öärt:(aJ_o46')-a4a'). 
womit   die  erste    Ungleichung   (29)   bewieaen.     Ebenso    beweist   man 
die  zweite. 

Aus   der  zweiten  Formel  (14)  folgt  sodann  (30),  und  Satz  VIII 
ist  bewiesen, 

§  8.  Rektitikation. 

Seien  x(t),  y(t]  zwei  in  ja,  6]  riefiaiertc  und  endliche  Funktionen.    Setzen 

(0)  );  =  *((),    y  =  y(t), 

60  wird  jeder  Punkt  t  von  [a,b]  abgebildet  auf  einen  Punkt  p{f)  des  9la  der 
(*>y)')-  Bezeichnen  wir  mit  ffi  die  Menge  aller  so  den  Punkten  Ton  [a.bl 
zugeordneten  Punkte  des  SR^,  so  ist  durch  (0)  eine  Durchlaufung  der  Menge  g 
gegeben. 

Sei  Z  eine  endliche  Zerlegung  von  [a,  b],  etwa: 

ct  =  f„<(i<...<(„_^<t„  =  6, 
und   sei  p,  der  durch  (0)  dem  Punkte  t,  zugeordnete  Punkt  des  [Rj.     Wir  be- 
aeichaeo  mit   53(2)  den  Streckenzug  pgp,  ...  Pj^_i  p„,  und  nennen  ihn  daa 
zur  Zerlegung  Z  gehörige  Näherungepolygon  der  Durohlaufung  (0)  von  CE. 
Seine  Länge  ist  gegeben  durch: 

L  (Z)  _  JjVl^if^'ilt^Sf+VylK^'i'it^iW- 

Man  erkennt  unmittelbar: 

Sata  I.     Ist  Z"  eine  Uateraeriegung  von  Z,  so  ist: 

„  L(Z)-^L(Z). 

')  Ganz  in  derselben  Weise  kann  die  Abbildung; 
«,_.,(()        (i_I.2,.,.,i) 
der  Strecke  [a,  b]  auf  eine  Punktmenge  des  Sfl^  betrauhtet  werden. 

33 
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Wir  definieren  nun;  Die  obere  Schranke  alier  L{Z)  (für  alle  möglichen 
endlichen  Zerlegungen  von  [a,b])  heiße  die  Länge')  der  Durohlaufung  (0) 
von  U,  in  Zeichen:  Aj(a!((),  y{t)).  Wir  dehnen  diese  Definition  auch  auf  den 
Fall  a^b  aus  durch  die  Feateetzung: 

A:(»(t),S(!))-0. 
Dann  gilt  der  Satz  r 

Satz  U.    Pur  jedes  c  auB  [a,6]  ist: 

Der  Beweis  ist  derselbe,  wie  für  g  4,  Satz  III.  —  Aus  Satz  II  folgt  un- 
mittelbar; 

Satz  III.    Ffir  jedes  Teilintervall  [a',b']  von  [a,h]  iet: 

Verstellen  wir  unter  Z  die  Zerlegung  von  [a.h],  deren  einziges  Zer- 
legungsinter vall  [a,b\  seibat  ist,  so  wird  L(Z)  die  Länge  r  (jy  (a),  y  (6))  der 
Verbindungsstreoke  der  Punkte  ji(a)  und  p(b),  und  aus  der  Definition  von  A* 
folgt: 

Satz  IV.  Die  Länge  der  Durchlaufung  (0)  der  Menge  E  ist  min- 
destens gleich  der  Länge  r  (p  {a) , p  (b)')  der  Verbindungsstrecke  der 
Punkte  p{a)  und  p{b). 

Wir  beweisen  nun  den  Hauptsatz  dieser  Theorie: 

SatzV.  Die  Länge  a;(«  (0,^(0)  der  Durchlauf  ung(O)  der  Menge  g 
ist  endlieh  dann  und  nur  dann,  wenn  jede  der  beiden  Funkfcionen 
x(t),y{t)  von  endlicher  Variation  in  [a,b]  ist. 

In  der  Tat,  aus  den  Ungleichungen: 


!„((,)_, (,,_,)!  I  Sy(»^{',)-'(',-i))-  +  (J«,)-»"('i-i))"S 

l"(<i)-'(<,-_,)l  +  l!((ti)-!/('(-,)i 
folgt,  wenn  wir  wieder  die  Bezeichnung  A{Z)  von  g  4,  S.  484  aufneiimen; 

^J|'^JIJ5}Si(Z)S^(2,>('))  +  ^(Z, !/('». 

und  mithin  für  die  oberen  Schranken: 

*?'■''**'"  UA^(*W,j,(f))äA^(a:(0)  +  A^(;/(t)), 


t  Satz  V  bewiesen  i: 


')  Historisches  über  diesen  Begrifi  ündet  man  bei  0,  Stolz,  Math.  Ann.  18 
(1881),  267f[.  Die  Definition  des  Testes  geht  zurück  auf  G.  Äsooli,  Rend. 
Lomb.  16  (1883),  851;  L.  Scheeffer,  Acta  math.  5  (1884),  51;  C.  Jordan, 
Cours  d'analyso  2.  M.,  1  (1893),  100.  VgL  auch  G.  Peano,  Äpplicazioni  geo- 
metriohe  del  oalcolo  infinitesimale  (1887),  161;  Kend.  Line.  (4)  6/1  (1890),  54; 
E.  Study,  Math.  Ann.  47  (1896),  314;  H.  Lebeague,  Ann.  di  mat.  (3)7(1902), 
282.  Eine  auf  anderer  Grandlage  ruhende  Definition  des  Begriffes  Länge  gibt 
E.  Schmidt,  Math.  Ann.  55  (1909),  163. 
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Hat  die  Durchlaufung  (0)  von  S  endliche  Länge,  so  haben  also  nach  §  5, 

X   die  Funktionen  x(t),  y(t)   in   [ö,  6]   nur   Unstet! gkeiten   erster  Art,   es 

also  die  einseitigen  (endliohen)  Grenzwerte  ;K(f  —  0),  x(t-\-0),  y{t  —  0), 

-\-0).    Wir    beaeiohnen  mit  p  (t^-0)  und  p  (t-j-0)  die  Punkte  der  Ko- 

(t—ö),  !/(*— 0)  bzw.  «((  +  0),  j/(f  +  0). 

Aus  Satz  III  folgt,  daß  A^  eine  in  [a,  b]  monoton  wachsende  Funktion  ist. 

ä  existieren  also  die  Grenzwerte'): 

A'~°=  lim  AJ-*;     A^+''==  lim  A^+''. 
s  gilt  für  sie  der  Sata": 

Satz  VI.    Ist  Aj;(a;(0, 2/(0)  endiioh, 
)      <-<"°  =  '-(p[i-0),i,(0);     A^-i-" 

In  der  Tat,  es  ist  nach  Satz  II; 
)  a'+''  —  A'  =  lim  / 


f^a  =  r(p(t+0),p{t)). 


Sei  i>  0  beliebig  gegeben  undZ  eine  Zerlegung  des  Intervallts  [t,  (  +  ^li  deren 
erster  Zerlegungspunkt  f,  so  nahe  an  t  liege,  daß: 

(3)  |^(j.(i,),p(l))-'(i.(i+0),r(i))|<.. 

Bedeuteti  (2)dieLänge  des  zu  .Z  gehörigen  NähenmgBpolygones,  ao   iüt  dann: 

i(Z)Jr(i>(l,),,(l))>.-(p(l+0),,(t))-., 
woraus,  da  r  >  0  beliebig  war,  sofort  folgt: 

und  somit  wegen  (2)  auch: 

(4)  K*°-f^lkr(p(t  +  0),p(t)). 

Wegen    der  Existenz  des  Grenzwertes  A^"^°   gibt  es   ein   jj  >  0,   so  daß: 
(f.)  a;+*,<*     für  l}<li'<h^>i. 

Sei  sodann  Z   eine   beliebige  Zerlegung  von  [f,t-\-h].     Wir  schalten  zwischen 
ihren  ersten  Zerlegungspunkt  und  t  einen    neuen   Zerlegungspunkt  i,  ein,    für 
den  f8)  gelte.     Für  die  so  entstehende  Zerlegung  Z'  gilt  nach  Satx  I: 
1,6]  LiZ')>L(Z) 

Wegen  (3)  und  (5)  aber  ist  offenbar: 

(7)  L(Z')<rip(t+li).p(t))  +  e-\-^'+''<r{v(t  +  0),p(t))  +  2.. 

Es  ist  also  anfolge  (6)  und  (7)  für  jede  Zerlegung  Z  von  [t,{-|-ftj 
.    L(Z)<r{p(t+<i),p(t))  +  2s, 


Ai-+''£r(p{t  +  (}),p{t))-\-2i:    für  0<h^t/. 


')  Für   x^a  und   x--li   kommt   i 


äiner  dieser   Grenzwert«  in 
!  dieser  Formeln,  in  Frage. 
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11  (2)  folgt  daraus,  da  e>  0  beliebig  war; 

und  ebenso  he- 


Satz  VII').     Sind   x{t)   und   y  (t)   beaciiränfct    und   nur   von  erster 
Art    unstetig    in   [a,b],    so    gilt    für  die    ausgezeichnete   Folge   {Z,} 
endlicher  Zerlegungen  von  [a,b]  die  Beziehung: 
(')  ^l(x<t),y{t))  =  ]imL(Z^), 

falls  jeder  Punkt  (von  (a,6),  für  den  ^{i)  nicht  auf  der  Verbindungs- 
atreckc  von  p(t  —  (l)  und  p{t  +  Q)  liegt,  in  fast  allen  Z^  als  Zer- 
iegungspunkt  auftritt. 

In  der  Tat,  zu  jedem  5  <  Aj|(a;  (t) ,  51  (f))  gibt  es  eine  endliclie  Zerlegung  Z 
TOn  [a,  b],  so  daJJ: 

LiZ)>q. 
Wir  bilden  die  Produktzerlegung; 

Z'^^Z-Z,.. 
Nach  Satz  I  ist  dann  auch: 

(•*)  i(2;)>3- 

Seien :  tj'''  <  4"'  <  -  ■  ■  < **' 

diejenigen  unter  den  ZerJegunpp unkten  von  Z,  die  nicht  zugleich,  Zerlegangs- 
punkte  von  Z^  sind.   Ist  n  die  Anzahl  der  Zerlegungspunkte  von  Z,  so  iat  dann: 

Seienfj'''  und  ty'  der  dem  Punkte  ('-'''  unmittelbar  vorangehende  und  nach- 
folgende Zerlegungspunkt  von  Z,..  Da  {^»}  eine  ausgezeichnete  Zoriegungs- 
folge,  ist  für  fast  alle  v: 

1 J''  <  f^'''  <ft*  <i  P  <  tp  <if<...<  t%l  <  t%l  <  ?W, 
und  es  wird: 

Infolgedessen  ist,  bei  beliebigem  e>-0,  für  fast  alle  v. 

K 
("•)L(Z,',}-L(2,)<2{r(p{iJ-l),i'(t<"-0))  +  r(p(f('l  +  0),i)(ff)) 

~r(p(tt')  +  0),i.((W~0))}  +  .. 
Da  die  Punkte  vf>  nicht  Zerleguugspunkte  von  Z^  sind,  Ijegen  nun  nach 
Annahme  für  fast  aHe  v  die  Punkte  p  (tj'^)  auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte 
j,((J'')_0)  und  p[((>^<S),  so  daß: 


')  L.  Scheeffer,  Acta  math.  5  (1884),  51. 
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Es  lautet  also  (***): 

L  (2;)  —  L  {Z;i  <  s    £Ür  fast  alle  v. 
Aus  (**)  folgt  also: 

L{ZJ>q  —  s      für  fast  »lie  !>, 

und  da  hierill  2  <  A*(iK((),y(t))  und  e>0  beliebig  waren,  ist; 
lim  L  (Z;)  ^  Ali  x{t),y{t)). 

iiricl  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Als  Spezialfall  vom  Satz  VII  erhalten  wir: 

Satz  Till.  Sind  x(t)  und  y{t)  beschränkt  und  nur  von  erster 
Art  unstetig  in  [a,&],  und  liegt  für  jedes  (  von  (o,6)  der  Punkt  ii(f) 
auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  ^(t  —  O)  und  p{t-\-ü),  so 
gilt  (*)  für  jede  auagezeiohnete  Folge  {Z^  endlicher  Zerlegungen 
von  [aM- 

Wie  Satz  VII  von  %  6  folgert  man  daraus  weiter: 

8abt  IX.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  VIII  gibt  es  zu 
jeder  Zahl  q: 

?<Aj(^-(SJ,y(()) 

ein   (I>0,   so   daß   für   jede   endliche   Zerlegung  Z   von  [ü,ö],   deren 

SatzX.  Ist  h\{x(t).y{t))  endlich,  so  ist,  damit  für  die  ausge- 
zeichnete Folge  {Z;)  endiioher  Zerlegungen  von  [a,&]  (*)  gelte, 
nutwendig,  daß  jeder  Punkt  t  von  (a,  h),  für  den  p  (t)  nicht  auf  der 
VerbindungBstrecke  von  p[t  — 0)  und  p{t-\-ü)  liegt,  in  fast  allen  Z^ 
Zerlegungap  inkt  fei 

Angenommen  m  ici  Tat  für  den  Punkt  t  von  ta  b)  liege  p(t  )  zu  ht 
auf  der  \  erbmdungastri,cke  lon  j  (t  ^Ul  md  jj  (C-l-O)  und  es  komme  f  in 
unendlich  iielen  Zeilegingen  von  {2^}  nicht  als  Zerlegungspunkt  voi  Wir 
k  nnen  oj  i  e  weiteies  annehmen  dies  se:  für  alle  ^^  dei  Fall  Se  en  t  und  f 
der  dem  Punkte  t  unmittelbar  i  oran gehende  und  nachfolgende  Zejiegungs 
punkt  von  /"j,  und  sei  Z  die  ais  Z^  durch  Hmzufugung  \on  f  entstehende 
Zerlegung      Dann  i  t 

L(Z^j~L{Z;)-,(p(f    2{f  >)  +  'ij{t<-)  P(t>)-~^{p(t.)  pt  )] 
und  somit; 

-r{p(!'  +  O),,(i'-0)), 
und  hierin  hat  nach  Voraussetzung  die  rechte  Seite  einen  Wert  ??  >  Ü;  und  da: 

AS(«(e).y('))Äi(^.)    f^ralie  .•, 
so   folgt  aus  (\*y. 

AS(a;(l),«y(f))äJ:(ZJH-|    für  fast  alle  v, 
so  daß  (*)  nicht  gelten  kann.    Damit  istSatz  X  bewiesen. 
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§  9.    Länge  eines  stetigen  Kurrenbogens. 

Sind  die  beiden  Punktionen  x(t),y{t)  endlieh  und  stetig  in  [a,b],  und 
ist  wieder  S  die  Menge  aller  Punkte  (x,^)  des  ?R^,  auf  die  \a,b]  abgebildet 
wird  durch; 

(0)  x-^x(t),    y^y(t), 

ao  heißt  S  ein  stetiger  Kurvenbogen,  die  Länge  A^(k((),  ;/(f))  der  Durch- 
laufung (0)  von  ß  heißt  die  Lange  des  Bogens  [a,6J  der  Kurve  (0)").  Aus 
§  8,  Satz.  VI  folgt: 

Satzl.  Hat  der  Bogen  [a,b]  der  stetigen  Kurte  (0)  endliche 
Länge,  so  ist  ^i{»:{t),yit))  eine  in  [a,b]  monoton  wftohsende  stetige 
Funktion  von  t. 

Aus  Satz  VIII  von  g  8  entnelimon  wir,  daß,  wenn  (0)  einen  stetigen 
Kurvenhogen  bedeutet,  für  jede  ausgezeichnete  Folge  {2,,J  endlicher  Zer- 
legungen; 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  hierin  die  Beschränkung  auf  endliche  Zer- 
legungen fallen  gelassen  werden  kann.  Sind  (x'f,x'/)  ((  =  1,3,...)  die  Zer- 
legungsintervalle der  unendlichen  Zerlegung  Z  von  [a,b]  (§  6,  S,  509),  so 
setzen  wir; 

I  (z)  -  2  v'C«») -"!((.-,))■  +  <!/(«  ^(QF- 

In  Analogie  zu  Satz  IX  von  §  6  beweisen  wir  zunäohat: 

Satz  11.  Ist  (OXoin  in  [a,b]  stetiger  Kurvenbogen,  und  ist  s>0 
beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder  Zerlegung  Z  von  [a,b]  der 
Norm  d,  für  die  L(Z)  endlioh  ist,  eine  endliche  Zerlegung  Z'  der 
Norm  d.  so  daöt 

L{Z')<L(Z)  +  e. 

Seien  (,,  (j, . .  .,  f^, .  .  .  die  sämtlichen  Zerlegungspunkfce  von  Z.  Wir  um- 
geben t^  mit  einem  Intervall  [t^  —  ^»i^^  +  ^Ji  "O  Ä^^^  und  ferner  so  klein  ge- 
wählt Bei,   daß   für  die   Biidpunkte   je   zweier   Punkte  t',t"   dieses  Intorvallea : 

Durch  ganz  dieselben  Überlegungen  wie  beim  Beweise  vou  g  6,  Satz  IX  er- 
halten wir  sodann  die  gewünschte  eadliohe  Zerlegung  Z'. 

Satz  III.  Ist  (0)  ein  in  [a,b]  stetiger  Kurvenbogen,  so  gilt  für 
jede  ausgezeichnete  Folge  {Z,}  endlicher  oder  unendlicher  Zer- 
legungen von  [a,b]: 

Al(x{t),y(t))^]imL(ZJ. 

Der  Bewei.?  hierfür  ist  völlig  derselbe  wie  für  Satz  X  von  §  6. 

')  Man  beachte,  daß  nicht  dem  Kurvenbogen  E  als  solchem  eine  Länge 
zukommt,  sondern  erst  einer  gegebenen  Durohlaufung  des  Kurvenbogens. 
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Daraus  folgt  unmittelbar: 

SutKiV.     Ist  (0)   ein  in   [a,b]   stetiger   Kurvenbogen,   so   gibt   ea 
zu  jeder  Zahl  g: 

ein  d>0,  ao  daß   für  jede   (endlioho  oder  unendliche)  Zerlegung  Z 
von  [a,h],  deren  Norm  ^  (f  iafc: 

L(Z)>q. 
15s  seien  durcli 
(00)  x^x{t),y^y{f)     und     K:  =  x,if),  y  =  y,(t) 

zwei  in  [a,b]  stetige  Kurvenbögen  gegeben.    Die  obere  Schranke  in  [a,b\  von 

bezeichnen  wir  als  die    Abweichung    der  beiden   Kurvenbögen  (00).     Wir 

sagen:  die  Folge  in  [a,b\  stetiger  Kurvenbögen 

{%0)  *  =  ^„((),    V=-tfJt)       (.■  =  1,2,..0 

konvergiert  gegen  den  in  [a,b]  stetigen  Kurvenbogen: 

(0%)  x^^x{t),     y^yit), 

r  Bögen  [^q^)  vom  Bogen  [q  o)  ^'^  Boiiehung 


Dann  ist  für  jedes  (    aus  [i!,6]; 

(OOO)  x{t)^  lim  x^{i),     i,{()  =  !im  y^(t). 

Es  gilt  der  Satz; 

Satz  V).  Konvergiert  die  Folge  der  in  [a,b]  stetigen  Kurven- 
bögen  (V)   gegen  den   in   [a,b]  stetigen  Kurvenbogen  (o^o),   so  ist=)r 

Angenommen  in  der  Tat,  (•)  wäre  niolit  ertÜilt,  d,  h.  es  wäre: 
lim^'Jx,.{t).y^\t))<^l(x{t),y{t)). 

')  Betrachtet  man  die  Länge  eines  Knrvenbogons  als  Funktion  dieses 
Kurvenbogens,  so  besagt  der  Satz,  daß  die  Länge  eine  unterhalb  stetige 
Kurven funktion  ist. 

^  Daß  in  (*)  nicht  stets  das  Zeichen  =  gilt,  zeigt  folgendes  Beispiel:  Sei 
in  (A) 
und  sei  in  i^°) 

«.(')  =  ^  !/,.(()=  ''"ii:]'.    Z  +  i    i  +  ii        (^  =  0,1,...,.— 1). 

Dann  ist: 

Aj  (*((> .  y  (t;)  --  U         A  J  ix,,  (i) , !/,  (())  -  v'  '^ . 
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Indem  wir  nötigonfalls  zu  einer  Teilfolge  übergehea,  können  wir  geradezu  an- 
nehmet!; 

Dann  gibt  es  auch  ein  e>0  und  eine  endliche  Zerlegung  2  von  [a,b],  hervor- 
gerufen etwa  durch  die  Punkte; 

a  =  f„  <  (,  <  (3  <  . . .  <  f^_j  <f  (^  =  6, 

so  daß,  ;Weiia  L  [Z)  die  Länge  des  zur  Zerlegung  Z  gehörigen  Näherungspojy- 

gones  an  den  Kurvenbogen  (0*^0)  bedeutet: 

^-^^—^  (*•)  \jmK\{x^{t),y^{t))<L{Z)~e. 

r  Seien  jjj  und  p^'  [Fig.  18)   die  dem  Zerlegungspunkte  tj; 

entsprechenden  Punkte  der  Kurve  (0^0)  |und  der  Kurve  (*'o  )  ■ 
Dann  ist  wegen   (000): 

(***)  »'(i'fc.J'i')'^  2~  ^""^  ^^^*  ^"^  '■ 

('S-  lo-  jjy,i  iat  (**)  gleichbedeutend  mit; 

2A^^^„(<),;/,W)  +  s<2r(pj,_i,Pj}    für  fast  alle  v. 
Wegen  {***)  ist  also  auch; 

Und  da:  ,,        ,  , 

würde  aus  C**)  folgen,  daß  mindestens  eine  der  n  Ungleichungen   besteht: 

»"(Pi-i'-Pl'')  +  »■  iPk-i'Pk-i)  +  '■  (-Pf  'P't)  <  *"  i^k-i'Pk)  • 
was  unmöglich  ist.    Damit  ist  Sata  V  bewiesen. 

Wir  wollen  noch  den  Zusammenhang  herstellen  zwischen  dem  BegriSe 
der  Länge  eines  Kurvenbogens  und  dem  Begriffe  des  linearen  Inhaltes 
(Kap.  VI,  §  8,  S.  461).     Wir  gehen  aus  von  dem  Satze: 

Satz  VI.  Ist  S  eine  abgeschlossene  und  zusammenhängende, 
die  Punkte  p  und  q  enthaltende  Punktmengo  des  %'■),  die  nicht 
mit  der  Verhindungsstrecke  vonjj  und  5  identisch  ist,  so  ist: 

Beim  Beweise  komien  wir  da  für  eine  nicht  beschrankte  Menge  (i  offen- 
bar /ii  (E)  =  -[-  OD  ist    ol  ne  weiteres  annehmen    S  nei  bcJchrankt      Ange     mmen 

Zufolge  der  Dthnition  dts  linearen  Inhaltes  ^iht  es  dann   ^u  jedem    ,  ,    0  ein 
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System  von  Kreisgeliieten  mit  Durohmeseern  <!»;,  derart,  daß  ©  enthalten  ist 
in  der  Vereinigung  dieser  Kreiagebiete,  und  daß  die  Summe  der  Durchmesser 
aller  dieser  Kreisgebiete  <.r(p,q)-\-i  ist. 

Naflli  dem  Borelsehen  Theoreme  (Kap.  I,  %  6,  Satz  I)  gibt  es  unter, 
diesen  Kreiagebieten  endlich  viele  S,,Ss, . . ,  ,S;,,  in  deren  Vereinigung  E  ent- 
halten ist.    Für  die  Summe  S  der  DurchmeBser  der  %  gilt: 

(t)  ^<r(p,q)  +  ri. 

Weil  d  zusammenhängend,  so  auch  die  Vereinigung  derSj. 

Nach  VoraUBBetzung  enthält  K  einen  nicht  auf  der  Strecke  pq  liegenden 
Punkt  a.  Unter  den  Kreisen  Si  können  die  Kreise  S',  S^...,S'  so  heraus- 
gegriffen werden,  daß  keine  zwei  identisch  sind,  je  zwei  in  dieser  Eeikenfolgo 
benachbarte  einen  Punkt  gemein  haben,  und  S'  den  Punkt  f,  S'  den  Punkt  s 
enthält.  Sobald  »j  hinlänglich  klein,  kann  S'  den  Punkt  q  nicht  enthalten. 
Dann  gibt  es  unter  den  S^  weitere,  untereinander  und  von  St\  S^,  .  ,  .,  S*  ver- 
schiedene S'  +  lj  ...,  W"'  so  daß  ]0  zwei  in  dieser  Reihenfolge  beanäwshbarte  einen 
Punkt  gemein  haben,  8*+'  mit  einem  der  Kreise  ffi%S*,...,ffii,  etwa  mit  ä'> 
einen  Punkt  gemein  hat,  und  S™  den  Punkt  q  enthält. 

Sei  0,  (i  =  !,2,.  .  .,m)    der  Mittelpunkt   von  ^.    Dann   ist,    da   die  Vor- 
einigung   der    Strecken    po^,  o^o,,  OjOj,...,  oj.-io;,  ojs,  osoj+i,    o(+i  o;+ä, -■-, 
Om—iOia,0mq    einen  zusammenhängenden   Streokeazug   bildet,    der  die  Punkte 
p  und  g,  und  den  nicht  auf  pq  liegenden  Punkt  s  enthält: 
r{p,o,)  +  T{o„o,)-i^...  +  r(ot-i.ot)  +  r{oi,s)  +  r(oA.oi  +  0+r(otA,oi+2)  +  ... 

+  r{om-i,  Om)  +  r{oni,  q)>  r(p,  q)  +  C, 
wo  i  eine  (von  i/  unabhängige)  positive  Zahi  bedeutet.     Da  hierin: 
'■(P.OiX'7.    /(oj, «)<';,    r{Oh,oi  +  {j<>j,    T{o,ti,q)<v, 
foigt  daraus: 

(tt)  r(o„ö,)  +  ,..  +  r(o;._i,o,)  +  Ko(  +  j,<.m)  +  ..-  +  '-('>».-i,ö™) 

>r{v,q)-{-i;  —  ^r,. 

Andererseits  ist  wegen  (+): 

(ttt)''(o.,oJ-f...-f>'(oi-i,f'i)  +  r(o;  +  i,oi  +  a)+.-.  +  r(o™_i,o™)<f(j),g)  +  ^. 

Wählen  wir  »i<.-:i,  so  widersprechen  sich  (tt)  und  (ttt)-  D^-mit  ist  Satz  VI 
bewiesen. 

Satz  Vn.»)  Ist  e  die  Menge  aller  Punkte  des  stetigen  Kurven- 
bogen«: 

(1)  x=^x{t),     y  =  y{t}     ia^t^b), 

und  ist  die  Abbildung  (1)  von  [«,6]  auf  IS  oinetndeutig'),  so  ist: 
,i,{<t)  =  ^lix{t}, y(t)). 

in  der  Tat,  sei  Z  eine  Zerlegung  von  [ü,b]'  etwa  gegeben  durch; 
(»  =  io<*i<  ■-■<*„^i  <*„  =  *■ 

■)  C.  Carath6odorj,  Gott.  Nachr.  1914,  424, 

°)  Wie  der  Beweis  zeigt,  kann  diese  Bedingung  auch  ersetzt  werden  durch 
die  folgende:  Für  die  Menge  S'  aller  Punkte  von  g,  denen  vermöge  (1)  mehr 
als  ein  (  aus  [a,  b]  entspricht,  gilt  u,  (S")  =  0. 
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Ist  p,  der  dem  Punkte  ti  entsprechende  Punkt  von  ß,  so  ist  die  Lärige  des 
7,ur  Zerlegung  Z  gehörigen  Näherungapolygoues  gegeben  durch: 

(2)  i(Z)-2'l>i-J,K). 

Ist  E,-  der  dam  Teilintervalle  ['j-ii*;]  entsprechende  Teil  von  S,  ao  ist,  da 
wegen  der  Ejneitideutigkeit  der  Abbildung  (1)  je  zwei  S,  höchstens  einen  Punkt 
gemein  haben: 

(3)  ft(S)-ift(6.). 
Naoh  Satz  VI   ist; 

(1)  ft(I.-)if(A-,.P,)- 

Aus  (2),  (3),  (4)  aber  folgt; 

und   da  Z  eine   beliebige   endliche  Zerlegung  von   [a,  b]   war,   ist   daher  auch  ; 

,,(i)aA;(.(!),s(i)). 

Es  ist  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  auch; 

Dies  bedarf  eines  Beweises  nur,  wenn  A*(E(f), j;(())  endlich,  und  in  dem 
Falle  genügt  es,  zu  zeigen: 

Zu  jedem  e  >  0  and  s  >  0  gibt  os  eine  endhche  Anzahl  von  Kreiege- 
bieten  mit  Durohmossorn  <e,  in  deren  Vereinigung  S  enthalten  ist,  und 
deren  Dutohmosser  eine  Summe  S  haben,  die  der  Ungleichung  genügt: 

Sei  also  n  so  groß  gewählt,  daß; 

Wir  bezeichnen  mit  ti  (i  =  0, 1,2, , ..,  2ji)  die  Punkte  von  [a.b],  für  die: 

mit  p,  die  vermöge  (1}  entapreohenden  Punkte  von  S,     Dann  ist: 

Besohreiben  wir  also  um  joden  Punkt  Pai_i  (i^  1,  »i,  ■■  ■  >")  ein  Kreisgebiet  S, 
vom  Radius: 

ao  Hegt  der  dem  Intervalle  ifg(_a,*2j]  entsprechende  Teil  von  IS  in  Si,  mithin 

e  in'Si4-^a  +  -"4-SiV„  und  für  die  Summe  .3  der  Durchmesser  der H,  gilt  (fi). 
Damit  ist  (5)  nachgewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  VII  beendet. 
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§  10.    Totalstetige  FunktioDen. 

Die  im  offenen  Intervalle  {a,b)  definierte  und  endliche  Funk- 
tion f{x)  heißt  totalstetig  in  {a,h),  wenn  sie  von  totalstetigem 
Absolutzu  wachse  in  («,6)  ißt  (§2,  S.  474),  d.h.  wenn  ihr  Äbaolut- 
zuwache  totalstetig  ist  nach  dem  hnearen  Inhalt  ß^  im  o-Körper 
alier  Boreischen,  und  mithin  auch')  im  o-Körper  aller  eindimensional- 
meßbaren  Mengen  von  (a,6). 

Sei  die  Funktion  f{x)  definiert  und  endlieh  im  abgeschlossenen 
Intervalle   [a,h\.     Wir  dehnen   ihre    Definition    auf   ein   [«,?>]    ent- 
haltendes offenes  Intervall  (c, </)  aus  durch  die  Festsetzung: 
(0)  f{x)  =  m    für  a: < a;     f{x)  =  f{b)   für  x>h, 

und    nennen   f[x)   totalstetig   in    [a,h],    wenn   die   so   erweiterte 
Funktion  totalstetig  in  {c,d)  ist. 

Satz  I.  Ist  fix)  totalstetig  in  {a,h),  so  auch  in  jedem 
abgeschlossenen  Teilintervall  [«',ft']  von  (a,Ö). 

Sei  in  der  Tat  f{x)  die  Funktion,  die  in  [a',h']  mit  /'  überein- 
stimmt, während: 

f(x)^f(a-)    im  x<a';     f{x)  =  f{i/)    fürar>&'. 

Da  offenbar  zu  jedem  Intervallsysteme  S  aus  (a,  b)  ein  (in  ©  enthal- 
tenes) Intervallsystem  S  aus  {a,h)  gefunden  werden  kann,   so  daß^): 

A{^,f)>A{ßJ}, 
ist  zunächst^)  für  jede  offene  Menge  D  aus  {a,b): 

«(0./)>«(0,Ö, 
und  daher  weiter  für  jede  Menge  %  aus  {a,b): 

a{%,'f)^a[%f). 
Ist  also  (;(9i,/')  totalatetig  nach  /a^,  so  erst  recht  a{Sll,f),  das  aber, 
heißt:  f  ist  totalstetig  in  [a',6'],  wie  behauptet. 
Es  folgt  nun  unmittelbar  auch: 

Satz  II.  ist  fix)  totalatetig  in  [a,b\,  so  auch  in  jedem 
Teilintorvalle  von  [«,?»]. 

Safe  m.  Ist  die  Funktion  f{x)  totalstetig  in  {a,b],  so 
ist  sie  auch  von  endlicher  Variation  in  [a,b]. 

')  Vgl.  S.  474,  Fußn.  '). 

=)  Man  hat  nur,  falls  a'   (oder  b')  innerer  Punkt  eines  Intervallea    von  @ 
ssL   dieses  Intervall  durch  a'  (baw,  &*)  in  Kwei  Teiüntervalle  zu  zerlegen. 
=)  Zufolge  der  Definition  von  «  (§  1,  S.  467). 
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Sei  in  der  Tat  f  erweitert  auf  das  {a,b\  enthaltende  Inter- 
vall [c,ä)  gemäß  (O).  Dann  ist  der  Ab solutzu wachs  a  von  f  total- 
stetig nach  /ij  und  mithin  auch  stetig  im  ö-KÖrper  aller  /*j^-meß- 
baren  Mengen  aus  {c,d).  Nach  §  2,  Satz  H  (wobei  unter  (S  das 
Intervall  {c,  d)  zu  verstehen  ist)  ist  dann  der  Abs olutzu wachs  von  f 
in  [a,  b]  und  mithin  auch  in  («,  b)  endlich.  Nach  §  5,  Satz  XII 
ist  also  f  von  endhcher  Variation  in  [a,  6],  und  Satz  HI  ist  be- 
wiesen. 

Satz  IV.  Ist  die  Funktion  fix)  totalstetig  in  [a,&],  so 
ist  sie  auch  stetig  in  [«,&]. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  ist  /  von  endlicher  Variation,  daher 
nach  §  5,  Satz  X  nur  von  erster  Art  unstetig  in  [a,  h] .  Gäbe  es 
nun  einen  Unstetigkeitspunkt  x  von  f,  so  wäre  dort  mindestens 
eine  der  Ungleichungen  erfüllt; 

f(^~o]  +  f{<,y.    rt.  +  o)  +  /-w. 

Nach  §  5,  Satz  XIV  wäre  also  für  die  nur  aus  dem  Punkte  x  be- 
stehende Menge  IS^: 

"(läJ  +  O, 

entgegen  der  Annahme,  daß  der  Abs olutzu wachs  a  von  f  eine  nach 
H^  totaletetige  Mengenfunktion  ist. 

Satz  V.  Ist  die  Funktion  f{x)  stetig  und  von  endlicher 
Variation  in  [a,&],  totalstetig  in  {a,h),  so  ist  sie  a\ich  total- 
stetig in  [a,h]. 

Zum    Beweise   erweitern   wir   f  gemäß   (0)    auf   ein   [a.h]   ent- 
haltendes Intervall  {e,d).     Ist  ß   der   Abs  olutzu  wachs   von    f,   so   ist 
nach   Annahme    für   jede    Menge  91   aus   {a,b),    für    die  /ij(9l)  =  0 
ist,    auch : 
(00)  ft(?t)-=0. 

und  offenbar  gilt  (00)  auch  für  jede  Menge  aus  (c,a)  oder  aus  (h.d); 
mithin  gilt  (00)  für  jede  Menge  aus  (c,d),  für  die  ^i(9l)  =  0  ist, 
und  die  keinen  der  beiden  Punkte  a  und  h  enthält.  Weil  /'  stetig 
in  a  und  h,  ist  aber  nach  §  5,  Satz  XIV: 

o(e.)-0;     ccft)-0. 

Es  gilt  also  (00)  für  jede  Menge  aus  {c,d),  für  die  /(^(§t)  =  0  ist, 
d.  h.  ea  ist  f  totalstetig  in  {c,d)  und  mithin  in  [«,&].  Damit  ist 
Satz  V  bewiesen. 

Beispiele  von  Funktionen,  die  in  einem  Intervalle  [a,b]  stetig 
und  von  endlicher  Variation,  aber  nicht  totaistetig  sind,  werden  wir 
in  §  12  kennen  lernen. 
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Sei  S  ein  Intervailsy stein  aus  [«,&].  Sind  [a^v,»:"]  {v=^l,2,...) 
die  Intervalle  von  S,  so  setzen  wir^): 

z)(s)=2(f(rf)-f(«;))- 

Äua  §  2,  Satz  V  entnehmen  wir  dann: 

Satz  VI.    Damit  f  totaletetig  sei  in  [a,b],  ist  notwendig 
und   hinreichend,   daß   für  jede  Folge  {©„}  von  endlichen^) 
Intervallsyatemen  aus  [a,b],  für  die: 
Ihn  ^,  (©„)  =  0 

ist,  auch  die  Beziehung  gelte: 

(*)  lim^(©„)  =  0. 

Daraus  folgern  wir  weiter: 

Sata  Vn^).  Damit  f  totalstetig  sei  in  [a,b],  ist  notwen- 
dig und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  «>-0  ein  e^-O  gibt 
derart,  daß  für  jedes  der  Ungleichung: 

genügende  endliche^)   Intervallsystem  ©  aus  [a,b]    die   Un- 
gleiohung  bestehe: 

n  .!(©)<.. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie  sei 
nicht  erfüllt ;  dann  gibt  es  ein  e  >  0  und  eine  Folge  endlicher  Inter- 
vallsysteme {©^  aus  [«,ö],  so  daß: 

ft(S.)<^    ^  (©.)>.. 

Also  kann  f  nach  Satz  VI  nicht  totalstetig  sein. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist 
auch  die  Bedingung  von  Sata  VI  erfüllt. 

Aus  §  2,  Satz  VI  entnehmen  wir  sofort: 

Satz  VIII.     In  Satz  VI   kann  (*)  ersetzt  werden  durch: 
limz((©J  =  0. 

')  Vgl.  g  I,  S.  467, 

")  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weitcroa  wegbleiben. 
')  Durch   die  in   diesem   Satze    ausgesprochene    Eigenschaft   wurden    die 
totalatetigen  Punktionen  zuerst  definiert:   G.  Vitali,   Atti  Tor.  40  (1905),  753. 
*)  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben. 
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Ebenso  wie  Satz  VII  beweisen  wir  sodann; 

Satz  IX.     In  Satz  VII  kann  (**)  ersetzt  werden  durch^): 

h4(S)|<.. 
Wie  in  §  3  (S.  480)  nennen  wir  eine  Folge  {©„}  von  Intervall- 
syetemen  aua  [a,b]  ausgezeichnet,  wenn; 
lim/ij  (S„)  =  i(  —  a, 

und  wenn  es  eine  Norm   d^  von  ©,,  gibt,  ao  daß: 

Aus  §3,  Satz  I,  zusammen  mit  §  5,  Satz  XIII  entnehmen  wir  dann: 
Satz  X.     Ist   f  totalstetig  in   [a,&],  so  gilt  für  jede  aus- 
gezeichnete-Folge  {©„}  von  Intervallsystemen  aus  [a,h]: 

n^(/-)  =  IimP(©J;      NS{/)-=lim^((3j;     Alifj^lim  Ä{®J. 

Satz  XI.  Ist  f{x)  totalstetig  in  [a,h],  so  sind  auch  Aa{/), 
n^{/'),  K{f)  m  [a  '']  totalstetige  Funktionen  von  x. 

Es  wird  genügen  dies  für  Aa  nachzuweisen ,  da  es  dann  für 
Ha,  Na  von  selbst  folgt  Wir  dehnen  die  Definition  von  f(x)  über 
[a,b]  hinauf  aus  gemäß  (O)  (8.  523)  und  definieren  eine  Funktion  g(x) 
durch: 

g(x)  =  Aaif)  ^"  [<hb];  g[x)^=0  für  x^a;  </ (a;)  =  A« (f)  für  x^b. 
Wae  wir  zu  zeigen  haben,  ist;  der  Absolutzuwachs  a(ßj  ist  eine 
nach  fi^  totalstetige  Mengenfunktion, 

Nun  ist  offenbar  für  jedes  Intervall   ^^(x',x"y. 

"(3,s)-A-"(/)-«(3,f). 

Da  also  Absolutzu wachs  von  f  und  g  für  alle  Intervalle  überein- 
stimmen, so  stimmen  sie  gemäß  ihrer  Definition  {§  1,  S.  468)  für  all  e 
Mengen  überein,  und  da  ß(9I, /')  totalstetig  nach  /t^  ist,  so  auch 
h(9I,5).     Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Aus  Satz  XI  zusammen  mit  Satz  VIII  von  §  6  folgt: 
Satz  XII.     Jede  in  [a,h]  totalstetige  Funktion  ist  Diffe- 
renz   zweier    in     [a,b]     monoton     wachsender    totalstetiger 
Funktionen. 

')  Ersetzt  man  die  folgende  Ungleichung  durch  A  (©)  <  »,  bzw.  J  (©)  >  —  f, 
■scf  entstehen  dio  Begriffe  der  nach  ohen,  bzw,  naoh  unten  totalstetigen 
Funktionen,  mit  denen  sich  (unter  dem  Namen  „upper  (lower)  semiintegrala") 
W.  H.  Young  beschäftigt  hat:  Lond.  Proe.  (2)  9  (1911),  286 ff. 
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Satz  XIII.     Sind    f^    und    f^   totalstetig   in   [a,b],    eo  auch 

A  +  4- 

In  der  Tat,  wegen: 

I  if,  M+f,  («"))-a !.'')+(,  M)  läi  /.  i'"}-fi  M  \+\f,  (^")  -/.(«') 

ist  für  jedes  Intervallsystem  ©„: 

Aus: 

lim  ^  (©„ ,  ^J  =  0 ;     lim  A  (©„ ,  fj  =  0 

folgt  also  auch: 

lim4(@„,f,-f-fj  =  0, 

woraus  im  Hinblick  auf  Satz  VI  die  Behauptung  von  Satz  XIII 
foigt. 

Ganz  ebenso  beweist  man,  indem  man  sich  auf  die  Unglei- 
chungen (3),  (4),  (5),  (6)  von  §  4  (S.  489)  stützt,  die  Sätze: 

,Satz  XIV.  Sind  f^  und  /;,  totalstetig  in  [a,b],  so  auch 
f,-f^^  und,  falls  f„_  +  0  ist,  auch  ^. 

Satz  XV.     Ist  /■  totalstetig  in  [a,b],  so  auch  |fj. 

Satz  XVI.  Sind  f^,  f^,...,  4  totalstetig  in  [a,^],  und  ist 
fder  größte  (kleinste)  unter  den  ÄFunktionswerten  f^, /;,...,  f,^, 
so  ist  auch  f  totalstetig  in  [a,b]. 

Hingegen  kann  man  nicht  behaupten,  daß  eine  durch  Zusammen- 
setzung totalstetiger  Funktionen  entstehende  Funktion  totalstetig 
sei^).      Wohl  aber  gilt: 

Satz  XVII^).  Ist  f{x)  monoton  wachsend  und  totalstetig 
in  [a,b],  und  ist  g{y}  totalstetig  in  {f(a),  f(ö)],  so  ist  g{f{x]) 
totalstetig  in  [a,b]. 

Sei  in  der  Tat  {©„}  eine  Folge  endlicher  Intervallsysteme  aus 
[a,b],  für  die 

Durch  y  =  f(x)  wird  das  Intervallsystem  ©„  abgebildet  auf  ein  Inter- 
vallsystem 3:„  des  Intervalles  [f{a),  f(b)],  und  zwar  ist: 
/*,(^„)  =  21  (©„,/). 

')  Dies  zeigt  das  Beispiel  8.  490,  Fußn.  '). 

'}  Dieser  Satz  jat  ein  Spezialfall  des  aJigemeineren  Satzes,  daß  die  aus  zwei 
totalstetigen  Funktionen  f  und  g  zusammengesetzte  Funktion  g  (f)  immer  dann 
totalst«tig  ist,  wenn  sie  von  endlicher  Variation  ist.  Doch  wollen  wir  auf  den 
Beweis  dieses  allgemeineren  Satzes   in  diesem  Zusammenhange  nicht  eingehen. 
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Nach  Satz  VIII  ist  also,  weil  f  totalstetigt 

Sodann  ist: 
Weil  g  totalstetig,  folgt  aber  aus  (***): 

Es  ist  also  auch: 

^lirazl(@„,s(n)  =  0, 

d.  h.  nach  Satz  VIII:  die  Funktion  g{f(x))  ist  totalstetig,  und  Satz  XVII 
ist  bewiesen. 

§  11.   Die  Funktion  der  Sii^ularttäten. 

Wir  haben  in  §  7,  Satz  III  gesehen,  wie  eine  unstetige  Funk- 
tion endlicher  Variation  durch  Abspaltung  der  Funktion  der 
Sprünge  in  eine  stetige  Funktion  verwandelt  werden  kann.  In 
ähnlicher  Weise  kann  eine  stetige  Funktion  endlicher  Variation  durch 
Abspaltung  eines  geeigneten  Bestandteiles  in  eine  totalstetige 
Funktion  verwandelt  werden. 

Sei  die  Funktion  f(x)  stetig  und  von  endhcher  Variation  in 
[a,b].  Indem  wir  sie,  wie  schon  mehnnals,  über  [a,b]  hinaus  er- 
weitem durch  die  Festsetzung: 

f(x)==f{a)  für  x£a;     f{x)  =  f{b)  für  x^b. 
biiden  wir  ihren  Positiv-  und  Negativzuwachs  j({Sl)  und  j'(§t).     Nach 
Kap.  VI,  §4,   SatzXI^)  zerlegen  wir  jj' und  v  in  Eegularitäts-   und 
Singularitätsfunktion  nach  dem  Inhalt  fi^: 
,(t)  »_,x+,«;     ,-rX +,'"<. 

Wir  bilden  diese  Mengenfunktionen  insbesondere  für  das  Inter- 
vall [a,x]  und  setzen  für  x^  a^): 
(tt)  »«-([o.sjD-.+  W;     »"-([«.x])  _»_(»). 

Wir  nennen  s^{x)  und  s_(x)  die  Funktion  der  poeitiven,  bzw: 
negativen  Singularitäten  von  f(x).     Wir  setzen  noch: 

.s(x)^s+(x)—s^(x), 
und  nennen  s(x)  die  Funktion  der  Singularitäten  von  f(x). 

')  Unter  dem  dort  zugrunde  gelegten  c-Köcper  M  verstehe  man  hier  dtn 
ö-Körper  aller  Borolschen  Mengen  des  SRi . 

*)  Für  x<a  setzen  wir:  s+(a!)  =  0,  s_(,i:)  =  0. 
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'Ist  f(x)  von  endlicher  Variation,  aber  unstetig  in  [«,  6],  so 
subtrahieren   wir   von  fix)  die  Funktion  der  Sprünge  (§  7,  Satz  III); 

Die  Funktion  der  (positiven,  negativen)  Singularitäten  von  g(x)  be- 
zeichnen wir  dann  zugleich  auch  ala  die  Funktion  der  (positiven, 
negativen)  Singularitäten  von  f{x)- 

Satz  I.  Ist  die  Funktion  f[x)  stetig  und  von  endlicher 
Variation  in  [ra,  b],  so  sind  die  Differenzen: 

(1)  n:(fl-,^(a;)-»+(x);     N:{0-.__(x)_i_(x) 
totaletetig  und  monoton  wachsend  in  [a,  b\.    Die  Differenz: 

ist  totalstetig  in  [a,  h\. 

Da  nach  §  5,  Satz  VIII : 

ist,  genügt  es,  die  Behauptung  für  A+  (x)  und  A_  (x)  nachzuweisen. 
Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  A+(x). 

Nach  (1)  ist  für  jedes  TeiZintervall  [x',  a:"]  von  [a,  6]: 

(2)  k^  {x")  —  h+  (x')  ^Xrj  (f)  -  {s^  {x")  ~  s+  i^)) . 
Nach  §  5,  Satz  SV  ist  hierin: 

(3)  Tft-ifj-=^i[x',x"]). 

Nach  §  5,  Satz  XIV  ist  n  eine  stetige  Mengenfunktion,  es  sind  also 
jz'^  und  3i*^^  stetige  Mengenfunktionen,    und  es  ist  daher  nach  (ft): 

Aus  (2),  (3),  (4)  folgt  wegen  (f)  und  wegen  der  Stetigkeit  von  ji'': 
(5)  i^(x",-h^(^)-n^[x',o;-])  =  n-({a:',x'% 

.Da  gewiß  n^'^  0,  ist  zunächst  Ä.^  monoton  wachsend.  Weiter 
folgern  wir  aus  (5),  daß  der  Äbsolutzuwaohs  von  h_^  nichts  an- 
deres ist  als  sr".  Und  da  nach  Kap.  VI,  §  4,  Satz  IX  n'^  total- 
stetig  nach  /*j  ist,  so  ist  auch  k^  totalstetig,  Damit  ist  Satz  I  be- 
wiesen. 

Wir  bezeichnen  nun  eine  stetige  Funktion  f  endlicher  Variation 
als  eine  rein-singuläre  Funktion,  wenn  ihr  Absolutzuwaehs  rein- 
iSingulär  nach  ^^  ist  im  o-Körper  aller  Boreischen  Mengen.  Dann 
können  wir  den  Satz  beweisen: 

Säte  n.  Die  Funktion  der  Singularitäten,  sowie  die 
Funktionen  der  positiven  und  der  negativen  Singularitäten 
HnhD,  Theorie  dai  reellen  Fuuktlonea.    I.  34 
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einer  stetigen  Funktion  endlicher  Variation  sind  rein- 
ßinguläre  Funktionen. 

Es  wird  genügen,  dies  für  s_^  (x)  nachzuweisen.  Wegen  der 
Stetigkeit  der  Mengenfunkfcion  je*^^    folgern  wir  aus  (4): 

S^M -»+«  =  «■"<  ((/,!")). 

Und  da  s^  monoton  wachsend,  folgt  daraus  weiter,  daß  der  Absolut- 
zuwaehs  von  s+  nichts  anderes  ist  als  n^^.  Nach  Kap.  VI,  §  4, 
Satz  X  aber  ist  Tt^'^  rein-singulär  nach  /tj,  und  Satz  II  ist  bewieseH. 

Ganz  ebenso  wie  Satz  V  von  §  7  beweisen  wir  (es  ist  nur 
überall  g  durch  h,  a  durch  s  zu  ersetzen): 

Satz  in.     Es  ist: 

A:  (A)  ==  h^  (x)  +  A.  (^) ;     A:  (s)  =  s^  (x)  +  s_  (a:) , 
Daraus  folgt  weiter: 
Satz  IT.     E»  ist: 

(6)  re(,)  =  .J«);     «(»)_«_(.) 

(7)  n:(t)_»,W;    n:(»)_*_w. 

In  der  Tat,  es  ist: 
Würde  nun  nicht  (6)  gelten,  so  wäre  nach  §  5,  Satz  IX: 
und  daraus  durch  Addition: 

»+w+»4«»a:(.), 

im  Widerspruche  mit  Satz  III.  Dadurch  ist  ("6)  bewiesen,  und 
ebenso  beweist  man  (7). 

Satz  ¥.  Die  Funktionen  s^{x)  und  s_{x)  können  nicht 
zerspalten  werden  in  zwei  monoton  wachsende  Summanden, 
deren  einer  totalstetig  und  nicht  konstant  wäre. 

Allgenommen  etwa,  es  wäre: 

(8)  ,^(«)  =  »,(:,)  +  ,,W, 

WO  s^{x),s.2{x)  monoton  wachsend,  und  Sj^(x)  totalstetig  und  nicht, 
konstant.    Dann  gäbe  es  ein  Teilintervall  [«',  b']  von  [a,  b],  so  daß: 

«,OT-,,(o')>o. 

Es  gilt  dann  auch  für  den  Zuwachs  von  Sj : 

(9)  a(Ks'],s,)>o. 
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Sei  §t  ein  Singulärteil  von  [a',  b']  für  den  Äbsolutzu wachs  von 
s^  (nach  der  Baaia  /([)  und  58  das  Komplement  von  ?I  zu  [«',  h'] . 
Dann  ist,  da  s^  rein-singuiär  (Satz  II): 

(10)  fi^{fK)  =  0-     ^(®,s+)  =  0. 
Wegen  (8)  iat  aber  gewiß; 

und  somit  wegen  der  zweiten  Gleichung  (10): 

(11)  0(33,  Si)  =  0. 

Weil  Sj  totalstetig,  ist  aber  wegen  der  ersten  Gleichung  (10); 

(12)  ^{a,sj  =  0. 
Aue  (11)  und  (12)  aber  folgt: 

im  Widerspruche  mit  (9).     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Ist  f  istefcig  und  von  endlicher  Variation  in 
[a,  b],  so'  gelten  bei  jeder  Zerspaltung  von  f  in  zwei  Sum- 
manden 

(13)  f—L+t,, 

deren    eine^  /j    totalstetig   ist   in  [a,  6],   für  den   andern  in 
jedem  Teilintorvalle  [«',(>']  von  [«,  d]  die  Ungleichungen: 

(14)  n:;(OJ:,^ (!,■)-. +  («■);      NJtejj!  »_(*■)-,_(.'), 
und  somit  auch: 

(16)  AJCOiASW. 

Sei  in  der  Tat  %  ein  Singulärteil  von  \a',  h']  für  den  Absolut- 
zuwachs von  s  (nach  der  Basis  /t^)  und  S9  das  Komplement  von  31 
zu  [»',  h'].     Dann  ist: 

/^,(9t)-0, 

und  mithin,  da  /'^  totalstetig: 

(16)  ji(a,f,)  =  o,   i-(a,/;)  =  o. 

Aus  (13)  folgt  nach  §  1,  Satz  VIII^): 

also  wegen  (16): 

(17)  n{%Q^n{%f). 

1)  Vgl.  S.  512,  Pußö.  «). 
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Aus  der  Zerlegung: 

von  Satz  I  folgt,  da  h  totaletetig,  ganz  ebenso; 

(18)  n{%,s)==n{SS^,f), 

und  da  s^  die  positive  Variation  von  s  (Satz  IV),  ist  weiter'): 

(19)  ^(9I,s)-a(«,«J. 
Aus  (17),  (18),  (19)  aber  folgt: 

(20)  »(a,o_>.(«,»J. 

Da  %  Singulärteil  des  Absolutzuwachses  von  s,  und  s  rein-singulär 
ist,  gilt  für  das  Komplement  S5  von  %  zu  [«',  h']: 

ji(S,s)  =  0 

und  mithin,  da  s^  die  positive  Variation  von  s,  auch: 

(21)  »(»,sj_0, 
also  gewiß: 

(22)  »(SB,Oän(»,«J- 
Aus  (20)  und  (22)  aber  folgt: 

n;,:(f;)_,(a,0  +  »(!8,f,)j:»(a.»J+"(!8,.J 

=  -([»',!.'],  »J-»+('')-'+C»')- 
Damit  ist  die  erste  "Ungleichung  (14)  nachgewiesen.    Ebenso  beweist 
man  die  aweite.     Und  aus  (14)  folgt  (15)  nach  Satz  III.    Damit   ist 
Satz  VI  bewiesen, 

Satz  Vn.  Ist /■  von  endlicher  Variation  in  [«,&],  und  be- 
deuten s,  s_^.,  s_  die  Funktionen  der  (positiven,  negativen) 
Singularitäten,  a,  o^,  o_  die  Funktionen  der  (positiven, 
negativen)  Sprünge  von  f,  so  gelten  für  jede  Zerspaltung 
von  f  in  zwei  Summanden 

/~=/l  + fa- 
deren einer  /",  totalstetig   ist  in  [o,  &],  für   den   anderen   in 
jedem  Teilintervalle  [a',  6']  von  [a,  b],  die  Ungleichungen: 

,23,  n*.;  (ü  ä  (.+  V)  ~ »+  (»'))  +  (o+  (i') "  .+  («')); 

Nj:  (Ü  ä  (,_  (V)  -  ._  (o'))  +  (o_  (»')  —  o_  (a'l), 

')  In  der  Tat,  aunäohst  stimmen  in  jedem  Intervalle  positive  Variation 
von  s  und  «+  überoin,  daher  ist  auob  (g  5,  Satz  XIII)  für  jedes  offene  Inter- 
vall: .-!(3*,  s)  =  ;i(3*,  s+).  woraus  (19)  auf  Grund  der  Definition  von  ^  (§  1, 
S.  4G7)  folgt. 
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und  somit  auch: 

(24)  ^■'ka><'i')+<('}- 

Es  wird  wieder  genügen,  die  erste  ühgleichwng  (23)  zu  be- 
weisen. Sei,  wie  beirp  Beweise  von  Satz  VI,  2t  ein  Singulärbeil  von 
[a',  b']  für  den  Absolutzuwaehs  von  s,  und  sei,  wie  beim  Beweise 
von  §  7,  Satz  VIII,  ST'  die  Menge  aller  Unetetigkeitspunkte  von  f  in 
{«',  b').  Da  aus  9t  jederzeit  abzählbar  viele  Punkte  getilgt  werden 
dürfen,  können  wir  3(  und  9('  als  fremd  annehmen.  Wir  setzen  nun: 
(25)  («.',  b')  =  9t  +  r4-lä:  =  9t  +  «==iJt'  +  a3'. 


Wie  in  (20)  ist^): 


™(9t,  ./:,)-=  7r(9t,0- 


Nach  (21)  ist; 

(27)  5i(58,O  =  0- 
Nach  (32)  und  (33)  von  §  7  ist: 

(28)  ^(r,/;)=^(9[',0^). 

Nach  (34)  von  §  7  ist: 

(29)  rt(58>+)  =  0. 
Aus  (25),  (26),  (28),  (27),  (29)  folgern  wir: 

(30)  ^((a',!.'),/;)-^(K,4)-f^(r,0+^(e,/;)^ 

n  (St,  fi  J  +  ^  {%',  0+)  ^  H  ((«',  b'),  s^)  +  ^  ((«',  b') ,  ö+) . 
Hierin  ist,  wegen  der  Stetigkeit  -von  s+: 

n  ({a',  b'),  sj  =  n^:  (..,)  =  s,  ib')  -  s^  (a!) . 
Wendet    man    auf  n{(a',b'),Q    nnd   n({a',b'),  a^)    die  Formeln  (37), 
(38)  von  §  7  an,    und  schließt  weiter  me  dort,   so  geht  (30)  in  die 
erste  Ungleichung  (23)  über,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

§  12.     Streckenweise  honstiiute  Funktionen. 

Wir  werden    nun    im    folgenden    Beispiele    stetiger    Funktionen 
endlicher  Variation   kennen   lernen,    die  nicht  totalstetig  sind..    Wir 

e  (m  ge- 


')   In  der  Tat, 
folgert  wurde; 

Wegen: 

und  wegen: 
ist  aber: 

aus  /'=A-|-s4-o  folgert  man  Kunäohst,  S' 

Daraus  schließt  mar 

1  weiter  auf  (19)  und  (20). 
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finden  solche  Beispiele  innerhalb  einer  merkwürdigen  Klasse  von 
Funktionen,  die  wir  aJa  streckenweise  konstante  Funktionen  be- 
zeichnen werden  ■'), 

Ist  31  eine  abgeschlossene,  in  [a,  b]  nirgends  dichte  Menge  aus 
[m,  b],  m  heißt  Jede  auf  [a,  b]  stetige  Funktion,  die  konstant  ist  in 
jedem  zu  %  komplementären  Teilintervalle  von  [a,  b],  eine  zu  91 
gehörige,  in  [a,  b]  streckenweise  konstante  Funktion. 

Satz  I.  Ist  die  abgeschlossene,  in  [a,  b]  nirgends  dichte 
Punktmenge  9(  abzählbar,  so  ist  jede  zu  91  gehörige  strecken- 
weise konstante  Funktion  f{x)  konstant  in  ganz  [((,  b]. 

Wir  führen  den  Beweis  durch  Induktion.  Sei  91«  die  erste 
leere  Ableitung  von  91  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XI),  Die  Behauptung  ist 
richtig  für  «  =  0,  da  dann  8t  selbst  leer  ist.  Angenommen,  die  Be- 
hauptung sei  richtig  für  a<C,ß.  Wir  haben  ihre  Richtigkeit  für  a  =  ß 
zu  zeigen. 

Da  «  eine  isolierte  Zahl  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XI),  besteht  ^f-i  aus 
endlich  vielen  Punkten,  durch  die  [a,b]  m  endlich  viele  Teilinter- 
valle [x'i,  afi]  (i  =  1, 2, . . , , ft)  zerlegt  wird.  In  (x'i,  a^')  liegt  kein  Punkt 
von  SC""*,  und  da  «~l</9,  ist'  nach  Annahme  f(x)  konstant  in 
jedem  Teilintervall  [«',  6']  von  (a^J,»//),  und  somit,  wegen  der  Stetig- 
keit von  f{x),  auch  in  [x'i,  x"].  Also  ist  f(x)  auch  konstant  in  [«,  b], 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Wir  ziehen  zunächst  aus  Satz  I  eine  Folgerung,  die  wir  später 
benötigen  werden; 

Satz  IL  Ist  %  eine  abgeschlossene,  abzählbare  Punkt- 
menge aus  [«,6]  und  sind  {xi,  ai')  (v^\,2, ...)  die  punkt- 
freien Intervalle  von  2t  in  (a,  ö),  so  ist  für  die  in  [a,  b] 
endliche  und  stetige  Funktion  f{^)- 

(1)  /■(»)- /■(")  =  2(fW-fW), 

falls  die  Reihe: 

(2)  2:««;')-fW 

eigentlich    konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  x  ein  Punkt  von  («,  b] .  Mit  x  bezeichnen  wir 
den    am    weitesten   rechts    gelegenen   Punkt   von    9t   in   [a,  x]   und 


')  Nach  A.  Sohosnflies,  Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiton,  156.  Vgl.  wegen  dieser  Tunktionen;  G.  Cantor,  Acta  math, 
4  (1884),  386.  A.  Harnaok,  Math.  Ann.  24  (1884),  225.  L.  Soheetfer, 
Acta  math.  5  (1884),  74,  289.  V.  Volterra,  Giora.  di  mat.  19  (1881),  838. 
D.  Grapö,  C.  E.  197  (1898),  1005.  Vgl.  auch  G.  Peano,  Riv.  di  mat.  2 
(1892),  41. 
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setzen ')": 

(3)  ?  {:^)  =  2  (A4')  -  A4))  +  fix)  -  m, 

wobei  die  Summe  über  alle  diejenigen  Intervalle  (4,  4')  z«  erstrecken 
ist,  die  in  [a,x]  liegen.     Setzen  wir  noch: 

(4)  S(a)  =  0, 

SO  ist  3(3;)  eine  in  [a,h]  definierte  Funktion,   von   der  wir  zunächst 
behaupten,  dai3  sie  stetig  ist. 

Sei  e;>0  beliebig   gegeben.     Es   gibt   dann   wegen  der  eigent- 
lichen Konvergenz  von  (2)  ein  v^,  so  daß 

(5)  jJfW-rt/JK«. 

Ferner  gibt  es  wegen  der  Stetigkeit  von  f  ein  ß>0,  so  daß  für  je 
zwei  Punkte  4,  x"  aus  [«,6]: 

(6)  \f{^')-f{x')\<E     wenn     \^"-x'\<e. 
Wir  wählen  weiter  g  so  klein,  daß 

(7)  ^^4'    —    4  {V^l,2,...,Vg). 

Seien  nun  x,.  x^  zwei  Punkte  aus  [a,  b],  so  daß 
"  <;  a:^  —  «^  <C  0 . 
Sei  i^  der  am  weitesten  links,  x^  der  am  weitesten  rechts  gelegene 
Punkt  von  3[   in  [3:^,0:2].     Dann  ist^): 

(8)  jw--sw-2(/'«)~fM)+ /'('.) ~f(»',)+cw-n».)- 

Wegen  (6)  ist  hierin 

(9)  |f(i,) -/■(«,)!<.,     \f{=,,)^f{x,)\<,. 

Wegen  (7)   kann    keines    der  Intervalle  {a^iicl'},  (3:3,  a4'),  ■  ■  ■  .(4„,  «!'„) 
in  [\,  x^]  liegen.     Wegen  (5)  ist  also: 

(10)  i  2  /^(xf) -/■{<)!<«■ 

[3,  ,  !t,l 

Aus  (8),  (9),  (10)  aber  folgt: 

womit  die  Stetigkeit  von  g  nachgewiesen  ist. 

1)  Liegt  kein  Punkt  von  31  in    a,  x],    so  iat  x  =  a  mi   setzen,    und  in  (S) 
dit)  Summe  wegzulEtseen. 

2)  Liegt   kein  Pmikt    von   St  in    [x^,  x.^],    so   ist  x,  =  Xi=^x,    au   setzen; 
immer  wenn  jj|^=ij,  iat  in   (8)  die  Siimnn 
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Es  ist  also  auch  f — g  stetig,  und  offenbar  konstant  in  jedem 
Intervalle  {3fri^i)i  d.  h.  f — g  ist  eine  zu  91  gehörige  streckenweise 
konstante  Funktion.  Nach  Satz  I  ist  also  f  —  g  konstant  in  \a,  &]. 
Also  ist,  wegen  (4): 

f(6)~f(o)-j(6)-j(a)-j(»). 
Das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (1). 

Satz  m.  Ist  fix)  von  endlicher  Variation  in  [a,b\,  so 
gilt  stets  (1). 

In  der  Tat,  dann  ist; 

l,\f¥:)-~^{<)\<^U.^). 

und    somit  ist   die  Reihe  (2)  eigentlich  konvergent,   womit  Satz  III 
bewiesen  ist. 

Nachdem  wir  in  Satz  I  gesehen  haben,  daß  jede  zu  einer  ab- 
zählbaren  abgeschlossenen  Menge  91  gehörige  streckenweise  kon- 
stante Funktion  überhaupt  konstant  ist,  nehmen  wir  31  als  nicht 
abzählbar  an.  Der  insichdichte  Kern  von  91  ist  dann  eine  nicht  leere 
perfekte  Menge  *ß,  und  es  ist  3t  —  ^  abzählbar  (Kap.  I,  §8,  SatzX; 
Kap.  I,  §7,  SatsXXIV). 

SatalV.  IstSß  der  Insichdichte  Kern  derabgeachlosseneit, 
in  [a,  }>]  nirgends  dichten  Menge  9t,  so  ist  jede  zu  2t  gehörige 
in  [a,  h]  streckenweise  konstante  Funktion  f(x)  konstant  in 
jedem  zu  Iß  komplementären  Teilintervalle  von  [a,h]. 

Sei  in  der  Tat  [a'  b')  ein  zu  *|J  komplementäres  Intervall  von 
[a,  b].  Dann  ist  der  Durchschnitt  9t'  von  91  mit  [<?',  b'j  abzahlbai 
und  f  ist  in  [«',  ö']  eine  zu  91'  gehörige  strecken«  eiae  konstante 
Funktion.     Also  folgt  die  Behauptung  aui>  Sat?  I 

Es  wird  also  genügen  von  nun  an  die  zu  niigends  dichten 
perfekten  Mengen  gehörigen  streckenweise  konstanten  Punktionen 
zu  betrachten. 

Satz  V.  Ist  5p  eine  in  [a,  b]  nirgends  dichte  perfekte 
Menge,  so  gibt  es  zu  ^  gehörige,  in  [a,  h]  streckenweise 
konstante,  monoton  wachsende  Funktionen,  die  in  keinem 
Teilintervalle  {a',b')  von  [a,b]  konstant  sind,  das  einen 
Punkt  von  $  enthält. 

Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  daß  a  und 
6  zu  5p  gehören.  Dann  haben  die  komplementären  Intervalle  (x'y,  x") 
(»■=],  2,...)  von  $  in  [a,  &]  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  den 
Ordnungsfcypus    yj    (Kap.  I,  §  9,  Satz  II).      Es    gibt    also    (Einl.  §  8, 
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Satz  I)  eine  ähnliche  Abbildung  A  der  Menge  der  Intervalle  {x'y,x'^ 
auf  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  dea  Intervallea  (0,  l).  Ist  r» 
die  durch  A  dem  Intervalle  {;^y,  x")  zugeordnete  rationale  Zahl,  so 
setzen  wir 

f(x)  =  r.     in     [4,a^']. 

Setzen  wir  noch  f[a)^Q,  f{h)-=X,  so  ist  f{x)  überall  in  [a,h]  de- 
finiert, ausgenommen  die  in  [a,  b)  liegenden  Punkte  zweiter  Art 
von  5ß  (Kap.  I,  §  9,  S.  111).  Um  f{x)  auch  in  diesen  Punkten  zu 
definieren,  gehen  wir  so  vor  (vgl.  den  Beweis  von  Kap.  I,  §  9, 
Satz  V) : 

Durch  jeden  Punkt  x  zweiter  Art  von  ^jj  werden  die  Intervalle 
(a/,,a;")  geschieden  in  zwei  Klassen:  die  links  von  x  und  die  rechts 
von  X  liegenden.  Vermöge  der  Abbildung  A  geht  daraus  eine  Schei- 
dung der  rationalen  Zahlen  aus  (0, 1)  in  zwei  Klassen  hervor,  die 
erzeugt  wird  durch  eine  irrationale  Zahl.  Diese  irrationale  Zahl 
definieren  wir  als  den  Funktionswert  f[x). 

Hiermit  ist  die  Funktion  f(x)  in  ganz  [a,  b]  definiert.  Offenbar 
ist  sie  konstant  in  jedem  zu  $  komplementären  Intervalle,  monoton 
wachsend  und  nicht  konstant  in  jedem  Teilintervalle  («',  b')  von 
[a,  b],  das  einen  Punkt  von  $  enthält.  Es  bleibt  nur  noch  zu  be- 
weisen, daß  f(x)  stetig  ist. 

Da  f(x)  monoton  wächst,  existieren  die  einseitigen  Grenzwerte 
f{x  —  0),  f{x  -\-  0).  Wäre  f  unstetig  im  Punkte  x,  so  müßte  eine  der 
beiden  Ungleichungen  bestehen: 

f(«-0)< /■(»);     rtiXrti  +  O), 

z.  B.  die  erste.  Dann  würde  f  die  sämtlichen  zwischen  f(x  —  0) 
und  f(x)  gelegenen  Werte  nicht  annehmen,  was  unmöglich  ist,  da 
f  gemäß  seiner  Definition  alle  rationalen  Werte  aus  (0,  l)  annimmt. 
Also  ist  f  stetig  in  [a,  ö],  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Ist  sodann  g[t')  irgendeine  in  [0,  1]  stetige  Funktion,  und  ist 
f{x)  die  eben  gebildete  Funktion,  so  ist  auch  g{f{x))  eine  zu  ^  ge- 
hörige streckenweise  konstante  Funktion,  und  wenn  g  (t)  in  keinem 
Teilintervalle  [0,1]  konstant  ist,  wird  g{f{x))  in  keinem  Teilinter- 
valle (a',  J)')  von  [a,  h]  konstant  sein,  das  einen  Punkt  von  iß 
enthält. 

Satz  VI.  Se;i*peineperfekteMengeaus[a,;)]  vom  Inhalte  0. 
Dann  kann  eine  zu  iß  gehörige  streckenweise  konstante 
Funktion  f{x)  (wenn  sie  nicht  in  ganz  [a,  i>]  konstant  ist) 
nicht  totalstetig  sein. 

Seien    in  der  Tat  3iv    (»'  =  1.  2,  . . .)  die    zu    iß    komplementären 
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Teilintorvalle  von  [a,  h].     Da  der  Absolutzuwachs  x  von  f  abaolut- 
additiv,  ist: 

o([«,»J)-o(«  +  2o(3,). 

Da  aber  f  in  jedem  Intervalle  3„  konstant  ist,  so  haben   wir 

,.(3„)_o       (»=.i,ä,...) 

und  somit: 

(•)  «(5i)„,,([o,S])  +  0. 

Da^^(5U)  =  0,  ist  also  a  nicht  fcotalstetig  nach  /i,,,  d.  h.  f  ist  nicht 

totalstetig,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Wir  können  noch  darüber  hinaus  aussagen: 

Satz  TU.  Sei  qj  eine  perfekte  Menge  aus  [a,  h]  vom  In- 
halte 0,  und  f(x)  eine  zu  5ß  gehörige  streckenweise  kon- 
stante Funktion  endlicher  Variation,  Dann  ist  die  Funk- 
tion f(x)  (wenn  sie  nicht  in  ganz  [«,6]  konstant  ist)  reiti- 
.ingulär"). 

Wir  haben  nachzuweisen,  daß  der  Absolutzuwachs  «  von  f  rein- 
singulär  nach  /Xj  ist.  Dies  aber  folgt  unmittelbar  aus  (*);  denn 
zufolge  (*)  ist  für  jede  nu  ^  fremde  (f-moßbare)  Menge  SS  aus  [a,  h] : 

«(23)  =  0. 
Wegen  ^ii^f^)^0  ist  damit  die  Behauptung  bewiesen. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  bemerken,  daß  es  aucii  rein-sioguläro  Funktionen 
gibt,  die  in  keinem  Intervalle  konstant  sind.  Sei!)}  eine  perfekte  Menge  aus  [0,  1] 
vom  Inhalte  0,  und  sei  f  (x)  die  beim  Beweiae  von  Satz  V  konstruierte  zu  *)i 
gehörige  streckenweise  konstante  Funktion.  Wir  dehnen  die  Deflnition  von 
f(x)  auf  den  ganzen  SR,  aus  durch  die  FeBtaetzimg: 

r(«+i)-.fw+i, 

und  bilden  die  Punktion; 


'•('>= 2^  fi"')' 


Wesen: 

(•••)  Y^»)|<>  m[0  1] 

ist  diese  Reihe  eigentlu-h  gleichmäßig  konvergent  in  [ft  1],  und  daher  ist  Fix) 

stetig  in   [0,1]-     Wie   f  ist   auch  F  monoton  wautsend,  und  offenbar  gibt  ea 

kein  Intervall,  in  dem  F  konstant  ist 

Sei  ^„  die  Menge   die  durch  die  Al)bildung  x  =v-\-n  aus  $  hervorgeht, 
und  ^  die  Vereinigung  aller  Mengen  !p„  («  =  0    1   2       .).   Dann  ist  auch: 

Sei  ferner  Ö.,  die  Menge,   die  aus  1^  durch  die  Abbildung  x'  =^  -  ,r  hervorgeht, 
')  g  11,  8,  529, 
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und  O-^  der  DiirohBohnitt  O^'[0,  I].  Dann  ist  ovioh: 

Wir  setzen  endlich  noch : 

und  baten  auch: 

(t)  ftW  =  0. 

Sei  nun  »  daa  Komplement  von  31  au  [0,  1].     Wir  behaupten: 
(tt)  <^i^,F)^-0. 

Gewiß  iat,  wenn  5J,  das  Komplement   von  O,  au  [0,  1;   bedeutet: 

«(ffl., /■(■"^))  =  0 
und  somit,  wegen  5B<;33„  auch; 
(t|t)  a(ß,f{vx))  =  (}. 

Sei  sodann  e>0  beliebig   gegeben.    Wegen  (♦'*)  gibt  es  ein  r^,  3o  daß,  wenn 

gesetzt  wird: 

OiSHO        in  [0,1] 
ist.     Und  da,  wie  fix),  aucii  Jt(x}  monotoa  wScllst,  ist  alao; 
<ttt)  «{»,«»)<.. 

Wegen; 

ist  aber; 

«(8,  «-- Jj'-^.-«(»,  /■('■.))  +  . (»,« 
und  somit,  wegon  (ttt)  imd   W**}: 

Da  hierin  e  >  0  beliebig  war,  ist  dies  gleichbedeutend  mit  der  behaupteten 
ftleiciumg  (ft)-  Da  S  das  Komplement  von  %  zu  [0,  IJ,  ist  also,  wegen  (t), 
iü  der  Tat  F(x)  rein-singulär,  wie  behauptet. 

§  13.    Funktionen  endliehei'  Variation  im  9i,.. 

Der  Begriff  der  Funktionen  endlicher  Variation  kann  auf  ver- 
schiedenartige Weise  auf  Funktionen  f(xj^,x^,  ...,x^  übertragen 
werden.  Wir  wollen  über  die  verschiedenen  in  der  Literatur  sich 
vorfindenden  Definitionen  kurz  berichten. 

Sei  f(x^,  .  ..,x^)  definiert  und  endÜch  im  Intei-vall  [«j,...,«^; 
*,,,..,  &^].  Wie  in  (7)  von  §  1  (S.4G7)  definieren  wir  für  jedes  Tntervall- 
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System  S  auB  [a,, ...,  a^;  !ij,  ...,  i),.]  die  GrÖße^(©),  Als  Variation 
von  /  m  [«1,  a^;  b^, . . . ,  \],  in  Zeichen  A*;;;;;;*^  (f),  definieren 
w  ir  die  obere  Schranke  der  A  (©}  für  alle  möglichen  IntervaJl- 
^y^teme  3  au«  [fl^,  . . . ,  h^;  Ö,,  . . . ,  b^^]  (vgl.  §  4,  Satz  V,  VI).  Dann 
kann  ni^n  ^un^chst  folgende  Definition  aufstellen; 

Definition  I').  Die  Funktion  f(xj^,. .  .,x^)  heißt  von  endlicher 
Variation  (I)^)  in    [a^,...,a^;  b^,...,\],   wenn   f^^''''' ^  (f)  endMoh  ist. 

Addiert  man  zu  f  eine  beliebige  Funktion  von  k — 1  der  Ver- 
änderlichen x^,  x^,  . . .,  Xj^,  so  äjidert  sich  die  Differenz  ^(3)  von  f 
in  einem  beliebigen  Intervalle  ^  gar  nicht.  Es  ändert  sich  daher 
auch  Ä(ß)  luid  mithin  auch  A^"]^'/  nicht,  und  wir  haben  den  Satz: 

Satz  I.  Addiert  man  zu  einer  Funktion  f[x^,  ...,x,^,  die 
in  [«1, -'-i«,;;  ^i'---<^k\  ^°"  endlicher  Variation  (I)  Ist,  eine 
ganz  beliebige  Funktion  von  k — 1  der  Veränderlichen 
Xj,x^,...,x^,  so  entsteht  wieder  eine  Funktion  ondlioher 
Variation  (I). 

Wie  man  sieht,  kann  also  eine  Funktion  /'(a^^ ,  . . . ,  a;J  von  end- 
licher Variation  sein,  ohne  daß  die  Funktionen  von  k  —  1  Veränder- 
lichen, die  aus  f  entstehen,  indem  man  einer  der  k  Veränderlichen 
einen  festen  Wert  erteilt,  von  endlicher  Variation  wären.  Diesen 
Übelstand  vermeidet  eine  zweite  Definition;  sie  setzt  den  Begriö  der 
Funktion  endheher  Variation  von  k—~l  Veränderliehen  als  schon 
bekannt  voraus  und  lautet: 

Definition  11^).  Die  Funktion  /'(a:^,  . . .,  a;,^)  heißt  von  end- 
licher Variation  (11)  in  [a^,...,a^;  5^,...,&J,  wenn: 

1.  K\-;:::X(f)  endlich  ist,  und 

2.  für  jedes  x^  aus  [a^,  dj  (i=l,  2, ...,  A:)  die  Funlition  f{x^, 
■  ■■,^i-ii  X-,  x^^^,  ...,Xi)  von  endlicher  Variation  in  [o^, ...,  a^_^, 
ßi+^,  ...,a^;&j,...,&i_^,Ö(+i,...,&J  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Gültigkeit  des  Satzes: 
Satz  n.  Ist  /■(at^,...,  arj  von  endlicher  Variation  (I)  in 
[flj,  ...,  a^;  ftj, ...,  &J,  und  sind  die  k  Funktionen  /'(a:^,  ...,x^_^, 
«j,cK;+i,  ...,«J  (i  =  l,2,...,A)  von  endlicher  Variation  (II)  in 
[«,,...,  a;_,,«j^^,...,t;[^;&j,...,ö._^,  5.^,,  ...,y,  ^o  ist  f{x^,...,x,) 
auch  von  endlicher  Variation  (11)  in  [a^,  . . .,  «j^;  öj,  . . .,  6  ]. 

•}  H.  Lebesgue,  Ann.  ßo.  Norm.  (3)  27  (1910),  408.  M.  Fröohet, 
Nouv.  Ann.  (4)  10  (1910),  241.  Eine  otwaB  andere  Definition:  M.  Frichet, 
Am.  Traws.  16  (1915),  225. 

•)  Der  Zusatz  (I)  bedeufet;  „n'acli  Definition  I", 

')  G.  H,  Hardy,  Quart.  Joum.  37  (3906),  56, 


y  Google 


Kap.  VII,  §  13.    Funktionen  endlicher  Variation  im  SHft.  541 

Und  daraus  folgert  man  weiter^): 

Satz  m.  Eine  Funktion  f(x^,...,x^)  endlicher  Variation 
(I)  kann  durch  Addition  endlich  vieler  Funktionen  von 
weniger  als  k  Veränderlichen  in  eine  Funkfcion  f*(x^, ...,  x^) 
endlicher  Variation  {II)  verwandelt  werden. 

In  der  Tab,  man  bezeichne  mit  /i,,,-, j,(l^J-<ft)  die  Funk- 
tion, die  aue  f[x^^,  . . .,  x^  enteteht,  indem  man  den  Veränderlichen 
Xi,,Xi....,Xi,  die  festen  Werte  «;,,  Oj,, ,..,  »j,  erteilt,  und  setze: 


r=/^+2(~i)'2/;„ 


wo  die  zweite  Summe  über  alle  Kombinationen  zu  je  /  (ij  <;  i^  <^  . . .  <^  i^) 
der  Indizes  1,2,...,A  zu  erstrecken  ist. 

Anknüpfend  an  die  Definition  II  der  Funktionen  f(x^,  ...,x^) 
endlicher  Variation  definieren  wir  nun  auch  die  fcotalstetigen  Funk- 
tionen f{x,, ..  .,x^). 

Die  im  offenen  Intervalle  («j^, .. ,,  a^;  &^, . ..,  ö^)  definierte  und 
«ndliche  Funktion  f{x^,...,x^)  heißt  totalsfcetig  in  (a^,  . .  ,  a^; 
Äj, ,..,  Äj,  wenn: 

1.  ihr  Abaolutzu wachs  tofcalstefcig  ist  nach  fi^,  im  a-Körper  aller 
Boreischen,  und  somit  auch^J  im  o-KÖrper  aller  A-dimensional-meß- 
baren  Mengen  aus  (Oj,  , . .,  «j^;  &^,. . .,  6J; 

2.  für  jedes  x^  aus  (öj,  &;)  (i=  1,  2, ,..,  fc)  die  Funktion  f{x,, 
...,Xi_^,Xi,Xi+^,...,Xj)  totalstetig  ist  in    {a^,  ...,  a^_,,a^^j^,  ...,  a,.; 

Sei  die  Funktion  f(xj^,  ...,x^  definiert  und  endlich  im  abge- 
schlossenen Intervalle  [ß^, ,.,,  a^;  6^, .. .,  &J.  Wir  dehnen  ihre  Defi- 
nition auf  den  ganzen  SR^  aus  durch  die  Festsetzung:  man  bilde  aus 
dem  Pmikte  (a;^,..,,a;J  des  SR^  einen  Punkt  (xf,  . .-,  a^jf),  indem  man 
3r*  =  a;^  setzt,  wenn  «^  in  [%,&(],  hingegen  a^f^^a^,  wenn  x^<Cct^, 
und  Xi^i-,  wenn  x^'^b^.     Sodann  setze  man: 

fix^,...,x^)^f{xl...,xt). 

Ist  die  so  definierte  Funktion  f  totalstetig  in  einem  la^,...,a^; 
fi,,...,6J  enthaltenden  Intervalle  (c^,  . . .,  c^;  d^,  . . .,  ä^,  so  nennen 
wir  sie  tofcalstefcig  in  [o^, ,..,  a^;  6j, ...,  öj. 

Die  fcotalstetigen  Funktionen  f{x^,...,Xi)  haben  nun  ähnliche 
Eigenschaften  wie  die  tofcalstetigen  Funktionen  tX^).  Wir  heben 
hervor: 

')  M.  Fr6chet,  Nouv.  Ann.  (4)  10  (1910),  245. 
*)  Vgl.  S.  474,  Pußn.  '). 
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Satz  IV.  Ist  die  Funktion  f{x^,...,x^)  totalstetig  in 
[a^, ...,  o^;  ö^,  ...,  y,  so  ist  sie  auch  von  endlicher  Variation 
(II)  in  K V.h.-.M 

Satz  V.  Damit  die  Funktion  f  totalatetig  sei  in  [«^,..., 
a^l  \,  ..  .,bj,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  den 
beiden  Bedingungen  genügt: 

1.  Zu  jedem  e>0  gibt  ea  ein  ß>0  derart,  daß  für 
jedes  der  Ungleichung: 

ä(S)<8 
genügende  endliche^)  Intervaileystem  aus  [«j,...,  «,.;  6, ,..,,öj 
die  Ungleichung  besteht: 
{X.)  A{&)<e. 

2.  Für  jedes  x.  aus  (a^,  6J  (i=  1,  2, ..., -fc)  ist  die  Funk- 
tion   t'i^it  ■•■'  ^i-i>  ^i'  ^i+n  ■■  ■'  ^k)    totalstetig    in    [a^,  . . .,  a^^,, 

»,« ».;'„.... »,^.,  *«.,.. .,»,]■ 

Satz  VI.     In  Satz  V  kann  (^)  ersetzt  werden  durch: 

M(s)l<«. 

Man  folgert  aus  diesen  Sätzen  leicht: 

Satz  VII.  Ist  eine  Funktion  f{x^,...,X|J  totalstetig  im 
Intervalle  [a^, ...,  a^;  &,,...,  öj,  so  ist  sie  auch  stetig  in 
diesem  Intervalle. 

Aus  der  Tatsache,  dal3  eine  Funktion  f{x^,  ...,x^  als  Funktion 
jeder  einzelnen  ihrer  VeränderKchen  (bei  Festhaltung  der  übrigen) 
totalstetig  ist,  kann  nicht  geschlossen  werden,  daß  sie  totalstetig  ist, 
ja  nicht  einmal,  daß  sie  stetig  ist*}. 

Wir  gehen  nun  über  zu  einer  dritten  Definition  der  Funktionen  f{x, , 
. . .,  Xk)  endlicher  Variation').     Wir  sagen,  durch: 

(0)  *j  =  «i(0,     a^t^b  (i  =  l,2,.,.,/0 

äei  ein  die  Punkte  (a^,  ...,ai,)  und  (&,,...,  6^)  verbindender  steigender 
Kurvenbogen  S  im  Dfj,  gegeben,  wenn  die  fc  Funktionen  Xi(t)  in  [a,b]  mo- 
noton wachsend  und  stetig  sind,  und  wenn; 

x,{a)^a,;    x,{b)  =  b,  (i  =  i,2,. .  .,k). 

Wir  sagen,  durch: 

n  =  (o  <«,<...<(„_,<(„  =  & 
sei   eine  Zerlegung  Z  des  Kurvenbogens  ß  gegeben,    und   ordnen   ihr  die  Aus- 


'■)  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben, 

f (x,  y) ^  ^^^  mi  ix,  y)^(0,0},f (0,6)^0.     Vgl.   auch 


Fußn.  '),  S.  S45, 

»)  C.  ArzelÄ,  Kend.  Bol.  9  (1904/05),  100. 
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Ä(Z)  =  i   IA^.{y.-.-.i'.(0)~A^i(*._i},--.,^*(*,_j))i; 

JV(Z)  =  2  i/(^,(g, . . ., *^(g) -fi^AK-,} *fc(*v-i)) I- 

£(2)  =  P(Z)  +  iV(Z);    /'(6„,,.,6s}-Aa,,...,a),)  =  P(Z)-Ä'(Z). 

Wir  definieren  nun;  Die  obere  Sciirtuike  aller  B(Z)  (für  alle  möglichen 
Zerlegungen  Z  von  K)  heißt  die  Variation  von /^  auf  K,  in  Zeiohec  B(e,/').  Die 
obere  Schranke  aller  F(Z)  heißt  die  positive,  die  obere  Schranke  aller  N(Zy 
hejSt  die  negative  Variation  von  f  anf  S,  in  Zeichen  TT  (IS,/")  baw.  N{l£,/'). 
Offenbar  gilt  (vgl,  §  4,  Satz  II): 

und,  wenn  B(K,/")  und  mithin  n(l5,/'),  N{ll,f}  endlich  iat,  (vgl.  §5,  Satz  VIII) 
(00)  Aöi,... ,&(.)-/'(%,. ..,«fc)  =  n(is,r)-N  (g,n- 

Wir  definieren  weiter:  Die  obere  Schranke  von  B(ß,,f)  für  alle  die  Punkte 
(Oi,...,Ofc)  und  (6i,...,6()  verbindenden  steigenden  Kurvenbögen  E  heißt  die 
Variation  (III)  von /-in  [a,.  ...,ai,;b,,  ...,h],  in  Zeichen  B*|;  ;;;;**(/■).  Die 
obere  Schranke  aller  TT(II,/')  heißt  die  positive,  die  obere  Sehranke  aller 
N(e,f)  heißt  die  negative  Variation  (III)  von  f  in  [a,, . .  ..a^;  b,. . .  ..bu], 

in  Zeichen  n*'; ;:;;^'^(/')  und  N*;;;;;;**(/'). 

Und  nun  deünieren  wir  die  Funktionen   endlicher  Variation  (III)  durch ; 
Definition  III.     Die  Funktion  /"(»i, .. .,  a;^)   heißt   von  endlicher  Varia- 
tion (III)  in  [«,,... ,04;  6,,... ,6fc],  wenn  B*;;*;;;^*  (/■)  endlich  ist. 
Wie   Satz  VTII  von  g  5  beweist  man : 
Sab!  Till.      Ist    f(x^,...,x^)    von    endlicher     Variation     (III)     in 

(•)   .     f{w, . . .,  h)  -f{a,,  ...,«*)= K\:::::li  in  -  K\:z:t^f>- 

Wir   nennen    nun    die    "Funktion   /'  (»1 , . . . ,  a:*)     monoton   wachsend     in 

«.Ä^i<<^6-  (i=l,2,...,fc) 

folgt: 

/■«,•••, *X)^A=^i>--., 4)'). 

SRtzIX.  Ist  die  endliche  Funktion  /(a^,,  ..-,  ij)  monoton  wach- 
send in  [o,,...,ai;  b,;...,bk],  so  ist  sie  auch  von  endlicher  Variation 
(III)  in  [«,,..., 01;  6„...,6s]. 

In  der  Tat,  es  ist: 

bS;:::::Jot -"*'.:::;: ';(n=A». »«j-a«. «.)■ 

')  Oder,  was  dasselbe  heißt,  wenn  f(x,,  ...,3:11)  monoton  waehsend  ist 
als  Funktion  jeder  seiner  Veränderiiehen  bei  Festhaltung  aller  übrigen. 
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Satz  X.  lat  die  Punktion /■(a^,...,»:*)  von  endlioher  Variation 
(III)  in  [aj....,Ofc;6i,,..,6fc],  so  ist  sie  Differenz  zweiec  inK,...,«^; 
bi,...,bk]  monoton  wachsender  Funktionen. 

Sei  in  der  Tat  («,,.,..  »0  ein  Punkt  von  [0^, . ..,  o^jö,,  ,. .,  öt].  S ata  VIII, 
angewendet  auf  das  Intervall  [a,, . ,  .,ai,;x,, . ..,  Xi^]  ergibt: 

n», ».)-A», 'i.)+Ki::::2(n-K[:::::'.','-f'>^ 

und  da  TT^''"  'a(f)  und  f^a'""„''(f)  monoton  wachsen,  ist  Satz  X  bewiesen. 

Wir  vergleichen  nun  die  Definitionen  II  und  III  miteinander: 
Satz  XI.     Ist  die  Funktion  f{x,,...,x^)    nach   Definition   II   von 
endlioher    Variation    in    [a„  .. .,  «t;  ö^, ...,  S^],    so    auch    nach    Defini- 
tion III. 

Der  Kürze  halber  führea  wir  den  Beweis  nur  für  den  Fall  k^2.  Sei 
also  f{x,y)  von  endlioher  Variation  (II)  in  \xf,y';i»f','tf'].     Sei 

ein   die  Punkte   (x',  y')  und  (s",  y")  verbindender  steigender  Kurvenbogen,  und 

tt  =  („<(,<.,.<(„_,<(„  =  & 
eine  Zerlegung  dieses  Kurvenbogens  gegeben.     Wir  schreiben  abkürzend; 

Dann  ist: 

(t)  \f(i„v.)-f(->,-„y,-,)\i\f{;.y,)~f{='i-,.y)\ 

+  l/(>i-„s.)-rt»-„»-,)|. 

Setzen  wir: 

A^j';_'j,,i_j-(/'(As,)-n<»-,))-(rt"i-.!'i)-f(ii^i,»-)). 
'^2-,'.  .■    -  C'"'  »■>  -".'•-'• »»  -  et".  »■)  -  rfa ^..  rt) . 

«■.-,,»)-/(*-.,  »..-i)is!i;j'i';,„_,i+ift»",».)-ft<!".»i-,)i. 

\ti'..y^-f(n~,.y,)\i\K\'Il,.A  +  \tl.'i,y'l-n'i-,.y')\, 
B{Z)  =  1  i tl',. »J -  fln-^.y,- ,) I äi  I  K'^'l, „_, I  +  2 1  ajl", ,■  1 

+  2 1/«»)-«»",  ■/.-.)  l  +  ii /(«.-»■)- An-,,  rt 
S  2  Aj;.;"  (/•)  +  a;:  (tij; ,)) + a}'  (/•(«,  /» . 

Da  hierin  nach  Definition  II  jeder  der  Summanden  rechts  endlich  ist, 
ist  auch  B^,  ■  f  [/)  endlich,  und  Satz  SI  ist  bewieeea. 

Die  Umkehrung  von  Satz  XI  gilt  nicht.    Sei: 

nx,y)^Ü     für     m  +  y<\,     f{x,y)  =  \     für     x^y>\. 
Dann  ist  f(x,y)  monoton  wachsend,  und  somit  (Satz  IX)  von  endlicher  Varia- 
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tion  (III)  in  [0,0;1,  1].  Anderereeite  ist  für  jedea  InterFall  ^,  von  dem  drei 
Boken  auf  der  einen,   eine  anf  der  andern  Seite  der  Geraden  x-\~y^^l  liegt: 

1^(3)1  =  1. 

und  da  es  in  [0,0;1,1]  beliebig  viele  zu  je  zweien  fremde  solche  Intervalle 
gibt,  ist 

Aj;  ;(«  =+<». 

und  OT  iat  aomit  f  nicht  Ton  endlicher  Variation  (II)  in  [0,0;  1,  1]. 

Es  sei  noch  ein  Beispiel  einer  atetigen  Funktion  f{x,y}  gegeben,  die  von 
endlicher  Variation  (III),  aber  nicht  (II)  ist*).  Sei  {x„}  eine  stets  abnehmende 
{y„y  eine  stets  wachsende  Zahlenfoige  aus  [0, 1].  Wir  bezeichnen  mit  %  das 
Intervall,  deasen  vier  Eckpunkte  sind; 

Für  die  Funktion  f{x,y)  schreiben  wir  nun  die  Werte  vor: 

(U)  fi=2n-l'  y^n  -l)  -  f^'2„'  y2n-l)  =  fi^2n'  ^  J  =  ""^  ^  ■ 

und  ergänzen  sie,  was  ohne  Schwierigkeit  möglich  ist,  zu  einer  in  ganz  [0,0; 
1,  l]  definierten,  stetigen,  monoton  wachsenden  Funktion.  Sie  ist  dann  von 
endlicher  Variation  (III).     Da  aber  aus  (ff)  folgt: 

und  es  ist  /■  nicht  von  endlicher  Variation  (II). 

Wir  betrachten  noch  eine  weitere  Definition  von  Funktionen  f{x, ,  , . . ,  kj) 
endlicher  Variation.  Wir  zerlegen  das  Intervall  [Oi, ...,  (tj,;  öi, .  ..,6^]  in  n*  Teil- 
intervalle, indem  wir  jedes  der  k  Intervalle  [ai,bi]  durch  Einschalten  der 
Zwiachenpunkte 

in  M  gleiche  Teile  teilen  uad  die  sämtlichen  Mannigfaltigkeiten: 

Xi-=a'l^         {i^l,2....,k;v  =  l,2,...,n  —  l) 
gezogen  denken.    Wir  nennen  dies:  Die  Zerlegung Z' von  [a,,...,  an  öj, ,..,  fis]. 
Sind  3,,  3a,..  ,  3„s  die  sämtlichen  Intervalle  von  Z'"',  und  ist  <o^  die  Schwankung 

ß(Z'"l)^2"'.- 
Und  nun  definieren  wir: 

')  Vgl.  W.  Küstermann,  Math.  Ann.  77  (1916),  474.  —  Wir  erhalten 
damit  zugleicii  ein  Beispiel  einer  stetigen,  aber  nicht  totalstetigen  Funktion 
von  (x,y),  die  nach  jeder  ihrer  beiden  Veränderlichen  totalstetig  ist. 

Hahn,  Theorie  iler  tscllen  Fniiktionen.    L  35 
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Definition  IV').  Die  Funlitioii  f{Xi,  ..,,  jt^)  heißt  von  endlicher  Varia- 
tion (IV)  in  [Ol,... ,0^;  &,,... ,6;,].  wenn  die  obere  Schranke  von  -^^  fl(Z'"' 

für  alle  Zerlegungen  Z'"' (m=  1,  2, ...)  endlich  ist''). 

Wir  ve^leichen  dieise  Definition  mit  Definition  III. 

Satz  XII.  1&\,  f{x^,...,Xk)  im  In.teivaUe  [a^,  ...,ay,bi,  ...,\]  von 
endlicher  Variation  nach  Definition  lU,  so  auch  nach  Defini- 
tion IV. 

Wogen  Satz  X  genügt  es.  nachzuweisen,  daß  jede  endliche  monoton 
wachsende  Funktion  von  endlicher  Variation  (IV)  ist.  Der  Kürze  halber  führen 
wir  den  Beweis  nur  für  den  Fall  ^  =  2. 

Sei  also  f(x,y)  monoton  wachsend  im  Intervalle  [x',y';3^',y"].  Wir 
nehmen  die  Zerlegung  2'"'  vor  durch  Einschaltung  der  Punkte; 

3^  =  jio<*i<---<^'i-i<^»=*"!  ^''=J'o<^l<■■■<y'■--l<s'"=s'"■ 
Sei  s     ,  daa  Intervall  [«       j,  !/,_i;  «^,  »/J.  von  Z'"'.      Dann    ist,    weil   f  mo- 
noton wachsend  in  S,<,r  = 

Infolgedessen  ist; 

fl(zW)=i<o^,, =!/■{:«„,  y'')+i  n^".yy)-i  n^^,  y')  -i  a^^y,)- 

Ist  also: 

■.f\<p     in     [x:y';>f'.y"\, 

so  ist:  ß(ZW)<(4«-9)p 

und  somit:  — Ö(Z'"')<4i), 

womit  Satz  XII  (für  den  Fall  ft  ^  2)  nachgewiesen  ist. 


')  J.  Pierpont,  The  theory  of  functions  of  real  variable*  1,  518. 
')  Man  überzeugt  sieb  leicht,  daß  für  ft=l  diese  Definitton  sich  auf  die 
übliche  (in  g  5,  S.  489  gegebene)  reduziert.    In  der  Tat,  da  (§  4,  Satz  VII): 

n(^"'))^A*(/') 
so  ist,  wenn  f(x)  v  n  endlicher  Variation  in  [a  6]    die  obere  Schranke  P    der 
Q  (Z'"')  endlich      Sei  umgekehrt  Q  endlich      Zu   jeder   endlichen  Zerlegung  Z 
von  [a,  6]  gibt  es  ein  Z'"     derart  daJl  zwischen   zwei  Zerlegung=p  inkten  von 
Z'"'  höchstens  einer  \<m  Z  liegt    Für  die  Produktzerlegung  Z  Z      j.jlt    lann: 

Q{Z-Z')^2Q{Z'')<IQ. 
Es  ist  also  erst  recht ; 

mithin  auch  (§  4,  Satz  VII) : 

A*(/')^9fl, 

d.  h.  f  ist  von  endlicher  Variation  in  [a,l]. 
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Die  Umkelirung  von  Satz  XIX  gut  nicht.     Sei: 

f{x,y)==i)     für     x~y<f>;      f{x,y)^l     für     x  —  y^d. 
Dann  ist  offenbar  f  in  [0,  Oj  1, 1]  von  endlicher  Variation  (IV).     Andererseits 
ist  aber  für  zwei  Punkte  (af,y'),  {3f',y"),  die  z«  verschiedenen  Seiten  der  Ge- 
raden X  —  ^  =  0  liegen : 

ft^",  »")-««■.!/')  1-1- 
Und  da  es  aufsteigende  Kurvenbögen  von  (0,  0)  nach  (1, 1)  gibt,  die  die  Gerade 
1'  — ^^0  beliebig  oft  durchsetzen,  ist: 

es  ist  also  /'  nicht  von  endlicher  Variation  (III). 
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Achtes  Kapitel. 
Die  meßbaren  Funktionen. 

§  1.    Meßbare  Funktionen. 

Sei  3t  eine  Punktmenge  eines  metrisclien  Raumes  fß,  und  eei  M 
ein  aus  Punlitmengen  W  von  5R  bestehender  o-Körper  (Kap.  VI,  §  1, 
S.  394),  in  dem  insbesondere  auch  9t  selbst  vorkommt.  Sei  <p(Ti) 
eine  in  M  definierte  absolut- additive  Mengenfunktion;  ihre  Äbsolut- 
funktion^)  bezeichnen  wir  mit  lp(W): 

Um  eine  einfache  Tenninologie  zu  haben,  nennen  wir  die  Mengen  M 
aus  M  kurz  9>-meßbar,  die  Funktionswerte  (p(W:)  und  lp(W)  das 
93-Maß  und  ^-Maß  von  3)t^}.  Eine  Menge,  deren  .^-Maß  0  ist, 
und  jeden  Teil  einer  solchen  Menge  nennen  wir  kurz  eine  Null- 
menge (für  die  Basis  (p).  Nach  Kap.  VI,  §  1,  Satz  IX  können  wir 
ohne  weiteres  annehmen,  alle  diese  Nullmengen  gehören  zu  M. 

Wie  schon  früher,  bezeichnen  wir,  wenn  f  eine  auf  9t  definierte 
Funktion  ist,  mit  at{/'>2>)  die  Menge  aller  Punkte  von  a,  in  denen 
f^p,  und  verwenden  in  analoger  Bedeutung  die  Symbole;  ^{f<C.p), 
nip<f<q),  W(/-=3)  usw. 

Sei  f  definiert  auf  St,  abgesehen  von  einer  Nullmenge.  Dann 
heißt  f  91-meßbar  auf  9i,  wenn  für  jedes  j?  die  Menge  9[(/'>p) 
^f-meßbar  ist*).  Auf  einer  Nullmenge  (für  die  Basis  (p)  ist  dem- 
nach jede  Funktion  ^j-meßbar. 


•)  Kap.  VI,  §  3,  8.  404. 

')  Ohne  damit  sagen  zu  wollen  daß  9  oder  ^  eine  M^ßfunktion  im  Sinne 
von  Kap.  VI,  §  5  sei. 

')  Der  Begriff  der  meßbaren  Funktionen  wurde  ffui  den  Fall,  daß  ip  der 
Ä-dimensionale  Inhalt  ft^  im  JRjj  ist]  eingeführt  von  H  Lebesgue,  Legona 
sur  l'intfigration  (1904),  111.  —  Die  Übertrigunc  auf  den  Fall  einer  beliebigen 
absolut-additiven  Mengenfunktion  rührt  her  \on  J  Kadon,  WiHn.  Ber.  122 
(1913),  1335. 
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Safa  I.  Ist  die  Zahlenmenge  g  dicht  in  der  Menge  aller 
reellen  Zahlen^},  und  ist  für  jedes  ^  aus  3  die  Menge  a(/>z) 
9)-meßbar,  so  ist  f  ^j-meßbar  aui  91. 

In  der  Tat,  es  gibt  dann  zu  jedem  j?  eine  abnehmende  Folge 
{sv}  »ua  3  njit  lim2„^^^,  und  es  ist: 

9r(f>p)-.«(f>jJ+a(f>2,)  +  ...  +  a(/>z.)  +  ..., 

also  -ist  '^{f'^p)  als  Vereinigung  (p-meßbarer  Mengen  ^i-meßbar, 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  f  yj-meßbar  auf  St,  so  ist  auch  jede  der 
folgenden  Mengen  y-meßbar: 

^{f^p)'  3l{f<i'),  ^if^p),  ^Hf-P), 

^(p<f<q),  '}i{p£f£q),  ?i(p</'ä9),  iHp£f<gi}- 

In    der   Tat,   ist  p>>  —  co^),    so   ist   %{f'^p)    der   Dnrchaclinitt 

der  ^^-meßbaren  Mengen  uif^p J   und  daher   ^-meßbar.     Die 

Mengen  ^{f<Cp)  und  St(f^jj)  sind  9p -meßbar  als  die  Komplemente 
der  ^j-meßbaren  Mengen  5({f^jj)  und  "^(f^p);  die  Menge  9t(f=p) 
als  der  Durchschnitt  von  9t(f>p)  und  ^(f<p);  die  Menge  ^{p<,f<q) 
als  dae  Komplement  von  'ill{f>q)-'r^{f^p);  die  Mengen  ^(p<f^q), 
9l(p<f^g),  9l(i)^f<2)  als  Vereinigungen  von  ^(p<f<q)  mit 
%{f=p)  und  3r(f=g).     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  II  ist  Spezialfall  des  viel  allgemeineren  Satzes: 

Satz  III.  Ist  fV-meßbar  auf  91,  und  ist  33  irgendeine 
Boreische  Menge  des  SRi^),  so  iat  die  Menge  aller  Punkte 
von  11,  in  denen  f  einen  zu  ^  gehörigen  Wert  annimmt, 
9)-meßbar. 

In  der  Tat,  nach  Satz  II  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  33 
ein  Intervall  {p,q)  ist;  sie  ist  daher  auch  richtig,  wenn  58  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  offener  Intervalle,  d.  h.  eine  beliebige 
offene  Menge  des  gtj  ist;  und  da  jede  abgeschlossene  Menge  Kom- 
plement einer  offenen  Menge  ist,  so  ist  die  Behauptung  auch  richtig 
für  alle  abgeschlossenen  Mengen  S8  des  9)^,  und  mithin  für  alle 
Boreischen  Mengen  erster  Ordnung  (Kap.  V,  §  4,  S.  334), 

Nun  schließen  wir  weiter  durch  transfinite  Induktion.  Sei  die 
Behauptung  richtig  für  alle  Boreischen  Mengen  von  geringerer  als 
ß-ter  Ordnung.     Ist  dann   ^   eine  Borelsche  Menge  ß-ter  Ordnung, 


')  D.  h.:  Ist  jede  reelJe  Zahl  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  aua  Q. 
")  Ist  p  =  —  00,  so  ist  ä(/^2')'='t.  "iid  somit  gewiß  }>-meßbar. 
')  Pur  beliebige   (eindimensionaJ)   meßbare   Mengen   S   des  9ij    wäre 
Behauptung  nicht  ricbtig;  vgl,  g  6,  Satz  VIII. 
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so  ist  sie  Vereinigung  oder  Durchschnitt  von  abzählbar  vielen 
Borelechen  Mengen  geringerer  Ordnung;  und  da  für  diese  die  Be- 
hauptung gilt,  so  auch  für  S-     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.  Ist  jede  Meng'e  %{f^p),  oder  ^(f<p),  oder 
^if£p),oder  '&(p<f^qy),  oder  ^{p<f<g),  odev  %(p^^f<q) 
^j-meßbar,  so  ist  f  ^j-meßbar  auf  9t. 

In  der  Tat,  jede  Menge  'H{f'^p)  ißt  Vereinigung  abzählbar 
vieler  Mengen  'Üif^p),  oder  ^(p^f^q),  oder  ^{p<if^q),  und 
ist  dabei  9  meßbar,  «enn  diese  es  sind.  Ferner  ist  ^(f^p)  Kom- 
piement  dei  Menge  %{f^p),  und  daher  (p-meßbar,  wenn  diese  es 
ist  Ist  weiter  lede  Menge  9l(f<Cp)  ^-meßbar,  so  (als  Komplement) 
auch  jede  Menge  ^if^p),  dann  aber  ist  auch  f  ip-meßbar,  wie  eben 
gezeigt  Ist  endlich  jede  Menge  ^(p^f<d)  tp-nießbar,  so  insbe- 
sondeie  auch  jede  Menge  St  (— oo^/'-<g),  d.h.  jede  Menge  at(f<; 3), 
und  t  ist  wieiler  (f  meßbar,  wie  schon  gezeigt.  Damit  ist  Satz  IV 
bewiesen*). 

Sind  f^  und  f^  überall  auf  ?t  definiert,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge,  und  ist  überall  auf  9t,   abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

so  sagen  wir*),  f\  und  f^  seien  äquivalent  (nach  der  Basis  <p)  auf 
St,  in  Zeichen: 

Satz   V.     Ist  f,  ^j. meßbar  auf  9t,  und 

so  ist  auch  /^  ^j-meßbar  auf  9t. 

In  der  Tat,  da  die  Mengen  %(fj_>p)  und  "äif^^p)  sich  nur 
durch  Nullmengen  unterscheiden,  ist  zugleich  mit  der  ersten  auch 
die  zweite  93 -meßbar   und  Satz  \    i'^t  bewiesen 

'■)  Bei  endlichem  /  kann  et  statt  dessen  auch  heiß tn     '1   ;»       /     .3). 

")  Es  sei  eigens  bemerkt  daß  aus  der  Tatsache  daß  jede  Menge  %(f=p) 
ifi  meßbar  ist  nicht  geschlossen  werden  kann  /  aei  rp  meßbar  Beispiel  im  SHi; 
Seien  501  und  3ii  —  SO!  nicht  /i,  meßbai  und  von  der  Mächtigkeit  t  es  gibt 
eine  umkehrbar  eindeutige  Zuordnung  sowohl  zwischen  tß  und  dei  Men^e  aller 
positiven  Zahlen,  als  auch  zwischen  9ii— 5DI  und  der  Menge  aller  nicht-posi- 
tivcn  Zahlen  Wir  definieren  als  1  uuktions« 01t  fii)  die  dabei  dem  Punkte  x 
von  9K  bzw.  SKj  —  9K  zugeordnete  Zahl.  Tut  jedes  p  hesteht  die  Menge  0),  {f^=p) 
aus  einem  Punkte  und  ist  daher  /i^-meßbar.  Aber  f  ist  niclit  /^i-meßbar,  weil 
9[,(/>0)  =  aR  nicht,  ^j-meßbar  ist. 

»)  Nach  H.  Lebesgue,  Ann.  Toul.  (3)  1  (1909),  38;  C-  Caratheodory, 
V^orl,  über  reelle  Funktionen,  389, 
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Satz  VI.     let  f  ^j-meßbar  auf  m,  so  auch  —/'und  \f\. 
In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus: 

?t(lfl>J')-9t  (/■>?) +  9t(f<~p). 

Satz  VII.  Sind  f,,f^, ■■.,{„  i;p-meßbar  auf  91,  und  ist  f  der 
größte  (kleinste)  unter  den  n  Werten  fi./j, --.,/'„,  so  ist  aucli 
f  9J-meßbar  auf  ?1. 

In  der  Tat,  es  ist,  abgesehen  von  Nullmengen: 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

SaU  VIII.  Eine  auf  3(  97-meßbare  Funktion  f  kann  zer- 
legt werden  in  eine  Summe: 

zweier  auf  St  ^-meßbarer  Funktionen,  für  die: 
sSO,     A<0. 
In  der  Tat,  wir  setzen: 

_  I  /■   wo   f^  0        .  „  f  0  ™0   fS  0 
■''"  \0   wo  f<0'         ~  t/'   wo   f<iO' 

Nach  Satz  VII  (man  setze  dort  f^  =  f,  f<i=^^)  sind  g  und  }i  ip-meß- 
bar,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IX.  Sind  f^  und  f^  ^»-meßbar  auf  9t,  und  ist  eine 
der  Funktionen  /;  +  /;,  f^-f^,  ^  definiert  auf  ?t,  abgesehen 
von  einer  Nullmenge,  so  ist  sie  ijj-ineßbar  auf  ?t- 

Beweis  für  fi  +  /ä^).  Damit  /"^-j-fa^-P  ^^''  '^*  notwendig 
und  hinreichend  die  Existenz  eines  rationalen  r,  so  daß: 

hetzen  wir  also: 

SO  ist  9(  (/j  -|-  /'s  !>  p)  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  3)^ 
(für  alle  rationalen  r).  Aus  der  93-Meßbarkeit  von  f^  und  f^  folgt 
die  von  5^^,  mithin  die  von  ^(fi  4-/"a]>J')>  und  die  I 
bewiesen. 

Beweis  für  /;./;.     Wir  schreiben  nach  Satz  VIII: 


1)  Vgl.  Ch.  J,  de  U  Vnliöe-Poussin,  Ooura  d'analyse 
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Dann  ist: 

Ee  genügt  also,  na«h  dem  eben  Bewiesenen,  zu  zeigen,  daß  g^g^, 
9iK'  Sa^i!  ffa^a  gj-meßbar  sind,  d.  h.  wir  können  von  vornherein 
annehmen,  daß  weder  fj  noch  f^  verschiedene  Zeichen  annehme. 
Wegen  Satz  VI  können  wir  weiter  annehmen : 

Dannaberist,  damit  f^-f^'^f  O^)  sei,  notwendig  und  hinreichend 
die  Existenz  eines  rationalen  r>-0,  so  daß; 

f.>'.  /.>f. 

woraus  die  Behauptung  folgt  wie  für  fi-\- f^- 

Beweis  für  -J^.     Nach   dem    eben    Bewiesenen    genügt   es   zu 
Keigen,  daß  j  ^-meßbar  ist.     Nun  ist: 


für^^O:    ?Ih>0J  =  3l{0<f,<  +  oo), 
für  p<OP  3l(^>p)  =  ai(f,<-)  +  ?I(f,>0). 

Also  folgt  aus  der  ^s-Meßbarkeit  von  f^  die  .von  j-,  und  Satz  IX  ist 
bewiesen. 

Satz  X.  Sind  fj  und  f^  .;=. meßbar  auf  9t,  so  ist  die 
Menge  55  aller  Punkte  von  §1,  in  denen  /;  +  /;  (oder  f^-f^, 
oder  ^]  definiert  ist,  ^s-meßbar,  und  es  ist  f^  +  Z;  (bzw.  f^-f^, 

)-meßbar  auf  59. 


Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  fj--\-f^-  Abgesehen  von  Null- 
mengen ist: 

S8  =  3(  — 3t(/i  =  +  oo)-9l(/'a  =  ~Go)  — 9((^,  =  — oo)-9[(^a-=  +  oo), 
also  ist  S9  91-meßbar,  und  indem  man  Satz  EX  auf  die  Menge  SS 
anwendet,  folgt,  daß  fx-\~fss  (p-meßbar  auf  SQ.  Damit  ist  Satz  X 
bewiesen, 

Aus  Satz  IX  folgern  wir  auch  sofort: 

Satz  XI.  Ist  f  ijj-meßbar  auf  21,  so  auch  die  aus  f  durch 
die  Sehränkungstransformation  hervorgehende  Funktion, 
und  umgekehrt. 
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Satz  Xn.  Ist  3t  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen, 
auf  deren  jeder  f  ^i-meßbar  ist,  so  ist  f  auch  ^j-meßbar 
auf  3t, 

Sei  in  der  Tat: 

9r=ati-i-i(ta4-'''-|-K  +  '--. 

und  f  qs- meßbar  auf  allen  9(„.     Dann  ist; 

91(/->p)  =  at,(f>p)  +  9t,(/->j))  +  ...  +  3t„(f>^)  +  ..., 
und   da   hierin   jede   Menge   St„(f>i')  g'-meßbar   ist,   so    auch   die 
Menge  9t{f>i').     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  3.    Folgen  meßbarer  Funktionen. 

Wie  wir  in  §  1  gesehen  haben,  führen  die  elementaren  Rechen- 
operationen, angewendet  auf  9)-meßbare  Funktionen,  immer  wieder 
auf  g?-meßbare  Funktionen,  Wir  wollen  uns  nun  überzeugen,  daß 
dies  auch  für  den  Grenzübergang  gilt.  Wir  beginnen  mit  mono- 
tonen Folgen. 

Satz  I.  Ist  {f^  eine  monotone  Folge  auf  3t  qs-meßbarer 
Funktionen,  so  ist  auch  die  Grenzfunktion') 

f^hm/; 
y-meßbar  auf  91. 

Sei  zum  Beweise  {f^}  etwa  monoton  wachsend.  Dann  ist,  ab- 
gesehen von  Nullmengen  r 

9f(f>p)  =  5l(/i>p)  +  a((f,>i<>  +  ...  +  3t(/;>j*)  +  ... 
Nach  Voraussetzung  ist  jede  Menge  3t  (/"„^p)  9:'-meßbar,  daher  auch 
91  [f^p],  und  Satz  I  ist  bewiesen, 

Satz  IL  Ist  {/;)  eine  Folge  auf  St  9?-meßbarer  Funk- 
tionen, so  sind  auch  obere  und  untere  Schrankenfunktion^) 
von  (/■»)  ^-meßbar  auf  St. 

In  der  Tat,  man  erhält  die  obere  Schrankenfunktion  F  von  {f„} 
in  folgender  Weise:  Ist  Fy  der  größte  unter  den  v  Funktionswerten 
fu  /jj  ■  ■  ■!  fv,  80  ist: 

F  =  lim  Fy . 

'■)  Dabei  ist  es  offenbar  —  da  jedes  f^  auf  'ä  definiert  ist  abgesehen 
von  einer  Nullmeage  —  ganz  gleichgültig,  ob  wir  die  Grenzfunktion  f  als 
definiert  anseilen  nur  in  den  Punkten  von  91,  in  denen  alle  f^  definiert  sind, 
oder  auch  in  den  Punkten  von  9t,  in  denen  fast  alle  f^  deflniort  sind. 

=)  Kap.  IV,  g  ],  S.  231. 
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Nach  §  1,  Satz  VII  ist  Fy  9?-meßbar,  und  da  die  Folge  {F^  mono- 
ton wachet,  ist  nach  Satz  I  auch  F  (?;-nießbar,  womit  Satz  II  be- 
wieaen.  ist. 

Satü  III.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  ?t  ^-meßbarer  Funk- 
tionen, 80  sind  auch  obere  und  untere  Grenzfunktion^)  von 
{f,)  ^.-meßbar  auf  31. 

In  der  Tat,  man  erhält  die  obere  Grenzfunktion: 

von  {fv}  in  folgender  Weise;  Ist  f,  die  obere  Schrankenfunktion  der 
('-ten  Restfolge  f\.,  fy+i,  . . .,  /i,-n., . . .,  so  ist: 

f=limf;.. 

Nach  Satz  II  ist  f,  gi-meßbar,  und  da  die  Folge  {^}  monoton  ab- 
nimmt, iat  nach  Satz  I  auch  f  91-meßbar.  Damit  ist  Satz  III  be- 
wiesen. 

Aus  Satz  III  nun  entnehmen  wir  unmittelbai' ; 

Satz  IT.  Ist  die  Folge  {Q  auf  St  ^-jneßbarer  Funk- 
tionen konvergent  auf  %,  abgesehen  von  einer  Nullmenge, 
so  ist  ihre  Grenzfunktion: 

f  =  lim  /, 
^-meßbar  auf  W. 

Satz  V.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  St  gi-meßbarer  Funk- 
tionen, so  ist  die  Konvergenzmenge^)  von  {f..}  in  91  ^i-meßbar. 

Seien  in  der  Tat  f  und  f  obere  und  untere  Grenzfunktion  von 
{/■„}.  Vermöge  der  Schränkungstransformation  (§1,  Satz  XI)  können 
wir  f  und  f  als  endlich  annehmen.  Dann  ist  die  Konvergenzmenge 
von  {/;}  die  Menge  'S.(f~f)^i). 

Nach  Satz  III  sind  f  und  f  ^;-meßbar,  daher  (§  1,  Satz  IX)  auch 
f—f,  daher  ist  (§  1,  Satz  II)  die  Menge  %{f—f=^)  ^--meßbar, 
und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  IV  folgern  wir  noch  folgende  charakteristische  Be- 
dingung für  93  -  Meßbarkeit  einer  Funktion^): 

Satz  VI.  Sei  f  definiert  auf  ?t,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge.     Damit    f  95-meßbar  sei   auf  M,    ist   notwendig 

')  Kap.  IV,  §  1,  S.  231. 
=)  Kap.  V,  §  13,  S.  380, 
")  L.  Tardini,  Giürti.  di  mat.  49  (1911),  32, 
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und  hinreichend,  daß  bei  beliebig  gegebenem  e  >>  0  9(, 
abgesehen  von  einer  NuHmenge,  Vereinigung  abzahlbar 
vieler  ^^-meßbarer  Mengen  91^  {v^l.'a,..,)  sei,  auf  deren 
jeder  für  die  Schwankung  von  f  [Kap.  III,  §  2,  S,  190)  gilt: 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     In   der  Tat,    sei    f  ij>-meßbar 
auf  ?I.    Dann  ist  für  jedes  ganzzahlige  i  die  Menge 

«'o_a(i«<f<((+i).) 

ip- meßbar,  ebenso  jede  der  beiden  Mengen: 

r  =  51  (f  =  +  co),     r'  =  Sl  (f -=  —  co). 
Femer  ist: 

(o  (f,  9il'>)  ^e;     to  {f,  r)  =  0;     w  (f,  W")  =  0, 

und  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  ?t'''  (j  =  0,  ±  1, 

±  2,  ...),  91',  91"  unterscheidet  sich  von  ?t  niu-  durch  eine  Nullmenge. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  in  der  Tat: 

%  =  (%m  -i-  ^1»)  _f . . .  -f  9tl"i  4-  -  ■  ■)  +  ^'"'. 

wo  jede  Menge  9I|,'"  y-meßbar  und 

'"(/•*,")lil     (.'=1,2,...), 

und  ^'">  eine  Nullmenge.     Dann  gibt  es  eine  Zahl  c["*,  eo  daß^): 

j^_cWi<_     auf  Sl^nt. 

Definieren  wir  nun  eine  Funktion  f„  auf  9[  durch  : 
/;  =  <:[«'  auf  af; 

f^^  =  ,;<«'  auf  («[f  _|_  9(f  _|_ . . .  _.j-  ?tir")  —  (af  -j-  W^"'  -f . . .  -]-  Stf-l^) 

('■>1). 
so  ist  f    flj-meßbar  auf  91,  und  es  ist  überall  auf  9t,  abgesehen  von 
der  Nullmenge   9E"I +9!'2)  +  . . .  4-91'"'  + -  ■  ■ 

Nach    Satz  IV    iet   also    auoh    f   93-meßbar,    und    Satz  VI   ist   be;. 


')  Inder  folgenden  Ungleichung  aollen  auoh  ^ie  Fälle  f^-f- 00,  C',    =-|-00 
und  /■=  —  CO,  c^"' ;=;  —  00  inhegriffen  sein. 
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Als  Anwendung  von  Satz  IV  beweisen  wir  noch  einen  Satz,  der  die 
Sätze  VI,  VII,  IX  von  §  1  als  Spezialfälle  enthält. 

SatüTII.  Sind  die  Funktionen  f,.f,,...,f^_  ».-meßbar  und  end- 
lich auf  91  (abge  seilen  von  Null  mengen),  und  ist  g(x,,Xt,  ■■■.x,,)  eine 
Bairesche  Funktion')  im  3!;,,  so  ist  auch  g(fi,f3,..-,fu)  ?>-meßbat 
auf  9t. 

Nach  §  1 ,  Satz  IX  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  g  ein  Polynom  ist. 
Da  aber  bekanntüoh  jede  im  9!;^  stetige  Funktion  Grenzfunktion  von  Poly- 
nomen ist,  gilt  die  Behauptung  nach  Satz  IV  auoh,  wenn  (f  stetig*). 

Ist  {g^}  eine  konvergente  Funktionenfolge  im  Eftt,  und  gilt  die  Behauptung 
für  jede  Funktion  g^,  so  gilt  sie  naoh  Satz  IV  auoh  für  die  Grenzfunbtion 
^  =  lim^^.  Naoh  Kap.  V,  §  2,  Satz  I  gilt  äe  alao  für  alle  Bairesohen  Funk- 
tionen, und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Betrachten  wir  nun  an  Stelle  einer  Folge  {/',}  von  Funktionen  eine 
Funktion /■(«,  (),  die  stetig  von  einem  reellen  Parameter  (  abhängt.  Um 
einen  bestimmten  Fall  vor  Äugen  zu  haben,  wollen  wir  etwa  annehmen,  es 
sei  f(a,t)  als  tp-moßbare  Funktion  auf  91  definiert  für  alle  (  aus  (0,1).  In 
Analogie  zu  Satz  III  gilt  dann; 

SabiTIII.  Ist  f(_a,t}  für  jedes  reelle  t  aus  {0,1)  als  Funktion 
von  a  fli-meßbar  auf  W,  für  jedes  a  aua  3!  als  Funktion  von  (  stetig 
in  (0,1),  sosind:^  ^ 

f(«)  =  ijmf(«,t)    und    f(a)=^l^f{a.t) 
^-meßbar  auf  ?1.  '""'"'' 

Sei  in  der  Tat:  f',"',  r!f' ,  . . .,  rf\  . . . 

,  -J   und  F^   die   obere    Schranken- 

Naoh  Sata  II  ist  F„  91-meßbar  auf  9t.     Offenbar  ist  femer: 
f^WaxF,,, 

und  die  Folge  \F^  ist  monoton  abnehmend.    Nach  Satz  I  ist  also  auoh  f 
y -meßbar,  und  Satz  VIXI  ist  bewiesen. 

Satz  IX ^).  Sei  %  eine  Menge  endlichen  ^-Maßea*)  und 
{f»}  eine  Folge  auf  91  ip-raeßbarer  Funktionen,   die  überall 

')  Es  genügt  nicht,  g  als  fc-dimensional-meßbar  vorauszusetzen.  Vgl.  g  6, 
Satz  VII. 

")  Ein  andrer  Beweis  bei  E,  W.  Hobson,  The  theory  of  functions  of  a 
real  variable,  393. 

')  Dieser  Satz  wurde,  schrittweise  aligemeiner,  eatwickelt  von  C.  Ärzelii, 
Mem.  Bol.  1899,  135;  £.  Borel,  Le^ona  sur  lea  fonctions  de  variables  reelles 37; 
H.  Lebesgue,  CR.  137  (1903),  1229;  Lefons  sur  les  s6ries trigonom^triques  10 ; 
D.  Th.  Egoroff,  C,  R.  152  (1911),  244. 

■*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  weiden.  Beispiel  im  SR,  ■ 
Sei  ip  der  lineare  Inhalt  ft^^  und  f^  =  l  in  'i'',v-\~l],  sonst  =0. 
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auf  91,  abgesehen  von  einer  Nullmenge,  gegen  eine  end- 
liche Grenzfunlition  f  Iionvergiert.  Bedeutet  %(n,q)  die 
Menge  aller  Punkte  von  St,  in  denen  mindestens  eine  der 
Ungleichungen  gilt: 

\f-frl>t       {'>«). 

SO  ist  für  jedes  i?>0'): 

(0)  lim^(3t{n,5))=-0. 

In   der   Tat,   nach   Satz  IV   ist   f  ^-meßbar,    daher   auch  jede 
Menge  a[(|f — /'vl^g),  daher  auch  die  Menge: 

a(»,,)_8i(tf-f.|ä«)-hsi(lf-Ä,+i|2s)  +  ... 
+  «(lf-f.+.!>«)  +  .-. 

Da   die  Mengenfolge  {9r(M,3}}    monoton   abnimmt,    und   nach   An- 


1  alle  <p{%lii,q))  endlich  sind,   gilt  (Kap  VI,  §  1,  Satz  V)  iür 
den  Durchschnitt: 

®^9E(l,3)-M{2,5)-...-9t(«,5)-... 
die  Gleichung: 

^{®)^lim^{9I(w,3)). 

Da  aber  in  keinem  Punkte  von  ®  die  Folge  {/;.}  gegen  die  end- 
liche Funktion  f  konvergieren  kann,  muß  ^(®)  =  0  sein.  Es  gilt 
also  (O),  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Eine  leichte  Folgerung  aus  Satz  IX  ist  der  Satz: 
Satz  X^).     Sei   3(    von   endlichem   ^J-Maße   und   {g^}   eine 
Folge    auf    ?t    ^-meßbarer    Punktionen.      Gibt    es    ein    tt>0, 
so  daß: 

(00)  ^(ä{{s.i<2))<e     für  unendlich  viele  r, 

so  hat  die  Menge  aller  Punkte   von  §f,   in   denen  die  Reihe 
23v  eigentlich  konvergiert,  einen  ^-Inhalt  <0. 
Zum  Beweise  setzen  wir: 

Sei  9t'  die  Menge  alier  Punkte  von  %,  in  denen  23v  eigentlich  kon- 
vergiert, und  somit  /'definiert  und  endlich  ist,  und  sei  9('(n,|]  die 


')  Es  bedeutet  <p,  wie  immer,  die  AbsolutfimktioQ  v 
=)  H.  Lebesgue.  a.  a,  0. 
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Menge   aller    Punkte   von   %',   in   denen   mindestens    eine    der   Un- 
gleichungen gilt: 

Angenommen  nun,  es  wäre: 

^(?t')>e- 
Nach  Satz  IX  ist  dann  auch: 

(000)  ^(«'~9I'(w,|))>e     für  fast  alle  rt. 

In  den  Punkten  von  91'  — 9t'(w,|j  aber  ist: 

\g.\.^\f.-f\  +  \f-f.-i''<q     für^>w, 

was  wegen  (000)  in  Widerspruch   steht  zu  (00).     Damit  ist  Satz  X 
bewiesen. 

Sei  {f,}  eiüe  Folge  auf  91  ^J-meßbarer  Funktionen.  Sie  heißt^) 
wesentlich -gleichmäßig  konvergent  gegen  f  auf  3t  (für  die 
Basis  ip),  wenn  es  eine  Folge  {%^  91-meiJbarer  Teile  von  31  gibt, 
auf  deren  jedem  {/■,}  gleichmäßig  gegen  f  konvergiert,  und  für  die: 

lini^(Sf  — 9tJ  =  0. 

Satz  XI. ^)  Sei  91  von  endlichem  ^j-Maße*)  und  {/■„}  eine 
Folge  auf  ST  ^-meßbarer  Funktionen.  Damit  {f.}  auf  St 
gegen  f  konvergiere,  abgesehen  von  einer  Nuilmenge,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  {f^}  auf  91  wesentlich- 
gleichmäßig gegen  f  konvergiere. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Es  konvergiere  {/i}  gegen  f 
Überali  auf  9t,  abgesehen  von  einer  Nuilmenge.  Wir  können,  ver- 
möge der  Schränkungötransforniation,  ohne  weiteres  die  f^  und  /  als 
beschränkt  annehmen.      Sei    {e^}    eine   Folge   positiver   Zahlen    mit 

(*)  lime„  =  0, 

und  sei: 

(••)  „_+„,+...+„_+... 

eine  eigentlich  konvergente  Eeihe  positiver  Zahlen.     Nach   Satz  IX 


■)  Nach  H.  Weyl,  M&th.  Ann.  67,  (1909),  225. 
ä)  D.  Tb.  Egocoff,  C.  R.  152  (1911),  244. 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicbfc  entbebrt  werden,  wie  das  Beispiel  v 
8.  556,  Fußn.  ')  zeigt. 
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gibt  es  einen  Teil  58„  von  91  und  einen  Index  j»,,,  80  daß: 

(%*)  if'  — fl<e„  auf  S9„  für  »■>%. 

Setzen  wir; 

so  ist  wegen  (^***J: 

^(8I-W,)<<ti  +  a,+i  +  ...  +  ß,-+i  +  ... 
und  somit  wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  Reihe  (**): 
(*%)  lim  ^  (9J  —  STf)  =  0 . 

Auf  9(^  aber  ist  wegen  (*:,;*): 

i/v  —  f|<«„     für  »'>''„  und  «ä*- 
Bei  Beachtung  von  (*)  aber   besagt   dies:   {/v}   konvergiert  auf  St^ 
gleichmäßig  gegen   f.     Wegen  {,%)  ist  also  die  Behauptung  be- 
wiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.      Angenommen   in   der  Tat, 
für  die  K-onvergenzmenge  von  {f^}  in  9t  wäre : 

p(ar)<^(9[). 

Da  für  jeden  ^^i-meßbaren  Teil  ^  von  9t,  auf  dem  {f,)  gleichmäßig 
konvergiert,  gewiß; 

ist,  kann  {f,}  auf  9t  nicht  wesentlich-gleichmäßig  konvergieren.  Da- 
mit ist  Satz  XI  bewiesen. 

Satz  XI  kann  nicht  dahin  verschärft  werden,  daß  es  in  91  einen 
Teil  S9  gibt,  auf  dem  {/",}  gleichmäßig   konvergiert,  und  für  den: 

(t)  ^(S9)  =  ^(9t) 

wäre*).     Beispiel  im   9f^:    Sei   95    der  Mnearc   Inhalt   /t^,   sei  9t  das 

Intervall  (0,  l)  und:  /;-=!  in  (o,  -) ,  ßon8t  =  0.  Danniet  hm^,-=U 

auf  9t.  Jeder  Teil  93  von  91,  für  den  (f)  gilt,  hat  den  Punkt  0 
zum  Häufungspunkt,  eo  daß  auf  ihm  {/,}  nicht  gleichmäßig  gegen  0 
konvergieren  kann. 

Für  Funktionenfolgea  {fr},  die  auf  31  nioM  überall,  abgesehen  von  einer 

Nullmenge,   konvergieren,  treten  an  Stelle  von  Satz  XI  die  folgenden  Sätze*); 

Satz  XII.    Ist  m  von  endlichem  ?J-Maße  und  {f,}  eine  Folge  auf 

%  p-meßbarer  Funktionen,   bo  gibt   es   in  8t  eine  Folge  9-meßbarer 

')  C.  Carftth6odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  S84. 

^  W.  H.  Young,  Quart.  Joum.  1913,  129;  Lond.  Proe.  (2)  12  (1918),  363. 
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Teile  {a„},  so  daß  in  jedem  Punkte  ron  %,  die  Folge  {fy}  gleich- 
mäßig auf  a:„  OBzilliert'),  und  so  daß: 

lim^(«t  — "l,)  =  0. 

In  der  Tat    eb  genügt    die  Existenz  eiuec  Folge  {S«}  91-meßbarer  Teile 
von  3t  nachzuweisen    so  daß  in  jedem  Punite  von  StJ,  die  Folge  {/V}  oberhalb 
gleichmäßig  auf  X'„  oizüliert    und  daß 
<tt)  hm^ta— a'„)-=0. 

Denn  ganz  m  derselben  Weise  zeigt  man  die  Existenz  einer  Folge  {31^},  die 
die  analogen  Eigenschaften  fui  unterhalb  gleiohmaßige  Oszillation  zeigt;  und 
die  Duroheohnitte 

erfüllen  die  Forderungen  \on  Hatz  XII, 

Set  nun  fv  die  obere  Schrankenfunktion  der  v-ten  Restfolge  von  {/r}, 
und  /  die  obere  Orenzfuoktion  von  {fr},  dann  ist  überall  auf  31  {abgesehen 
von  Nullmengen,  in  denen  nicht  ille  /V  definiert  sind); 

f=hrn/V. 

Nach  Satz  XI  ist  die  Konvergenz  von  lfy\  gegen  f  wesentlich  gleich- 
mäßig, d,  h.  es  gibt  eine  (tT)  erfüllende  Folge  {%),  so  daß  {f^}  auf  81^ 
gleichmäßig  gegen  f  konvergiert.  Nach  Kap.  IV,  §  4,  Satz  III  ist  {fr}  in 
jedem  Punkte  von  SIJ^   oberhalb  gleichmäßig  oszillierend,  und  Satz  XII   ist  be- 

Satz  Xin.     Ist   a   von   endlichem    ??-Maße    und   {fy}   eine   Folge 
auf  m   rp-meßbarer  Funktionen,   so   gibt   es  in  ffl   eine  Folge   ?5-meß- 
barer   Teile   {i8„},   so   daß   in   jedem   Punkte  von   ^„   die  Folge  {f,} 
sekundäf-gleiokmäßig  auf  SS„  oszilliert*),  und  so  daß; 
lim  ^  (iJI  —  ^„)  =  0 . 

Wie   beim  B  w  S        \II  g       gt         sich  auf  oberhalb  aekundär- 

■-■       Os    II  zu  b      hr     k 


Sei    wieder    /      d         b  8  1      nk     f  nkt    n    der    r-ten    Eestfolge  von 

{/■v}und^,id      g     ßt         t       I       i+lF     k      nswertenf,,A.Hi,...,A-M. 
Dann  ist  überall       f    t      ig      h  N  Um     gen; 

^  =  lnn/„,,. 

Nach    Satz    XI    gibt    es    also    zu   jedem    v   eine    Folge    {S,.,«}   y-rnoßbarer 
Teile   von  91,   auf  deren  jedem  {fv,i}  gleichmäßig  gegen  /V   konvergiert,   und 


hm^(9£  — 59*,n)  =  0. 


')  Kap.  IV,  g  i.  S,  2,54. 
'}  Kap.  IV,  §  4.  8,  357. 
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eine  eigentlich  konvtrgente  Dcppelreihe  positives  Zahlen.  Wegen  C)  kann, 
indem  man  nötigenfalls  vun  der  Folge  SSy,i.®>,S,  .  .  .,  59v,n,  .  - .  zu  einer  Teil- 
folge übergeht    angenommen  weiden; 


so   konvergiert  auf  ^'„  jede  Folge  {/V,i}  gleichmäßig  gegen  fv,  d.  h.  in  jedem 
Punkte   von  !8j,   ist  {fr}  oberhalb   sekundär-gleichmäßig   oszillierend  auf   Sjj. 


Wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  Doppelreihe  (>^*^)  ist  ftipo: 
lim^TCä  — K)  =  0. 

Damit  aber  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

Die  Sätze  XII  und  XIII  ergeben  zuEammen: 

Satz  XIV,.  Ist  %  von  endüohem  q^-Maße  und  {/V}  eine  Folge 
auf  3t  9)-meßbarer  Funktionen,  so  gibt  es  in  Si  eine  Folge  f-meß- 
barer  Teile  {E„},  so  daß  io  jedem  Punkte  von  l£„  die  Folge  {f^} 
sowohl  gleichmäßig  als  auch  sekundär-gleichmäßig  auf  S;,  oszil- 
liert, und  so  daß; 

lim^CK  — e„)  --  0. 

In'  der  Tat,  mau  hat,  wenn  Si„  und  S„  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
in  Satz  XII  und  XIII,  nur  zu  setzen: 


Wir  beweisen  nun  noch  einen  Satz  über  Doppeliolgen: 
Satz  XV^}.   Sei  3t  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen  % 
{v  =  l,2,..,)   endliehen   ip-Maßea,  und    sei  f^,i  {k,l  =  l,  2,  .. .) 
eine  Doppelfolge   auf  3t  TJ-meßbarer  Funlstionen.     Ist  dann 
überall  auf  9i,  abgesehen  von  einer  Nullnienge: 

(1)  f=lim(Iimf,,j), 

so  gibt  es  in  der  Doppelfolge  der  /ij,i  eine  einfache  Teil- 
folge {fk^.i},  so  daß  überall  auf  'X,  abgesehen  von  einer  Null- 
menge: 

f^lim/-,^,,^. 

')  M.  Fröchet,  Reiid,  Pal.  22  (1S06),  15. 

Hahn,  Theotlfi  der  reellen  Fvintlionen,    I.  M 
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Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen: 

(2)  9!,-<?t,+,, 

und  vermöge  der  Sehr änkungsfcraneformafcion  können  wir  die  /i^j  als 
beschränkt  annehmen. 

Sei  {^v}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit 
lim(,  =  0, 

und  sei 

(3)  «,  +  «,  +  . ,.  +  »,  +  ... 

eine    eigentlich   konvergente    Reihe    positiver   Zahlen,     Wir    setzen: 

(4)  fk  =  limf,-j. 

Wegen  (1)  gibt  es   nach  Satz  XI  einen   Teil  %  von   %,    auf 
dem  {f^}  gleichmäßig  gegen  f  konvergiert,  und  für  den: 

(5)  ^(9(v-C)<«.. 
Es  gibt  also  ein  k^,  eo  daß: 

(6)  |f-A,l<e.     auf  C. 

Wegen  (4)  gibt  es  ebenso  in  X  einen  Teil  21",  auf  dem  {fi-^,i} 
gleichmäßig  gegen  /j    konvergiert,  und  für  den: 

(7)  ^(«;— 0<ß». 

Es  gibt  also  ein  ?„,  so  daß: 

(8)  \h  —  fk,.0<e.     auf  C. 
Wegen  (5)  und  (7)  ist: 

(9)  ^i%^iQ<2a.; 
Wegen  (6)  und  (8)  ist: 

(tO)  \f—ft,,!j<^e,     auf  C. 

Wir  bilden  nun  für  jedes  n^v  die  Menge: 

Dann  ist,  bei  Beachtung  von  (2),  wegen  (9): 

? (9Ev  -  2t.,„)<  2  (ß„ +  «„+ 1 +  ...  +  «„+,.  +  ..,) . 
Wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  von  (3)  ist  also: 
(11)  ]im^(9r^  — 2t^,„)--0. 

Ferner  ist  wegen  (10): 

If— /■*,.ij<2ei     auf  3I.,„  für  i^n, 
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d.  h.  die  Folge  {/j,-,i.}  konvergiei-t  gleichmäßig  auf  %,^„  gegen  f. 
Wegen  (11)  konvergiert  sie  aJso  wesentlicli-gleichinäßig  auf  91, 
gegen  f.  Nach  Satz  XI  konvergiert  sie  also  überall  auf  21,,  gegen  f, 
abgesehen  von  einer  Nulimenge.  Sie  konvergiert  daher  auch  überall 
auf  SU  gegen  f,  abgesehen  von  einer  Nullmenge,  und  Satz  XV  ist 
bewiesen. 

§  3.  Die  Basisfunktioit  als  gewöhnliche  Maßfunktion. 

Wir  wollen  nun  insbesondere  annehmen,  die  Absolutfunktion  'cp 
der  dem  Begriffe  der  Meßbarkeit  zugrunde  gelegten  Mengenfunk- 
tion (p  sei  eine  gewöhnliche  Maßfunktion^)  (Kap.  VI,  §6,  8.430). 
Dann  gilt : 

Satz  I.  Ist  Ip  eine  gewöhnliehe  Maßfunktion,  so  ist  jede 
Bairesehe  Funktion  auf  ?l  auch  ^i-meßbar  auf  ?t. 

In  der  Tat,  ist  f  eine  Bairesehe  Funktion  auf  9t,  so  ist  (Kap.  V, 
§7,  Satz  IV)  jede  Menge  ''l(p^t^i)  ^^^^  Boielsche  Menge  mithin 
nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  II  9"  meßbar  und  dabei  auch  /  meßbar. 
Nach  §  1,  Satz  IV  ist  daher  /  <p  meßbar    und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Unter  geeigneten  Voiauusetzungen  ubei  *i(  und  <p  ^ind  andrer- 
seits durch  die  Baireschen  Funktionen  nicht  alle  meßbaren  Funk- 
tionen erschöpft.  Dies  gilt  msbesondie  im  1?^  wenn  </  der  A  dimen- 
aionale  Inhalt  //^^  ist.     Denn 

Satz  II.     Es  gibt  im  Ti^  c     1    meßbxie  Funktionen 

In  der  Tat,  es  gibt  im  üft^  perfekte  Mengen  ^  des  /tj,-lnhaltes  0 
(Kap.  VI,  §  8,  Satz  VI).  Jede  Funktion  h,  die  auf  einer  solchen 
Menge  beliebige  Werte  annimmt,  auf  SR,.  —  5ß  aber  ^0  ist,  ist 
//^-meßbar.  Da  *ß  die  Mächtigkeit  c  hat,  gibt  es  solcher  Funktionen  c'^ , 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Da  andrerseits  die  Menge  aller  Baireschen  Funktionen  im  SR^ 
die  Mächtigkeit  c  hat  (Kap.  V,  §  1,  Satz  I)  und  c'^^-c  ist,  so  folgt, 
wie  behauptet: 

Satz  ni.  Es  gibt  im  m^  /^^-meßbare  Funktionen,  die  nicht 
Bairesehe  Funktionen  sind. 

Da  jede  stetige  Funktion  eine  Bairesehe  Funktion  ist,  lehrt 
Satz  I  insbesondere,  daß  jede  stetige  Funktion  9?-meßbar  ist. 
Dies  kann  noch  verallgemeinert  werden. 


')  Genauer  gesprochen:  ea  gebe  eine  gewöhnliche  Maßfunktion  ly,  derart 
daß  der  a-Körper  der  v-meßbaren  Mengen  übereinstimmt  mit  dem  o-Körper 
M,  in  dem  ?)  definiert  ist,  uad  daß  für  alle  Meßgen  aus  M  die  Punktionen 
y/  und  ^  übereinstimmen. 
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Satz  IV.  Ist  ^  eine  gewöhnliche  Maßfunkfcion,  so  ist 
jede  Funkfcion  f,  die  stetig  ist  in  allen  Punkten  von  9C,  aus- 
genommen diePunkfce  einerNullmenge,  auchijj-meßbar  auf  9(. 

Sei  in  der  Tat  91  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkto  von  /' 
auf  9t,     Es  ist: 

9t  =  (3l  — 9J)-f  ?if. 

Da  die  Funktion  f  stetig  ist  auf  %  —  9t,  so  ist  sie,  wie  eben  be- 
merkt, auch  ^j-meßbar  auf  %  —  9!.  Auf  3?  ist  sie  gleichfalls  95-meß- 
bar,  da  auf  einer  Nullmenge  jede  Funktion  ^j-meßbar  ist.  Also  ist 
sie  nach  §  1,  Satz  XII  auch  93-meßbar  auf  Sl,  und  Satz  IV  ist  be- 

Wir  können   nun   auch  die  Sätze  II  und  LEI  noch  verschärfen: 
SaÜ!  V.     Es  gibt  c' Funktionen,  die  überall  im  SR,/ stetig 

sind,  abgesehen  von  einer  Nullmenge^). 

In  der  Tat,  die  beim  Beweise  von  Satz  II  benutzten  Funktionen  h 

sind  sämtlich  stetig  im  Si^,  abgesehen  von  einer  Nullnienge. 
Daraus  folgt  dann  weiter  (wie  Satz  III  aus  Satz  II): 
Satz  VI.     Es  gibt  Funktionen,  die  überall  im  9äj  stetig 

sind,   abgesehen    von    einer  Nullmenge''),  aber  keine  Baire- 

schen  Funktionen  sind. 


Aus  Satz  XV 

von  §2 

folgern  wir  nun 

Satz  VIL 

Sei 

i  ^   eine   gewöhnliche 

Maßfunkti 

on    und   % 

Ver 

einigung 

abz 

.ählbar 

vieler  Mengei 

1   endlichen 

./j-Maßes. 

Dann   gibt  ei 

ä    zt 

L   jeder 

Baireachen   F 

unktion   /'  a 

,uf    3( 

eine 

Folj 

ge  {f}  au 

f  at 

stetiger  Funktionen, 

so  daß  übe 

rall  a 

Ufa, 

Wir  führen  den  Beweis  durch  Induktion.  Angenommen,  die  Be- 
hauptung sei  richtig  für  Bairesche  Funktionen  geringerer  als  a-ter 
Klasse.     Ist  /'  von  «-ter  Klasse,  so  gilt: 

(0)  /■=limf„- 

wo   die   fj^  Bairesche  Funktionen  geringerer   als  ß-ter  Klasse.     Nach 
Annahme  ist  dann  überall  auf  91,  abgesehen  von  Nullmengen: 

(00)  /■i  =  Ura/4,,, 
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wo  die  /i,i  stetig,  und  mithin  nach  Satz  I  ^f-meßbar  auf  91.  Aue  (0) 
und  (00)  folgt: 

/■=lim(limfi,j); 

und  durch  Anwendung  von  §  2,  Satz  XV  folgt  die  Behauptung  von 
Satz  VII. 

Wir  können  beträchtlich  weitergehen,  wenn  wir  ^i  als  Inhalta- 
funktion  voraussetzen  (Kap.  VI,  §  7,  S.  444). 

Satz  Vm^).  Sei  Tp  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  3£  Ver- 
einigung abzahlbar  vieler  Mengen  von  endlichem  ^^-Maße. 
Ist  f  9J-meßbar  auf  5t,  so  gibt  es  eine  auf  Sl  zu  f  äqui- 
valente^) Funktion  f*  höchstens  zweiter  Klasse. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  ohne  weiteres 
f  als  beschränkt  annehmen.   Seien  u  und  v  untere  und  obere  Schranke 
von  f  auf  91: 
(X)  »SJ«». 

Sei  )-  eine  rationale  Zahl.  Wir  betrachten  die  Menge  9t(f|>-r). 
Da  <p  eine  Inhaltsfunktion,  gibt  es  (Kap.  VI,  §  7,  Satz  V)  einen  %  (/">■  r) 
enthaltenden  o- Durchschnitt  3t^,  der  maßgleiche  Hülle  von  91  (/'^r) 
ist.  Indem  wir  nötigenfalls  %■■  ersetzen^_  durch  den  Durchschnitt  aller 
ai^  ir-^r'),  können  wir  annehmen,  es  sei: 
(^'')  9t^'-<9r,-"     wenn  »■'>/'. 

Da  91,,  raaßgleiche  Hülle  von  "^{Or),  ist: 
(^^^)  ^(9I,-9t(/->r))  =  0. 

Wir  wählen  nun  für  r  insbesondere  die  Zahlen  -g-  (t  =  0 ,  + 1 , 
+  2,...)  und  definieren  auf  91  eine  Funktion  f„   durch ^): 

/;^i-      auf  %^  —  %i^  . 

Dann  ist  für  jedes  q    die  Menge  9t  (fy  ^  g)  eine  der  Mengen  9t  ;    und 

mithin  ein  o-Durchechnitt,  daher  ist  (Kap.  V,  §  5,  Satz  II)  fy  höchstens 
eine  Funktion  g^.  Die  Funktionenfolgo  {/■,}  ist,  wenn  man  (*"')  be- 
achtet,  monoton   abnehmend,   also  ist  (Kap.  V,  §  3,  Satz  VII)  auch 


')  a.  Vitali,  Reud.  Lomb.  3S  (1905),  599. 
=)  g  1,  8.  550. 

^  Da  wegen  {^'j  %,  für  f  >  u  leer,  für  »■  <  w  aber  91,  - 
z  %  definiert. 
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die  Funktion 

höchstens  eine  Funktion  g^  und  mithin  auch  (Kap.  V,  §  6 ,  Satz  I) 
eine  Funktion  höchstens  zweiter  Klasse, 

Abgesehen  von  den  Mengen  M  ^  —  9t  ff  >  ^J  (i  =  0,  +  1 ,  +  2 , . . .) 
ist  überall  auf  3(:  a" 

Abgesehen  von  der  Vereinigung  Sß  aller  Mengen  '•il^ — ^9l(f>'r)  ist 
also: 

und  da  wegen  (*^'^^J; 

ist,  so  ist: 

und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Wir  haben  noch  darüber  hinaus  gezeigt,  daß  f*  höchstens  eine 
Funktion  g^  ist.     Beachten  wir  noch,  daß  überall  auf  9t: 

so  folgt  aus  (^J^)  auch: 

Sei  endlich  noch  {?  die  obere  Schrankenfunktion  von  f  auf  %. 
Dann  ist  Q  oberhalb  stetig,  und  daher  höchstens  eine  Funktion  g^. 
Ersetzen  wir  überall  f"  durch  den  kleineren  der  beiden  Werte  f* 
und  O,  so  ist  also  die  so  entstehende  Funktion  auch  höchstens  eine 
Funktion  g.^  (Kap.  V,  §  3,  Satz  V),  und  wir  können  den  Satz  aus- 
sprechen: 

Safji  IX.  Von  der  Funktion  f  von  Satz  VIII  kann  an- 
genommen werden,  sie  sei  höchstens  eine  Funktion  (/^,  die 
der  Ungleichung  genügt  (wo  Q  die  obere  Sehrankenfuiik- 
tion  von  f  auf  9t): 

Nun  können  wir  Satz  VII  bedeutend  verschärfen; 

Satz  X.  Sei  ^  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  21  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  Mengen  von  endlichem  q^-Maße. 
Dann    gibt    es    zu    jeder  auf  St  ^-meßbaren  Funktion  f  eine 

^)  Oder  höchstens  eine  Punktion  G^,  die  der  üngloichung  genügt: 

wn  j)  die  untere  Sohrankenfunktinti  von  f  auf  9t. 
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Folge  {f.}  auf  %  stetiger  Funktionen,  so  daß  überall  auf  9t, 
abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

(t)  f~tif<' 

Sei  in  der  Tat  f  eine  zu  f  äquivalente  Funkfcion  höchstens 
zweiter  Klasse  (Satz  VIII).  Nach  Satz  VII  gibt  es  eine  Folge  auf  ?t 
stetiger  Funktionen  {/'J,  so  daß  überall  auf  3[,  abgesehen  von  einer 
Nulimenge : 

/■*  =  lim/,. 

Da  aber  fr-^f*-,    gilt  auch  (f)  überall  auf   9t,    abgesehen  von   einer 
Nulimenge,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Aus  Safcj  X  nun  folgern  wir  leicht: 

Satz  XL  Sei  ^  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  3t  Vereini- 
gung abzählbar  vieler  Mengen  von  endlichem  y-Maße,  Dann 
gibt  ea  zu  jeder  auf  %  .^-meßbaren  Funktion^)  f  einen  maß- 
gleiehen  Kern  Sd  von  St,  auf  dem  f  von  höchstens  erster 
Klasse  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  X  gilt  (f)  überall  auf  at,  abgesehen  von 
einer  Nulimenge,  d.  h.  auf  einem  maJJgleichen  Kerne  ffi  von  ?t,  und 
da  die  f^  stetig  auf  %,  und  somit  auch  auf  58,  ist  f  von  höchstens 
erster  Klasse  auf  ^,  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Man  darf  nicht  etwa  achheßen,  f  sei  äquivalent  einer  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  auf  3t^);  denn  die  Folge  {fj  in  (f)  wird 
auf  ai  —  ©im  allgemeinen  nicht  konvergent  sein,  und  daher  nicht 
eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  ?t  definieren.  Ein  Bei- 
spiel hierfür  erhalten  wir  in  folgender    Weise: 

Wir  konstruieroii  zuerst  im  Intervalle  [a,  6]  dea  SHi  eine  linear-meßbare 
Punktmenge  E,  die  elienso  wie  ihr  Komplement  S?  in  keinem  TeilintervaJle 
von  [a,V]  den  Inhalt  0  hat.  Sei  zu  dem  Zwecke  {A„J  eine  Folge  positiver 
Zahlen  <1,  für  dia  das  Produkt: 

(tt)  m  -  i.)  +  0 

wild.    Sei  Et  eine  abgeschlossene,  nirgends  dichte  Punktmenge  aus  [a,6],  für 
die  (Kap.  VI,  S  8,  Satz  X): 

ft(EJ  =  A.(ft-a). 

Für  das  Komplement  S,  von  S,  zu  [a,6]  ^It  dann: 

/'.  (ff,)  =  {l-ii)  (&-«)■ 

')  Ist  Ip  nur  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  gilt  die  Behauptung  für 
alle  Baireschen  Funktionen  auf  S[  (vgl.  Satz  VII). 

=)  Vg],  0.  Burstin,  Monatah.  f.  Math.  27  (1916),   163. 
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In  jedes  punktfreie  Intervall  (o'J',  6'^*)  von  g,  in  (a,  b)  setzen  wir  eine  abge- 
schlossene nirgends  dichte  Punktmenge  liff,  für  die: 

ft(e'?)-i.(»';'-«';')- 

Pur  die  Vereinigung: 
gilt  dann: 

Pttl  die  Vereinigung  Ei-j-Sa  und  ihr  Komplement  S^  zu  [a,6]  gilt  daher; 
/'.(ei  +  e,)  =  <^.  +  (]-J,)y(5-a);      ,^(S,)  =  {l-y(l~:l,){6-a), 
Indem    wir    m  jedes  punktfreie   Intervall    (a'^',6'^')    vonSi  +  ea    in  (o,  6) 
eine  abgeschloBsene,  nirgends  dichte  Punktmenge  S^'  des  Inhaltes  Aj  {b^/^n^) 
setzen     die  Vereinigung  fi,   aller  dieier  ffi'^'  bilden,  und  weiter   so   fortfahren, 
erhalttn  wir  eine  Folge  von  Mengen  ßi,  Hj, . .  .,  Sn, . .  .,   so  daÜ: 

während  für  das  Komplement  ffn  von  Si  +  Ej  +  . . .  -j-  S«  zu  [a,  &1  gilt; 

^,(^«)=a-''.i)(i-y  ■■■{!- VC'-«)- 

Wir  setzen  noch ; 

i5  =  E,  +  iä^.f...-fg:„ -]-...,     ji=jf^.si'^.  ....g„.,.; 

dabei  können  wir  leichterreichen,"  daß  S  dicht  in  [a,b]  wird.  Beachten  wir 
(tt)>  ^0  erkennen  wir  unschwer,  daß  für  jedes  Teilinterval!  Q  von  [»,&]; 

wie  angekündigt. 

Nun  definieren  wir  eine  Funktion  /  in  [o,  b']  durch: 
(ttt)  f=-0  auf  <&;       /■=!  auf  ffi. 

Da  S  und  ff  /i,-meßbar,  ist  auoh  /■  /(j-meßbaj.  Da  aber  jede  ku  /"  äquivalente 
Punktion  total -unstetig  in  [a,  6]  ist,  kann  ea  (Kap.  V,  §  10,  Satz  II)  keine  zu  f 
äquivalente  Funktion  geben,  die  in  [a,b]  von  höchstens  erster  Klasse  wäre. 

Satz  Xir).  Sei  ^  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  91  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  Mengen  91^^  von  endlichem  <p- 
Maße;  sei  ferner  f  <p-raeQhs,T^)  auf  3t,  Dann  gibt  es  in  9t  eine 
monoton  wachsende  Folge  von  Teilen  {StJi},  deren  Ver- 
einigung sich  von  9t  nur  um  eine  NuUmenge  unterscheidet, 
und  auf  deren  jedem  f  stetig  ist. 

')  E-Borel,  C.  R.  137(1903),  966,  N.  Lusin,  C.  R.  154(1912),  1688.  (Vor- 
her   eine    russiBche  Abhandlung,    Bull.   soe.   math.  Mose.  28  (1911),  266  fi.). 

")  Ist  95  nur  eine  gewöhnliehe  Maßfunktion,  ao  gilt  die  Behauptung  für 
alle  Bairesohen  Funktionen. 
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In  der  Tat,  es  ist: 

a  =  3(j  -i- 1,  +  . . .  +  a[„  +  ■  ■  ■ . 
wobei  wir  ohne  weiteres  aiuiehmen  können: 

Nach  Satz  X   gibt  es  eine  Folge  {f^}  auf  9[  stetiger  Funktionen,  so 
daß  überall  oxd  %,    abgesehen  von  einer  NuUmenge: 
f^lim/-,. 

Nach  §2,  Satz  XI  ist   hierin    die  Konvergenz   wesentlich-gleich- 
mäßig auf  %^.     Bezeichnet  also 
(0)  ,^  +  s,  +  ...  +  ,^  +  ... 

eine  eigentlich  konyergente  Reihe  positiver  Zahlen,  so  gibt  es  einen 
Teil  3tJJ  von  3l„,  auf  dem  {f^}  gleichmäßig  konvergiert,  und 
für  den: 

(00)  ^(%,^K)<e„- 

Da  die  f;  stetig  sind,  ao  ist  dann  auch  ihre  Grenzfunktion  /'  stetig 
auf  C. 

Wir  setzen  noch: 

<^I;  =  9r^a'^^.l■...■9r;^v■-■■ 

Dann  ist  f  auch  stetig  auf  atn,  es  ist 

und  endlich  ist  wegen  (00): 

^(0^^(r5- J^^«.>^(9tJ  — le., 
d.h.: 

Wegen    der  eigentlichen   Konvergenz   der  Reihe  (0)     folgt    dar- 
aus, wenn: 

2)„=(9(„—H;)-(a„.n—a;+i)-...  ■(«„+, ~-K+.)'..- 

gesetzt  wird: 

(000)  ^(®J==0. 

Setzen  wir  noch: 

?i*  =  sr;-L3t;+...-fC-i----' 

so  ist  aber  offenbar: 

?t  —  9t*  =^  ®^ -j-^^  4- . . .  4- s^  4-. . ,, 
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und  mithin  ist  wegen  (000): 

^(91  — ?(*)=- 0. 
Damit  ist  Satz  XII  bewiesen'). 

§  4.    Asymptotische  Konvergenz. 

Sei  31  eine  Menge  endlichen  p-Maßes  und  {fy}  eine  Folge  auf 
9t  9J-meßbarer  Funktionen,  die  überall  auf  %,  abgesehen  von  einer 
Nullmeiige,  gegen  eine  endliche  Grenzfunktion  f  konvergiert.  Nach 
§2,  Satz  IX  ist  dann  für  jedes  3>0r 

(*)  lim^(9t(|f— /;.|^g))  =  0. 

Ist  nun  SS  eine  Menge  endlichen  ^i-Maßes,  oder  Vereinigung  ab- 
zählbar vieler  Mengen  endlichen  ^i-Maßes,  so  definieren  wir  allgemein: 
Sei  {/v}  eine  Folge  auf  der  Menge  ffl  9?-nießbarer  Funktionen,  und 
sei  f  äquivalent  einer  auf  S9  endlichen,  ^-meßbaren  Funktion;  gilt 
dann  für  jeden  Teil  St  von  ^,  der  endliches  y-Maß  hat,  und  für 
jedes  g>-0  Gleichung  (*),  so  heißt  die  Folge  {/;}  eigentlich  asym- 
ptotisch konvergent  auf  ^  gegen  f.  Allgemein  heißt  {fy} 
asymptotisch  konvergent  gegen  f,  wenn  die  durch  Anwen- 
dung dei  Schränkungatransformation  aus  {/",,}  hervorgehende  Folge 
eigentlich  asymptotisch  gegen  die  durch  die  Schränlrangstransforma- 
tion  au'f  f  hervorgehende  Funktion  konvergiert^).  Aus  §  2,  Satz  IX 
entnehmen  wir; 

Satz  I.  Konvergiert  die  Folge  {f„}  auf  S9  ^i-meßbarer 
Funktionen  überall  auf  S9,  abgesehen  von  einer  Nullmenge, 
gegen  /',  so  konvergiert  sie  auch  asymptotisch  auf  S8 
gegen  f. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht.  Beispiel;  Sei  S  das 
Intervall  [0,  1]  des  9Jj  und  9;  der  lineare  Inhalt;«^.  Für  v^^2'-^v' 
(/  =  0,  1,  . .  .,  2*  —  1)    sei: 

r/    /  J_  il 

f—' '»  y^\-  "•*  '■-=»■ 

')  Satz  XII  kann  nicht  etwa  dahin  erweitert  werden,  daß  f  stetig  ist 
auf  einem  maßgleiohen  Kerne  von.  Sl.  Diea  zeigt  die  in,  {t+t)i  S.  568  an- 
gegebene Funktion  /,  die  total-ucatetig  ist  auf  jedem  maß  gleichen  Kerne 
von  [<.,»]. 

^  Der  Beg:rift  der  asymptotischen  Konvergenz  wurde  eingeführt  von 
Fr.  Eiesz  (0.  R.  148  (1909),  1303)  unter  der  Bezeichnung  „convergenoe  en 
mesore".  Der  Name  „asymptotische  Konvergenz"  8chliel3t  sich  an  fi.  Borel, 
Journ-  de  math,  (6)  8  (1912),  192. 
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Für  jedes  positive  5^1  ist  dann: 

/»i  (35  (I  fv  i  ^  2))  —  fi      für      r  =  2',  2'  +  1,  . . . ,  2^- 1  —  1, 

die  Folge  {/v}  ist  also  asymptotisch  konvergent  gegen  0  im  Inter- 
valle [0, 1],  Trotzdem  ist  sie  in  keinem  Punkte  von  [0,  l]  kon- 
vergent. 

Aus  der  Definition  der  asymptotischen  Konvergenz  folgt  un- 
mittelbar : 

Satz  II.  Konvergiert  {f,}  asymptotisch  auf  58  gegen 
f,  so  auch  gegen  jede  mit  f  äquivalente  Punktion  f*. 

Es  gilt  auch  umgekehrt: 

Satz  in.  Konvergiert  {/■,}  asymptotisch  auf  S  sowohl 
gegen  f  als  auch  gegen  f*,  so  sind  f  und  /■*  äquivalent. 

Vermöge  der  Schränkungstranstormation  können  wir  uns  auf 
den  Fall  der  eigentlichen  asymptotischen  Konvergenz  beschränken. 
Angenommen  nun,  es  wäre  nicht 

f  '^  f*  ■ 
setzen  wir  kurz: 

r-s)(f+f), 

so  ist  dann: 

9>(58')>0. 

Da  ffi'  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen 

(••)  Ä-s(i/'-f|i-^), 

ist  also  auch 

(***)  ^(^«)>0     für  fast  alle  M. 

Nach  Voraussetzung  ist  S  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen 
33,^  endlichen  ^-Maßes: 

33  ==  Sj  +  s.  4-  ■  ■  ■ + ®«  4-  ■  ■  ■ 

und  mithin  auch: 

s;  ^  ©,  is;  _[-  ^^  Sg;  -f  . . .  4-  S^  33;  + . . . 
Also  gibt  es  wegen  (***)  ein  m  und  ein  «,  so  daß: 

(V)  y(S9,sa>0. 

Wegen : 

\f~r\<:\fr-f\  +  \u~r\ 

folgt,  wenn  man  die  Bedeutung  (**)  von  S&'„  beachtet:  in  jedem 
Punkte   von    '^'„    gilt    mindestens    eine   der   beiden   Ungleichungen: 
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d.  h.  es  ist  (für  jedes  v): 

««■»«<«m(l  f'  —  f\>  /^)  +  ^«  (l  f^-  fl^i^- 

Wegen  (\*)  können  also  die  beiden  Beziehungen: 

limy(B,(|f,~f|i;i))_0;    lim  ;;;(»_  (|  f,_ /«  |  ^±))  =  0 

nicht  gleichzeitig  bestehen;  d.  h.  (da  a3„  von  endlichem  ip-Maßo 
ist):  Es  konvergiert  {/",,}  nicht  asymptotisch  gegen  die  beiden  Funk- 
tionen f  und  /■*,  entgegen  der  Voraussetzung.  Damit  ist  Satz  III 
bewiesen. 

Satz  IV.  Ist  91  von  endlichem  9^-Maße,  und  ist  {/;}  eine 
Folge  endlicher  Funktionen,  die  asymptotisch  auf  9t  gegen 
eine  endliche  Funktion  /"konvergiert,  so  gibt  es  zu  jedem 
e>0  und  g>0  ein  v^,  so  daß: 

(0)  ^{%(\  f.  —  /;■ !  ^  9))  <  fi     für     v>  v^,  v'  >  v^. 

In  der  Tat,  wegen: 

:/;-/;.'!<ir..-fH-ifv'-f| 

ist; 

(00)     ä{|/-,-f,.|ä4)<a(f.-flS:|)  +  (l/'.~/1ä|)- 

Wegen  der  asymptotischen  Konvergenz  von  {/V}  gegen  f  gibt  es 
ein  Vp,  so  daß; 

^(9f(lA-f|^|))<|     für.^.,: 
^(sHlf.'-f|>f)j<2     für/^v«. 

Aus  (00)  und  (000)  aber  folgt  (0),  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Um  auch  die  Umkehrung  von  Satz  IV  beweisen  zu  können, 
bedürfen  wir  des  folgenden  Hilfsatzes  ^) : 

Satz  V.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  9t  gi-meßbarer  und  end- 
licher Funktionen,  und  gibt  es  zu  jedem  £>0  und  5>0 
ein  r^,  so  daß: 

9{^i\f-~-fy'\'^<ii)<^     für  v'^v^,v''^v^, 
so  gibt  ee  in  {f,}  eine  Teilfolge  {f,^.},  die  auf  at  wesentlich- 
gleichmäßig  konvergiert. 

')  Pr.  Rieaz,  a.a.O.;  s.  auch  H.  Weyl,  Math.  Ann,  67  (1909),  243, 
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Wir  geben  uns  zum  Beweise  zwei  eigentlich  konvergente  Reihen 
aus  positiven  Zahlen  vor: 

(t)  «.  +  «.  +  . .■  +  9,+  ...;     a.  +  .,  +  . ..  +  .,  +  ... 

und  setzen: 

Kach  Voraussetzung  gibt  ea  dann  ein  v^,  so  daß; 

-dabei  können  wir  immer  annehmen: 
Setzen  wir: 

BO  ist  wegen  (tt): 

und  somit  wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  zweiten  Reihe  (f ) : 

(ttt)  limy(SI,)-0. 

In  jedem  Punkte  von  %  —  91;  gelten  die  sämtlichen  Ungleiohuiigen : 

und  somit,  wenn  j^i,  wegen: 

f-i  -  f;t.  1 S I  f-i  ~  fw  I  + 1  f-Ht  -/■-,■+>  i  +  ■•■  +  I  f;t.-i  -  f-jj' 
auch  die  Ungleichung: 

Wegen  der  eigentlichen  Konvei^enz  der  ersten  Reihe  (f)  folgt  dar- 
aus:   Zu    jedem  rj'^0  gibt  es  ein  j^,,  so  daß  auf  ganz  g(  — yt^: 

\r^j  —  Uj+,\<n     für  j^j(,  und  e=l,2,  ... 
Das  aber  heißt:  Die  Folge  {f„,}  ist  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
auf  SU  —  9Ij.     Wegen  (ttt)   i^*  ^i®   ""^^  wesentlich-gleichmäßig  kon- 
vergent auf  %,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  die  Umkehrung  von  Satz  IV 
zu  beweisen: 

Satz  VI.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  V  gibt 
es  eine  endliche  auf  21  ^-meßbare  Funktion  f,  gegen  die 
{/;)  asymptotisch  auf  St  konvergiert. 
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In  der  Tat,  behalten  wir  dieselben  Bezeichnungeweiaen  bei,  wie 
beim  Beweise  von  Satz  V.  Da  die  Folge  {/;.}  auf  jeder  Menge 
9t  —  81j  eigentlich  konvergiert,  besitzt  sie  überall  auf  "H,  abgesehen 
vom  Durchschnitte 

^^^j-%-...-%-  ... 
einen  endlichen  Grenzwert: 

f=limf,._ 

Bemerken  wir  gleich,  daß  wegen  (ftt)' 

Setzen  wir   noch   für  f  auf  ®  beliebige  endliche  Werte  fest,   so  ist 
nun  f  auf  ganz  3t  als  endliche  95-meßbare  Funktion  definiert. 

Seien  nun  p  >  0  und  1;  >■  0  beliebig  gegeben.  Wegen  (ftt)  gibt 
es  ein  i,  so  daß: 

und  weil  {/v.}   auf  yt  — 31,-   gleichmäßig    gegen  f   konvergiert,    ist 
auf  ^  —  %: 

(xxj  |/;^.-^|<|     für  fast  alle  j. 

Naeh  Voraussetzung  gibt  es  ein  »»q,  so  daß: 

?(st(lf.-f,'[ä|))<|     '!"'>'..•'>%■ 
Wir  wählen  in  C^^)  ein  Vj'^v^,  und  haben  dann: 

r-)  ^(8l(|f,-f,|S;f))<|     arv>v,. 

Wegen: 

\f.~f\<,\f.~'f.^\-^\f.j~f\ 
ist  nun: 

si(l/.-flS:}')-<si(l/;-f,!iä|)  +  «(l/',-flS:|). 

und  wegen  C**^}  daher  weiter: 

Wegen  [")  und  C^'*)  haben  wir  daher: 

'^{^{\fy  —  f\>P))<n     für  ''^'■o, 
d.  h.  {fv}  konvergiert  asymptotisch  gegen  f.     Damit  ist  Satz  VI  be- 
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§  5.    Nicht-meßbare  Punktmengen. 

Wir  erinnern  an  die  den  Untersuchungen  dieat 
gründe  liegende  Terminologie.  Es  war  3}  ein  metrischer  Raum  und 
<p  eine  im  a-Körper  M  aus  91  absolut- additive  Mengenfunktion.  Die 
Mengen  aus  M  hießen  ip-meßbar. 

Sei  ST  eine  Menge  aus  M.  Jeder  nicht  95-meßbare  (d.  h.  nicht 
zu  M  gehörige)  Teil  9f  von  9t  liefert  sofort  ein  Beispiel  einer  nicht 
5:1- meßbaren  Funktion  f: 

/■=  1  auf  3!;     /■=  0  auf  K  ■—  9!. 

Umgekehrt  liefert  jede  auf  einer  Menge  91  aus  M  definierte,  nicht 
^j-meßbare  Funktion  f  sofort  eine  nicht  95-meßbare  Menge:  in  der 
Tat,  für  mindestens    ein  ^  ist  die  Menge  9r(f>j')   nicht  93-meßbar. 

Sei  insbesondere  q?  eine  Maßfunktion  (Kap.  VI,  §  ö,  S.  424).  Der 
o-Körper  der  9:i-meßbaren  Mengen  besteht  dann  aus  allen  jenen  Mengen 
3)i  aus  9J,  für  die  zueammen  mit  jeder  beliebigen  Menge  3t  die 
Gleichung  (0)  S.  i24  gilt.  In  jedem  einzelnen  Falle  entsteht  die 
Frage,  ob  es  Mengen  gibt,  die  nicht  ip-meßbar  sind.  Wir  werden 
zeigen,  daß  ea  im  i-dimensionalen  euklidischen  9{^  Mengen  gibt,  die 
nicht  /(^-meßbar  {ft-dimeneional -meßbar)  sind,  und  mithin  auch  Funk- 
tionen, die  nicht  /c-dimensional-meßbar  sind.  Wir  führen  den  Beweis 
zuerst  im  Stj'). 

Sei  «  eine   irrationale  Zahl   aus  (0,  1).     Zu  jedem  Punkte  x 
aus  [0,  1)    bilden   wir   die   Menge  ?0!  {x)   aller    nach  [0,  1)  fallenden 
Punkte  der  Form 
(*)  a:-j-wG  +  M  (m,M  =  0,  +  l,  ±2,  ...). 

Offenbar  kann  ein  Punkt  von  M  (x)  nur  auf  eine  einzige  Weise  in 
der  Form  {*)  dargestellt  werden;  denn  gäbe  es  zwei  verschiedene 
solche  Darstellungen: 


so  würde  daraus  ein  rationaler  Wert  für  a  folgen.     Zwei  Mengen 
3Jl(a;),  die  einen  Punkt  gemein  haben,  sind  identisch. 

In  jeder  Menge  SOt  {x)  denken  wir  uns  einen  Punkt  ausgezeichnet  ^). 

•)  Vgl.  H.  Lebesgue,  Bull,  boc.  mafch.  35  (1907),  210;  F.  Hausdorff, 
Gnindz.  der  Mengenlehre,  401.  Das  erste  Beispiel  einer  nicht  linear-meßbaren 
Punktmengo  rührt  her  von  G.  Vitali,  8ul  problema  della  miaura  dei  gruppi 
di  punti  di  una  retta,  Bologna  1905;  ein  anderes  Beispiel  von  E.  B.  Van  Vlecb, 
Am.  Trans.  9  (1908),  237. 

')  Sind  zwei  Mengen  M{x)  identisch,  so  ist  in  beiden  derselbe  Punkt 
auszuzeichnen. 
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Sei  x'  der  ausgezeichnete  Punkt  von  'iii{x).  Dann  ist  nach  Defi- 
nition von  m{x): 

^  =  x  +  f{x).a^g{x), 

wo  f[x)  und  g[x)  in  [0,  l)  eindeutig  definierte  Funktionen  sind,  die 
nur  ganzzalilige  Werte  annehmen.  Wir  bezeichnen  mit  JR^  die 
Menge  aller  Punkte  von  [0,  1),  in  denen  ([xj^m,  und  behaupten: 
Die  Menge  !0t^  iat  nicht  linear-meßbar. 

Wir  zeigen  zunächst:  Wäre  afi„,  linear-meßbar,  so  wäre  auch 
OT^_j  linear -meßbar,  und  es  wäre: 

Wir  nehmen  also  an,  2!t^  sei  iinear-meßbar  und  bezeichnen  mit 
^'^  und  3C  den  nach  [0,  1  —  «)  bzw.  nach  [l  —  a,  1)  fallenden  Teil 
von  W™,  mit  9K'«-i  und  W'^-i  den  nach  [ß,  l)  bzw.  nach  [0,«) 
fallenden  Teil  von  ffi„,_i.     Dann,  iat: 

Wir  behaupten:  durch  die  Parallelverschiebung  x^=^x-\-a  geht  9JC 
in  3Jlm-i  über,  durch  die  Parallel  Verschiebung  x^=x-\-a  —  1  geht 
SK'm  in  fflS-i  über.  Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  beiden  Be- 
hauptungen zu  beweisen. 

Sei  X  ein  Punkt  von  W„.  Die  Mengen  ^{x)  und  Wix-\-a) 
sind  offenbar  identisch,  daher  auch  ihre  ausgezeichneten  Elemente, 
d.  h.  es  ist: 

^J^,n-a^g{x)^x  +  a^f{x  +  a)-a^gix-^a), 
woraus  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  a  folgt: 

Es  gehört  also  a:-|-ß  zu  W^-i,  d.h.  durch  S  =  a;-[-ß  wird  jeder 
Punkt  von  3fi',i  in  einen  Punkt  von  SJC-i  übergeführt.  Sei  nun  x 
irgendein  Punkt  von  SUm-i-  Die  Mengen  gjJ  (S)  undTO(S — -a)  sind 
identisch;  die  Gleichheit  ihrer  ausgezeichneten  Elemente  ergibt: 

mithin : 

rti -»)=»,, 

es  gehört   also  x  —  a  zu  9Hm)  d.  b.  diu'ch   die  zu  x  =  x-^a  inverse 
Transformation  wird  jeder  Punkt  von  SOC-i  ii  einen  Punkt  von  9K'„, 
übergeführt.     Damit   ist   aber  gezeigt,    daß  die  Parailelversehiebung 
x^x-\-ci.  die  Menge  ffl™  in  SOJm-i  überführt,  wie  behauptet. 
Daraus  nun  folgt: 
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und  ebenso : . 

(<,(n;'.)-A(«,-i), 

und  somit  folgt  aus  (***)  die  behauptete  Gleichheit  (**),  Und  daraus 
folgt  weiter:  Ist  eine  Menge  M^,  linear-meßbar,  Bo  gilt  dies 
für  alle  (tn  =  0, +  1,  +  2, .. .),  und  es  hat  ^(^(WJ  für  alle  m 
denselben  Wert. 

Das  aber  ist  unmöglich;  denn  wegen 


(V) 

[o,i)-_S__», 

müßle  dann: 

2  (',(MJ=i 

sein,  was  nicht  sein  kann,  wenn  alle  /n^  (SK,,,)  denselben  Wert  haben. 
Die  Annahme,  W:^  sei  linear-meßbar,  führt  also  auf  einen  Widerspruch, 
und  wir  sehen: 

Satz  I,  Es  gibt  Im  SR^  Ponktmengen,  die  nicht  linear- 
meßbar sind. 

Wir  können  diese  Aussage  noch  ein  wenig  präzisieren.  Gan/,  ebenso,  wie 
oben  {**)  bewiesen  wurde,  zeigt  man')  für  die  inneren  Inhalte; 

Es  haben  also  alle  fi^i^id  denselben  Wert,  und  da  wegen  ("«*)  nach  Kap.  VI, 
§  6,  Satz  HI: 

ist,  ist  notwendig: 
Setzen  wir  noch: 

und  verwandein  wir  das  Intervall  [0,  1],  in  dem  aK„,  lag,  durch  Ahnliohkeits- 
transtormation  in  irgendein  Intervall  der  Lange  I,  so  sehen  wir: 

Satz  11.  Es  gibt  ein  3>0  (und  £1),  so  daß  in  jedem  Intervalle 
des  SBi  von  der  Länge  l  eine  Menge  %  liegt,  für  dier 

Wir  können  dies  Resultat  sofort  verallgeraeinern : 

Sala  in.  Es  gibt  ein  p>0  (und  £1),  so  daß  in  jeder  linear- 
meßbaren  beschränkten  Menge  SS  des  JR,  ein  Teil  SB  liegt,   für  den: 

In  der  Tat,  zur  meßbaren  Menge  W  gibt  es  (Kap.  VI,  g  8,  Satz  V),  wenn 
s  >  0  behebig  gegeben,  eine  beschränkte,  offene,  SOI  enthaltende  Menge  D,  für  die ; 
(t)  ;'.(D)</'i{m}  +  «. 

')  Unter  Berufung  auf  Kap.  VI,  %  6,  Satz  XIX. 
Hslin,  Theorie  der  ceellen  Funktionen.    I.  87 
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Als  beschränkte  offene  Menge  des  3i,  ist  D  Sumine  abzählbar  vieler 
Intervalle  (Oy,  &v)  {Kap.  I,  g  7,  Satz  IX).  In  (a^,  6v)  gibt  es  naoh  Satz  II 
eine  Menge  %r ,   für  die; 

Setzen  wir: 

a = 9t,  4- Ma  + . . .  +  a,,  +  ,  . . , 

60  ist  na«h  Kap.  VI,  §  6,  Sata  XIX; 

Da  m  meöbar,  ist: 

f,^  (m)  =  ^1  (9t  W)  +  ;<,  (91  (O  —  W.)) . 
Wegen  (■[■)  ist  hierin : 

^(3t(D-ffi))<J, 
also  wegen  (ff) 

(ttt)  ft(a.äS)>ft(a)-.  =  sft(0)-.>8ft(s»)-., 

Ist  nun  j>  irgendeine   positive  Zahl    <  3,   so  kann   hierin  das   beliebige  f  so 
klein  gewählt  werden,  daJ3: 

9^(211)-. >j>^,  (50!), 
and   wir  haben   aus  (ftt) : 

Bezeichneii  wir  nun  mit  löi  den  ins  Intervall  [—  x,  x]  fallenden  Teil  von 
9l'9K,  so  ist  /i,  (95i)  eine  stetige  Funktion  von  x,  die  von  0  bis  /*,  (SI-9K)  wächst, 
wenn  x  von  0  bis  -j- CO  wäohat.     Ea  gibt  also  einen  Wert  S  von  x,  für  den; 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (tt)  aber  ist: 

womit  Satz  III  bewiesen  ist, 

Satz  IV.   In  jeder  lir 

einander  komplementän 

ft»W  =  0;   ,%*(aH-a)  =  o. 

Wir  führen  den  Beweis  zunächst  für  beschränktes  5K.  Es  gibt  nach 
Satz  III  einen  Teil  18,  von  3Ä,  so  daß: 

Sei  ffli  ein  meßbarer  Teil  von  9K,  der  maßgloicke  Hülle  von  ^^  ist.  Dann  ist: 

(0)  ^,(9»-aR,)  =  ft(3H)-;',(»i)  =  (l~J')''.W- 

Naoh  Satz  in  gibt  es  in  SOI  — SKi  einen  Teil  Sa,  so  daß: 

(00)  ^,*  03a)  =  0;     M,  (S8,)  =^pfi,  (W  -  W,)  =  j.  (1  -p)  /^  m). 

Sei   !0I,    ein    meßbarer    Teil   von  9J!  — ä)I,,  der    maßgleiohe  Hülle   von  SB,  ist. 

Dann  ist  wegen  (0)  und  (00): 

^,  (SU  —  m,  —  3Jfa)  =  f<,  (sm  —  SKO  —  *«i  (as^)  =  (i  — »^  /-i  (5di)  ■ 

Nach  Satz  III  gibt  es  in  ffll  —  SBi  —  SRa  einen  Teil  5S,,  so  daß: 

/*.«  (©3)  =  0;     /',  (Öa)  --  p  /«,  (SOI  -  !0f,  —  3»,)  =  i>  (1  —pY  ß^  m)  ■ 
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Jniicm  wir  so  weiter  schließen,  flnden  wir  eine  Folge  {Sv} 

Ru  daß 

(000) 


SU  jedem  SS. 
aHv  fremd 
(setzen  wir 


(a3v)  =  0;  /.,(iö,)=i.(i-i)y-i,.,(2r(), 

ICH  S6v  enthaltenden  meßbaren  Teil  9K,.  v 


Br=!8i  +  SB  +  -..  +  SS..  +  ..,, 
80  folgf  au")  tüOO)  nach  Kap,  VI,  g  6,  Satz  XIX: 

Nach  Kap  VI,  §  G,  Satz  IV  ist  also  auch 

"i#  (^  —  ^'0  =-  'I,  (31!!  —  »,  m)  =  0 
und  Satz  IV  ist  für  beschrankte  9M  beniesen 

Eine   nicht  .besr-hiackte    meßbare    Menge  W  des  iS,  ist  Vereinigung    ab- 
Eählbar  vieler  beschiankter,  zu  je  zweien  fremder  meßbaiei  Mengen  MiJ, 

TO  =  ffff,  +  tßj  4-        4  äR-  + 
Nach  dem  eben  Bewiesenen  gibt  es  in  50fv  einen  Teil  St.,  so  daß: 

/i„(9t.)  =  0;     /(..(OTv  — 9tr)  =  0. 
Setzen  wir: 

91  =  9t,  +  aia  +  ...  +  a..+  ---, 

a»  —  91 = (501,  —  äj  +  (5Kb  —  ^)  + . . .  +  (äSv  -  a^)  + . , , 

und  somit  nach  Kap,  VI,  §  6,  Satz  XIX: 

Pi*(9l)  =  0i    ^,(aH-9l)  =  0. 
Damit  ist  Satz  IV  vollständig  bewiesen. 


Wir  beweisen  nun  den  a 
Satz  V.    In  jeder  Ä-di 


alogen  Satz  für  den 
eßbai 


i  Teile 


{") 


Es  genügt,  dies  für  3R^=3ti  naohzuweiaen;  denn  ist: 
{><>■)  w«W  =  0;    /«».(SRfc  — 30  =  0, 

so  folgt  für  jede  Menge  W,  des  %: 

so  daß  die  Menge  501 -Sl  das  Verlangte  leistet. 

Sei  nun  (a:,,  x.^,  ■■■,«^)  ein  Punkt  des  Sßj; 
Nach  Satz  IV  gibt  es  im  Elii  eine  Menge  Sj,  so 

Sei  a(  die  Menge  aller  Punkte  des  fR,j,    deren  Projektion    in  den  ffl,  zu  \ 
hört.     Wir  behaupten:  für  S  gelten  die  Gleichungen  ("x). 
Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre 

so  gäbe  es  (Kap,  VI,  §  7,  Satz  IV)  in  91  euien  maßgieichen   Kern,    der  a 


e  Projektio 
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einigUDg  ist,  und  mithin  auoli  einen  abgeschlossenen  Teil  35,  für  den 

(>^>!^)  ^Ji(«)>0. 

Die  Projektion  S,  von  B  in  den  'St,  ist  dann  gleiobfalls  abgesclilossen.  und 
wegen  der  ersten  Gleichung  (>:x«)  muß; 

sein.  Das  aber  steht  im  Widerspruche  mit  (**x^).  Denn  aus  (x'^x)  folgt 
ohne  weiteres  für  die  Menge  S  aller  Punkte  des  91i,  deren  Projelition  in  den 
SH,   zu  18,  gehört^): 

und  mithin  wegen  S  <i  IS  auch : 

/'*(»)  =  0. 

Damit  ist  die  erste  Gleichung  (=*>')  bewiesen,  uad  ebenso  beweist  man  dio 
zweite. 

In  Satz  V  ist  die  Aussage  enthalten; 

Satz  VI.    In  jeder  Menge  m  des  91^,  für  die 

ist,  gibt  es  Teile,  die  nicht  fc-dimensional-meßbar  sind. 

Dies  ist  trivial,  wenn  SK  nicht  i-dimensional-meßbar  ist.  Sei  also  9Ji 
Ä-dimenBionaJ- meßbar,  und  sei  %  ein  Teil  von  SK,  für  den  (")  gilt.  Naok 
Kap.  VI,  g  6,  Satz  IV  ist: 

f<ft  (SR  -  90  = /'s  W -.""<*  W  =  /'■!(  W  >  0 . 
Ks  ist  also,  bei  Beachtung  von  (^): 

/ifc(!IÄ  — 31)>0;     fij,»{m  —  M)  =  0, 
d.  h.  9H  —  ä  ist  nicht  fc-dimensional -meßbar.     Damit  ist  Sats  VI  bewiesen. 

')  In  der  Tat  naeh  Kap  VI  ^  8,  Sat?.  V  gibt  es  ku  jedem  s  >  0  im  3ii 
eme  offene  Mei^  D,  >  »,    «o  daß : 

/ .  i^,)  <  ^ 

Sei  C  die  offene  Menge  de^  fßt    deren  Projektion  in  den  SH^  die  Menge  D,  ist, 

iid  lei  O      der  Durchscbmtt  von  D  mit  dem  Inlerviüe  ( — n,  — W,  .  .  .,  — n; 

m   «  »]   des   %      ind   E       der  Di rchsnhnitt  von  t*    mit   diesem  Intervalle. 

Dann  ist 

und  wegen  ß'"'-«;©*''  auch: 

,',(e"'i)<(2»r'.. 

Da  (lies  für  jedes  c  >■  0  gilt,  ist : 
und  wegen 

e  =  g(.)_i_g(ä)_j_,..-j-gi")4...., 

ist  auch: 

wie  behauptet. 
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§  6.    Nieht-meßbare  Fuuktioneu. 

Zu  emem  bemerkenswerten  Beispiel")  010er  QH,Iit  lineai  meöbsien  Funklun 
fix)  fuhrt  die  Theorie  der  Funktional gleichuDg 

(0)  Ml    I   ••  )-t{ii)  +  n':) 

Wu  wdlen  al    eine  BasitmonKe   des  SH,  jede  Menge  "1  leelltr  Zal  len 
L  folgendei   Bigen'.ch'ift     Jede    reelle  Zalil    i  =^  'J  kann    durch 
6    aus  ?9  in  dPi   Firtn    ItfReitellt  w  tden 


wo  die  ,  tationaje  Zahlen  bedeuten  und  es  gibt  nu  eine  welche  U-irstellung 
in  der  alle  *    ^=  0  sind      Wir  zeigen  znnaehst* 

SV.U  I,    Es  gibt  BaBiamengen  des  fß, 

Nach  Fioleituog  §  4  Satz  \Sa  gibt  ea  zwi  eben  den  Elementen  des  Ji^ 
eine  Ordnung  beziehung  vermöge  deren  dei  tRi  eine  wohlgeordnete  Menge  wiid 
Wii  lassen  aus  ihi  die  0  weg  und  bezeichnen  sie  sodann  mit  SB  Wir  defi 
lueren  nun  die  gesuübte  Basismenge  8  de    SR,  durch  Induktion 

1  Dft^  erste  Element  lon  &  gebore  zu  18 

2  Sei  für  alle  dem  Elemente  j  in  SB3  voi ingehenden  Elemente  bekmnt 
ob  sie  zu  S  gehören  oder  nicht  Dann  gebort  das  Element  i  nicht  /u  S  oder 
7uiB  je  nai-hdem  es  unter  den  zu  &  gehörigen  Elementen  des  Absohnittei  lon 
1  m  ;^  endlich  viele  gibt  durch  die  v  m  der  Foira  00)  auidruckbar  i^t 
oder  nioht 

Durch  diese  Definition  ist  ein  ieii  i6  von  iH,  defaniert.  Wn  wollen  zeigen, 
daß  SB  eine  Basismenge  des  !Hi  ist. 

In  der  Tat,  daß  jedes  s  4^  0  dnroh  endiich  viele  h,  aus  S  in  derBorm(00) 
darstellbar  ist,  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  yon  ^.  Es  bleibt  nur  zu 
zeigen,  daß  ea  nur  eine  soiche  Darstellung  gibt,  in  der  alle  iv  ^  0  sind. 

Angenommen,  ee  gäbe  deren  zwei  verschiedene 

Sei  Öl,  ig,  . . ,,  ft„  die  Vereinigung  von  b\,  . . .,  h'^i  und  b",  ,  . .,  h'^".  Dann  kann 
(iflO)  auch  geschrieben  werden; 

wo  nun  einige  s^,  a"  auch  ^0  sein  können.    Aus  {(Pf,)  folgt: 

(000}  2(st  — s")&.  =  0. 

wo  wegen  der  Verschiedenheit  der  beiden  Darstellungen  {^o")  nicht  alle 
s[. —  sf^O  sind.  Sei  6  unter  den  6,,  deren  Koeffizient  s^  —  s"  4^  0  ist,  daa- 
jenige,  das  in  SB  zuletzt  steht.  Dann  wäre  durch  (000)  eine  lineare  Darstellung 

')  H.  Lebesgue,  Atti  Torino,  42  (1907),  537. 
ä)  G.  Hamel,  Math.  Ann.  60  (1905),  460. 
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von  6  duroh  endlich  viele  dem  6  in  38  vorangehende  Elemente  von  59  ver- 
möge rationaler  Koeffizienten  gegeben,  entgegen  der  Definition  von  SS,  Also 
können  die  Darstellungen  ("o*')  von  x  nicht  beide  beatehen,  und  Satz  I  ist  be- 

Wir  können  nun  leicht  die  allgeffieinste  Lösung  der  Funktional gleic hu ng 
(0)  angeben^}: 

Salz  II.«)  Ist  S9  eine  ßasismenge  des  9t,,  und  ist  (00)  die  Dar- 
stellung der  reellen  Zahl  x  durch  die  Zahlen  von  50,  so  ist  die  all- 
gemeinste Lösung  der  Funktionalgleichung  (0)  gegeben  durch: 

wo  fd)  eine  willküriiohe  Funktion  auf  S9  bedeutet. 

In  der  Tat,  aus  (0)  folgt  unmittelbar,  wenn  m  und  n  natürliche 
Zahlen  sind ; 

daher,    wenn  die  >\  rationale  Zahlen  sind: 

r(r,  b,  +  rA  +  .  . ,  +r„6„)  =  I  »V  fiK)' 

also  muß  jede  Lösung  von  (0)  die  Gestalt  (*)  haben. 
Selen  sodann 

it'-itifii;    .•k"  =  2'-"&"       {>-;  +  0,  r;'+0) 

die  Darstellungen  von  3/  und  x"  durch  die  Zahlen  von  S.  Ist  fc,, , , .,  &„  die 
Vereinigung   der  6^  und  b'^,  so  kann  man  statt  dessen  auch  achreiben: 

(«-)  ^-is^ö,;     ^"  =  !<'&„, 

wo  nun  möglieh  erweise  einige  s^  und  sj,'  gleich  0  sind.     Dann  ist: 

(**•)  y+^'=i(<+c)&.- 

Verraöge  {*)  folgt  aus  (*•)  und  (***): 

f(x'  +  :>/-)-=2{<  +  C)f(K). 

Es  genügt  also  die  Funktion  (*)  der  Funktion algleichung  (0),  und  Satz  II  ist 
bewiesen. 

Wir  folgern  sofort  aus  Satz  II: 

')  Ihre   allgemeinste   stetige   Lösung   ist   bekanntlich    f(x)  =  cx,    wo  c 
eine  beliebige  Konstante. 
=)  G,  Hame),  a.  a,  0. 
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Satz  III.  El  gibt  uti'^tetige  Lösungen  dei  Funktional 
gleiohung   {0}^) 

In  der  Tat,  auf  S  reduziert  sich  die  Funktion  {*)  auf  /i,6j  und  da  f{b) 
auf  S8  willkuiüch  nar,  haben  wir  nur  zu  zeigen  daß  es  auf  !8  unstetige 
Funktionen  gibt,  d  h  daß  es  einen  zu  ©  gphorigen  Häufung'^punkt  von  S 
gibt  Nun  ist  aber  59  nicht  abzahlbar  (denn  waie  S8  abzuhlbai,  so  gäbe 
ea  attpb  nnr  abzahlbar  viele  in  der  Form  (OOj  darstellbare  Zahlen  wahrend 
jede  Zahl  ho  darstellbar  i?t)  also  gibt  es  naoh  Kap  I  §  7,  Satz  XIV  einen 
KU  S8  gehongen  H'vufungspunkt  \od  S,  und  Satz  III  ist  bewiesen 

SatalT.    Eine  unstetige  Lo'^ung  von  (0)  ist  nicht  lineai   raeObar 
Sei  in   der  Tat  f{x)  eine   unstetige  Losung  von  (0),     Pur   rationales  a 
ist,  wie  aus  (0)  folgt: 

Daher  ist  f{3i)  —  /"(!)■*  eine  unstetige  Lösung  von  (0),  die  für  alle  rationalen  x 
den  Wert  0  hat.     Und  da  f{x)   und  /'(a;)  —  f(i)'3:  gleichzeitig  linear-meßbar 
sind  oder  nioht,  können  wir  von  vornherein  annehmen,  es  sei; 
(t)  /'(3;)  =  0     für  rationales  s;. 

Wir  nehmen  an,  f{x)  sei  meßbar,  und  zeigen,  daß  dies  auf  einen  Widcr- 
spruob  führt. 

Seien  H,  iß,  E  die  Mengen  aller  Punkte  des  SR,,  in  denen  f>0,  f<0, 
^=0,  und  seien  ü*,  iß^,  E*  die  Durchschnitte  von  W,  5B,  £  mit  [a.b].  Alle 
diese  Mengen  sind  na<ili  dnnaJime  meßbar.  Keine  der  Mengen  ^,  59,  (£  iat 
leer:  denn  S  enthält  alle  rationalen  x;  S!i~\-^  ist  nicht  leer,  weil  f  unstetig 
und  mithin  nicht  =0  für  alle  a;  ist,  und  da,  wie  (0)  zeigt,  durch  die  Trans- 
formation ä  =  —  3!  9t  in  S3  übergeht,  kann  weder  9t  noch  S8  leer  sein.  ^ 
Endlich  ist  jede  der  Mengen  9t,  W,  E  dicht  im  StiJ  denn  S  enthält  alle  ratio- 
nalen X,  und  es  wird,  wenn  r  irgendeine  rationale  Zahl  bedeutet,  durcii 
x^^x-^-r  sowohl  91  als  IS  in  sich  übergeführt,  da  wegen  (0)  und  (f); 

Wir  zeigen  nun'  für  jedes  Intervall  [a,b]  ist: 

(tt)  ft(a;)--j.,(si;). 

Da  [a,  b]  Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Folge 
mit  rationalen  Lndpunktea  ist,  genügt  es,  (ff)  unter 
weisen,  a  und  b  ieien  rational.    Dann  ist  wegen  (t): 


'+«)-K^-')- 


Durch  die  Transformation  x^(a  +  i)  —  x  wird  also  91,/     in59*+j  und  9t*^j 
in  !9^^      übergeführt,  woraus  (ff)  unmittelbar  folgt.. 

')  Mit  unstetigen  Lösungen  der  Funktional  gleiohung  (0)  beschäftigte  sich 
zneret  R.  Volpi,  Giorn.  di  mat.  35  (1887),  104.  Vgl.  auch  B.  Noether,  Math. 
Ann.  77  (19I&),  543. 
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Sodann  zeigen  wir:  für  jedes  Intervall  [a,  6j  ist: 

(ttt).  ;'.(a^^ft(e*)■ 

In  der  Tat,  ist  e>0  beliebig  gegeben,  so  gibt  ea  ein  Teil  Intervall  [«',&') 
von  (a,6),  so  daß; 

Da  31  dicht  im  91,,  gibt  ea  ein  zu  31  geböriges  h,  so  daß  auch  noch 
K  +  fi,  b'-\-h]  Teil  von  {a,b)  ist.  Wie  aus  (0)  folgt,  geht  durch  x  =  ce  +  A 
jeder  Punkt  von  g  über  in  einen  Punkt  von  Sl,  also  E*!  in  einen  Teil  von  3t*  , 
Es  iat  also; 

und  da  hierin  e  >  0  beliebig  war,  ist  (ftf)  bewieaen. 
Nun  sehen  wir:  ea  iat 

(V)  Ä(«;)=ft(»;)>o. 

In  der  Tat,  wäre 

ao  wäre  wegen  (■f'j-f)  auch : 

,",(s5-o. 

waa  unmöglich  ist,  wegen; 

[a,6]  =  a^  +  Sj4-g*. 

Aus  (ft)  folgt,  da  jede  offene  Menge  O  Vereinigung  abzählbar  vieler  zu 
je  zweien  fremder  Intervalle  iat,  daß  für  jede  offene  Menge  ü: 

ft{9l-D)  =  ft(a3-D). 
Daher  iat  auch  für  jeden  o-Durohaohnitt  Sl: 

Sei  nun®  ein  o- Durchschnitt,  der  maßgleicho  Hülle  von  81*  ist.  Dann 
iat  wegen  (t+t) : 

und  da  538<D  — 91*,  wäre; 

im  Widerapruch  mit  (-;-"''-;■)-  Also  kann  f  nicht  meßbar  sein,  und  Satz  IV 
iat  bewiesen. 

Wir  wollen  «ns  noch  überzeugen,  daß  in  Satz  VII  von  §  2  die  Voraua- 
setzung,  g(Xi,3!j, . .  .,Xii)  Bei  eine  Baireache  Funktion,  nicht  ersetzt  werden 
kann  durch  die  allgemeinere,  g  sei  /t-dimensional-meßbar.  Wir  gehen  dabei 
aus  von  der  Bemerkung: 

SatzT.  Es  gibt  stetige  Funktionen  JP(*),  die  im  Intervalle  [0, 1] 
des  31,  stets  waohsen,  und  derart,  daß  eine  Menge  gj  aua  [0,1]  des 
linearen  Inhaltea  0  durch  i/  =  #(3:)  abgebildet  wird  auf  eine  Menge 
m   von  positivem  linearen  Inhalt. 

Sei  in  der  Tat  91  eine  porfekte  Menge  aua  (0,1),  für  die: 
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Nach  Kap.  VII,  %  12,  Satz  V  gibt  es  eine  in  [0, 1]  monoton  wachsende,  au  Vt 
gehörige  streckenweise  konstaute  (aber  nicht  durchweg  konstante)  Funktion  y{a:) , 
Wir  bilden 

Indem  wir  nötigenfalls  F{x)  ersetzen  durch  aF(x)-\-b,  können  wir  annehmen: 
J'(0)  =  0;     F(l)  =  l. 

Sei  Sli  die  diiroh  i/  =  f  (t)  ausäihervoigehende  Menge  und  sei  0  eine  M 
enthaltende  offene  Mei^e  aus  (0  1)  Als  offene  Menge  des  SRi  ist  0  Summe  ab- 
zahlbar vieler  offener  Inteivalle  und  da  S)t  abge^ohioisen  e't't  es  nach  dem 
Borolschen  Theorem  unter  diesen  endlich  viele  (y^  jj,')  f»i  =  1,  2, . . .,»),  in 
deren  Vereinigung  9K  enthalten  ist  Da  F{t)  stets  wactisend  ist,  so  glhfc  es 
in  [0  1]  je  emen  und  nur  einen  Punkt  *"„  bzw    «;'   so  daß 

Da  5ß  in  der  Vereinigung  der  Intervalle  (a^J,  ^')  enthalten  ist,  und  3(3;)  in 
jedem  7.u  9!  komplementären  Intervalle  konstant  ist,  so  haben  wir: 

i(i?«')-s«))=5a)-i'{0)>o- 

Nun  ist  aber 

fi  (0)  ^  I  (y"  -  2/. )  -  i  (F  (<)  ~  F  (4 ))  >  2  (3  l^"l  -  9  I^C  )) . 

und  daher: 

u,{0)>9ll)~9iO) 

I    offenen    Mengen.     Naoh    Kap,  VI,   §  8,   Satz  V    ist 

.«,Wä3a)-3(0)>0, 
und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Betraehten  wir  nun  die  Umkehrfunktion  f(y)  der  Funktion  F{x)  von 
Satz  V,-  durch  die  jedem  Werte  y  aus  [0,  1]  der  Wert  x  aus  [0,  1]  zugeordnet 
wird,  in  dem 

ist,  Bo  sehen  wir,  indem  wir  das  Argument  y  von  f  (y)  wieder  durch  x  er- 
setzen : 

Satz  VI.  Es  gibt  stetige  Funktionen7(a;),  die  im  Intervalle  [0,1] 
des  3t,  stets  waohsen,  und  derart,  daß  eine  Menge  SH  aus  [0,1] 
von  positivem  Inhalte  durch  y  =  f(x)  abgebildet  wird  auf  eine 
Menge  91  des  linearen  Inhaltes  0. 

Und  nun  beweisen  wir,  in  Ergänzung  zu  §  2,  Satz  VII : 

Satz  YII.  Durch  Zusammensetzung  zweier  iinear-meübarei' 
Funktionen   kann  eine   linear  nioht-meßbare   Funktion   entstehen. 

Haben  in  der  Tat  f(x),m,m.  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Satz  VI,  so 
gibt  es  nach  §5,  Satz  VI  in  9K  einen  nieht-meßharen  Teil  9K'.  Er  wird 
durch  y==f{x)  abgebildet  auf  einen  Teil  5ß'  von  K,  und  aus  /*,  (9!)  =  0  folgt 
auch  ^1  (9?')  =  0,  und  ^  ist  meßbar.    Definieren  wir  also  eine  Funktion  3  (y) 

giy)^l     auf  9?',      g(y)=^Q     außerhalb  9!', 
HO  ist  g(^)  meßbar.     Bilden   wir    nun   die  zusammengesetzte  Funktion  g{fl.x)). 
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so  ist  sie  =1  auf  SOI',  sonst  =0,  uniä  da  SOI'  nicht  meßbar  ist,  so  ist  sie 
nichtmeßbar.    Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Nun  erkennen  wir  auch  ioioht,  daß  in  g  1,  Satz  III  die  Borelsohe 
Menge  SB  nicht  durch  eine  beliebige  meßbare  Menge  ersetzt  werden  kann; 

Satz  Tin.  Es  gibt  linear-meßbare  Funktionen  f  (x)  derart, 
daß  durch  y^fix)  eine  nicht-meßbare  Menge  9t  abgebildet  wird 
auf  eine  meßbare  Menge  33. 

Sei  in  der  Tat  f{x)  die  Funktion  von  Satz  VI  und  9t  ein  nicht-meßharer 
Teil  von  3)1  {§5,  Satz  VI).  Durch  y  =  f(x)  wird  S  abgebildet  auf  einen 
Teil  aS  von  91.  Wegen  ^(tflj^O  ist  auch  ^,  (a3)  =  0  und  daher  S9  meßbar, 
womit  Satz  VIII  bewiesen  ist, 

§  7.   Meßbare  und  reguläre  Abbildungen. 

Wir  liaben  uns  in  diesem  Kapitel  mit  dem  Begriffe  der  meßbaren 
Funktion  besoliäftigt,  Nun  ist  der  Funktionsbegriff  nur  ein  Spezialfall  dea 
allgemeinen  Abbild ungsbegriffes  (Kap.  II,  §  1,  8,  113),  £s  ist  daher  naheliegend, 
den  Begriff  der  Meßbarkeit  auch  auf  Abbildungen  zu  übertragen.  Der  Defi- 
nition der  Meßbarkeit  einer  Funktion  würde  dann  folgende  Definition  der 
Meßbarkeit  einer  Abbildung  entapreehen: 

Sei  91  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes,  wie  sie  zu  Beginn  von  §  1 
eingeführt  wurde.  Sie  werde  durch  die  AbbilduQg  A  abgebildet  auf  eine  Punkt- 
menge 91'  eines  metrischen  Raumes  91',  Die  Abbildung  Ä  heiße  y-meßbar, 
wenn  das  Urbild  jeder  in  91'  offenen  Menge  ^-meßbar  ist. 

Neben  diesen  meßbaren  Abbildungen  ist  von  besonderem  Interesse  eine 
iwvdere  Klasse  von  Abbildungen,  mit  denen  wir  uns  etwas  eingehender  be- 
schäftigen wollen. 

Sei  auf  91  die  ^o-Meßbarkeit  definiert  wie  zu  Beginn  von  §  1,  und  sei  91' 
das  Bild  von  St  vermöge  der  Abbildung,  .d..  Auf  Sü'  sei  vermittels  einer 
absolut-additiven  Mengenfunktion  ip'  die  ?j'- Meßbarkeit  definiert.  Die  Ab- 
bildung A  heiße  dann  y^'-regulär,  wenn  sie  jeden  ip-meßbaren  Teil  von  % 
abbildet  auf  einen  9)'-meßbai'en  Tai!  von  9t'.  Der  Einfachheit  halber  wollen 
wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  daß  sowohl  9t  a!a  91'  Punktmengen  des  fft^ 
sind,  und  sowohl  j>  als  rp'  der  7t-dimensionale  Inhalt  /ift  sind.  Die  /tj/ij-regu- 
lären  Abbildungen  nennen  wir  dann  kurz  reguläre  Abbildungen'^). 

Satz  I.  Damit  die  Abbildung  A  der  Punktmenge  St  dea  JR^ 
auf  die  Punktmenge  9t'  des  %  regulär  sei,  ist  notwendig,  daß  sie 
jeden  Nullteil*)  von  91  abbilde  auf  einen  Nullteil  von  91'. 

Sei  in  der  Tat  91  ein  Nullteil  von  91,  91'  sein.  Bild  vermöge  A.     Wäre 
^.,(9I')>0, 
so  gäbe  es  nach  g  &,  Satz  VI  in  91'  einen  nicht  Ä-dimensional  meßbaren  Teil  i8'. 
Ist  !ö  das  UrbÜd  von  S8',  und  S„  =  !99I  so  ist  5Bo<31,  «nd  daher  ist  So, 

'■)  H.  Rademaelier,  der  diese  Klasse  von  Abbildungen  eingehend  studiert 
hat  (Monatah.  f.  Math.  27  (1916),  183)  bezeichnet  sie  als  meßbare  Abbil- 
dungen. Wir  weichen  hier  von  dieser  Terminologie  ab,  da  wir  den  Ab- 
bild ungabegriff  als  Verallgemeinerung  des  Funktionsbegriifes  auffassen,  und 
daher  verlangen  müssen,  daß  der  Begriff  der  meßbaren  Abbildung  eine 
Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  meßbaren  Funktion  sei. 

=)  So  nennen  wie  kurz  jeden  Teil  91  von  9t,  für  den  pfc(9i)  =  0  ist. 
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ebenso  wie  %  ein  WuUteü  von  9t,  und  mithin  Ä-dimeuBional-meßbar.  Da  A 
regulär,  widerspricht  dies  der  Tatsache,  daß  das  Bild  59'  von  S,,  nicht 
i-dimonsional-meßbac  ist,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  von  Satz  I  ist  niohfc  hinreichend'),  sie  wird  es  aber,  wenn 
wir  uns  auf  stetige  Abbildungen  beschränken. 

Satz  II.  Damit  die  stetige  Abbildung  Ä  der  Punktmenge  91 
des  iHft  auf  die  Punktmenge  r  des  %  regulär  sei,  ist  hinreichend, 
daß  sie  jeden  Fullteil  von  «  abbilde   auf  einen  Nullteil  von  r. 

Sei    in    der   Tat   SS    ein    ft-dimensional-meßbarer   Teil    von   81.      Es    gibt 
dann  (Kap.  VI,  g  8,  Satz  IV)  in  58  eine  a-Veroinigung  SS,  so  daß: 
{*)  ^,(i8-58)  =  0. 

Die  Menge  5J  hat  als  ß-Vereinigung  die  Gestalt: 

SS  =  s[,  4-  sig  4-  ■  ■  -  +  5J»  -i-  -  ■  ■, 

wo  die  Wr  abgeschlossen;  sie  können  ohne  weiteres  auch  als  beschränkt 
angenommen  werden.  Dann  aber  ist  (Kap.  II,  §  6,  Satz  II)  das  Bild  J(?I») 
gleichfalle  abgeschlossen,  und  wegen; 

A{«)-A{t,)  +  A(%l,)+...+A{Sl,)-y... 
ist   j4  (35)  ft-dimensional-meßbar.     Nach  Voraussetzung,  ist  nun  wegen  (*)  auch 
/l  [59  —  Sß)  eine  Nullraenge,  und  somit  i-dimensional -meßbar,  also  ist  wegen: 

Am)  =  -4(SS)  +  i(SB-SB) 
auch  .d  {S9)  Ä-diraensional  meßbai    und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Setzen  wir  die  Abbildung  A  nicht  nur  als  stetig,  sondern  auch  als  ein- 
eindeutig voraus,  so  können  «ir  Satz  I  ein  wenig  verschärfen; 

Sab!  IIL  Damit  die  eineindeutige^)  stetige  Abbildung  A  der 
;t-dimensional-meßbaren  Punktmt-nge  9(  des  3!^  auf  die  Punkt- 
menge r  des  9lfc  regulär  sei,  ist  notwendig,  daß  A  jeden  Teil  91 
von  K,  für  den  ^fc»(91)  =  0  ist,  abbilde  auf  einen  Teil  af  von  r,  für 
den  gleichfalls  ft^{^-)  =  0. 

Sei  in  der  Tat  9}  ein  Teil  von  91  mit  /,4^{5;)  =  0,  und  sei  9!'  das  Bild 
von  9i  vermöge  A.    Wäre 

„j,(91')>0, 
so  gäbe  es  in  9!'  einen  abgeschlossenen  Teil  3S',  so  daß  auch; 

(*•)  i'd^')><y- 

Das  Urbild  S  von  lö'  ist  nach  Kap.  II,  §  6,  Satz  III  abgeschlossen  in  91,  und 
mithin,  als  Durchschnitt  von  9t  mit  einer  abgeschlossenen  Menge,  fc-dimensional- 


')  Beispiel  im  SR^;  Sei  ffl  ein  nicht  meßbarer  Teil  von  [0,1],  Wir 
definieren  die  Abbildung  Ä  von  [0,  1]  durch; 

^(.)_l+«    w.nn»m[0,l]-Sä. 
Diese  Abbildung  ist  eineindeutig,    und  bildet  jede  Nullmenge  aus  [0,1]    auf 
eine  SuUmenge   ab,    aber   sie  ist   nicht   regulär     denn   das  Bild  ^on  [0  1]   ist 
nicht  meßbar. 

")  H.  Eademacher  (a.  a.  0  205)  «prioht  den  Satz  ohne  diese  em'chran. 
kende  Voraussetzung  aus,  benützt  sie  aber  heira  Beweise  Ob  der  Satz  auch 
ohne  diese  Einschränkung  gilt,  stiht  dahm 
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meßbar.     Aus   !8'<i9i'  folgt  nun  aber  wegen  der  Eineindeutigkf 
33 <  9?.     Wegen  (n,(3J)  =  0  muß  also: 


Sind  insbesondere  91  und  31'  Intervalle  des  Si  ist  z  B  91  das  Intervall 
[o,  b],  so  ist  der  Begriff  einer  eineindeutigen  stetigen  Abbildung  von  St  auf  St' 
gleiobbedeutend  mit  dem  Begriffe  einer  in  [a,  b]  stetigen  und  stets  wachsenden 
(oder  stets  abnehmenden)  Funktion  f{x).  Mit  Hilfe  dieser  Funktion  f{x)  ent- 
hält man  eine  sehr  einfache  Bedingung  dafür,  daß  eine  solche  Abbildung 
regulär  sei.     Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung; 

Satz  IV.  Sei  die  Funktion  f{x)  stetig  und  monoton  wachsend 
im  Intervalle  {a,6).  Bedeutet  ä(M)  den  äußeren  Zuwachs  von  f 
auf  Sl  (Kap.  VII,  §  1,  S.  470),  ond  ist  SS'  das  Bild  von  9t  vermöge  der 
Abbildung  y^fix),  so  ist  für  jede  Menge  9t  aus  (0,6): 

aw  =  /^(a'). 

In  dej'  Tat,  dies  ist  richtig,  wenn  9t  ein  Intervall  {a!,  V)  ist,  denn  dann  ist: 

i  («)  -  rm  -  /•(»■)  i  ft  (»■)  -t{V)~nti). 

Es  ist  also  aaoh  richtig,  wenn  S  eine  beschränkte  offene  Menge,  d.  li.  Summe 
abzählbar  vieler  offener  Intervalle   ist. 

Sei  nun  9t  eine  beliebige  Menge  aus  (a,  6).  Nach  Definition  ist  dann') 
Ä(Si)  die  untere  Schranke  von  3(D)  für  alle  9t  enthaltenden  offenen  Mengen  D. 
Ist  0'  das  Bild  von  0  vermöge  ij  =  f{x),  so  folgt  aus  9t  <  D  auch  91' <D' 
und  somit 

/'iW</',(D')  =  a(0). 
Es  ist  also: 

^,(9l')äd(91). 

Andererseits  ist  jede  9t'  enthaltende  offene  Menge  D'  Bild  einer  9i  enthal- 
tenden offenen  Menge  D,  und  da  ft(at')  untere  Schranke  von  /Jj  (0')  =  i5  (O) 
(^ö(91))  für  alle  9C'  enthaltenden  offenen  Mengen  ö'  ist,  so  ist  auch  um- 
gekehrt 

ä(9i)gft(91'), 
womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Nun  erhalten  wir  sofort  das  gewünschte  Resultat: 

Satz  V).  Sei  f{x)  eine  in  [a.b]  stetige,  monoton  wachsende 
Funktion.  Damit  die  Abbildung  y  =  f{x)  regulär  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  f{x)  totalstetig  sei  in  [a,b]. 

In  der  Tat,  durch  Anwendung  von  Satz  IV")   lehren  Satz  I  und  II,   daß 

')  Da  f  monoton  wächst,  ist  der  äußere  Zuwachs  &  nichts  anderes  als  der 
äußere  Ab solutzu wachs  a  von  f. 

")  H,  Bademacher,  a.  a.  0.  266.  Vgl.  auch  H,  Hahn  M  at  h  f  Matl 
23  (1913),  163. 

°)  Dabei   ist   unter   dem   offenen   Intervalle  (a,6)   von   Sat    IV      g  nd  m 
das  abgesohloasene  Intervall  [o,  b]  von  Satz  V  enthaltend       ft  n      I  t      all 
(c,  d)  zu  verstehen,  auf  das  die  Deßnition  von  f  {x)  durch  d     V       h  f 
f{^)  =  f{a)    für   x<a;       f{^)^f{b)   für   x^b; 
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die  Abbildung  y  =  f{x^  dann  und  nur  dann  regulär  ist,  Vena  für  jede  Nuli- 
menge  %  aua  [a,ij  auch  rf(&)  =  0  ist,  d.  h.  ivonn  S{%)  totalstetig  nach  /ij 
ist.  Das  aber  heißt  nach  DeSnition  (Kap.  VII,  g  10,  S,  523):  die  Funktion  f 
ist  totalstetig.    Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

In  Satz  V  kann  die  Voraussetzung,  /'sei  monoton,  nicht  weggelassen 
werden;  es  gilt  vielmehr: 

Satz  VI^).  Es  gibt  im  Intervalle  [0,1]  stetige,  aber  nicht  total- 
stetige  Funktionen  f{x),  derart  daß  durch  die  Abbildung  j/  =  /'(s:) 
jede  Nullmenge  aus  [0,1]  in  eine  Nullmenge  übergeführt  wird. 

Um  diea  einzusehen,  definieren  wir  die  Funktion  /"(*)  in  fO,  1]  durch  die 
Voraohrift: 

,)  und  für  ar  =  0; 


fitt-O    lar      «  =  2;---j      ( 

v  —  l 

,2, 

n.,^]  «.    .  =  i    (..=: 

,2,. 

■■); 

fix)   linear  in  jedem  IntervaUe 

1^ 

M' 

('-1,2,.-.). 

Dann  ist  f{x)  stetig  in  [0,1],    aber  nicht  von  endlicher  Variation  und  mithin 
auch  nicht  totalafcetig  in  [0, 1]  (Kap.  VII,  g  10,  Satz  III). 

Wir  haben  noch  zu  zeigen,   daß    die  Abbildung  y^^f(x)  jede  Nullmenge 
in  eine  Nullmenge  überführt.    Sei  also  91  eine  Menge  aus  [0, 1]  mit 
(0)  ^,(9i)  =  0. 

Wir  bezeiohnen   mit  9!»  den  ins  Intervall    F     ,     ,  —1    fallenden    Teil    von    ^h. 
dann  ist  wegen  (0)  auch: 

ftW-0  (..^1,2,...), 

Weil  f{x)  '"[;riri';'j  linea,r,    folgt   hieraus  für  das  Bild  ,9J,',   von   9?,,   vermöge 
y  =  f{x): 
(00)  ,,,(9i;):=0  (v— 1,2,...). 


Beaeiehnen  wir  üoch  mit  9f '„  die  aus  dem  Bildpunkte  dM  Punktes  0  bestehende 
Menge  oder  die  leere  Menge,  je  nachdem  5!  den  Punkt  0  enthält  oder  nioht, 
JHO  ist  das  Bild  92'  von  91  vermöge  y^fix)  gegeben  durch: 

9!' ^%-^%  +  . . .  +  SC, -f ■  ■  ■  ■  : 
aus  (00)  folgt  also: 

f<,(9y)  — 0, 
und  Satz  VI  ist  bewiesen. 


•)  Vgl.  H.  Lebesgue,  Rend.  Line.  16/1  (1907),  385.  —  Dort  wird  auch 
gezeigt,  daß  wenn  jede  der  beiden  Abbildungen  j/=i /■(*:),  y=g{x)  Nullmengen 
in  Nullmengen  überführt,  die  Abbildung  j/  =  f(a;)  -i-p[«)  keiueawega  diese 
Eigenaohaft  haben  muß.  —  Ob  oa  stetige,  aber  nioht  totalstetige  Funktionen 
f{x)  endlicher  Variation  gibt,  derart  daß  die  Abbildung  y  =  f[x)  Null- 
mengen in   Nuilmeagen  überführt,  scheint  nicht  bekannt  ku  sein. 
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Abbildune  1,  HO;  A.  einer  Strocke 
auf  ein  Quadrat  146  fl.;  auf  ein  In- 
tervall des  Mfc  146,  151;  auf  ein  In- 
tervall des  S»  152;  ähnliche  A.  12; 
eineindeutige  A  6  gleichmäßig  ste- 
tige A.  14^  inverae  A  14S;  meß- 
bare Ä.  586  lefjUlare  A  "^B;  stetige 
A.  141;  zu^ammpngesefate  A.  145; 
A,  durch  eine  Funktion  f{x)  584, 
588. 

abgcBohlosien  a  HuUe  70,  71,  72; 
a^  H.  einer  nirgends  dichten  Menge 
80;  a.  Intervall  29  a  I  im  Mk  54, 
76;  a.  Pnnktraenge  60  b7,  87,  95, 
100,  480;  ft,  P.  un  9.,  109;  a.  Um- 
gebung 66;  a,  Zablenmenge  60. 


70,    334;    »- 

und 

inet  Menge  61, 
dicht     in    einer 

Menge  78. 

Ableitungen 

98,  106. 

einer 

Abschnitt      e 
Menge  16. 

ner 

wohlgeorfneten 

absolut-addit 

395;  a.  M.  im 

absolute  8um 

ive      Mengenfunktion 
Jfit  461. 
me  einer  Mengenfunk- 

1  400. 


Monden 


Absolutfunktio 

funktion  404. 
absolut  stetig  416. 
Absolut  zu  wachs     einer     Funktion 

f(x„..,,!i;u)  4.70;   äußerer  A.  468; 

totalstetiger   A.    474,   480,   482;    A. 

und  Variation  einer  Funktion  f  (te) 

4932. 
Abstand  zweier  Punkte  52;  A.  eines 

Punktes   «nd   einer  Menge    55;    A. 

zweier  Mengen  55;  A.  abgeachlosse- 


r  Mengen  6 


A.  127. 


!8;  Stetigkeit  des 


ir  stetiger  Kurven- 
bögen 519. 

abzahlbare  Menge  9;  a.  M.  erster 
Kategorie  363;  Inhalt  einer  a.  M. 
456;  Funktionen  auf  einer  a.  M.  363; 
a.-unendliohe  M.  7. 

additive  Mengenfunktion  393. 

ähnliche  Abbildung  12;  ä. Mengen  11. 

allgemeiner  Grenzsatz  58;  a.  Defi- 
nition der  oberen,  unteren  Schranke 
einer  Funktion  in  einem  Punkte  117; 
a.  Stetigkeitsdeflnition  123. 

analytisch  darstellbare  Funk- 
tionen 318. 

Anfangszahl  22 


aqu 


te  Punktionen  ^50,  a  F 
höchstens  zweiter  KlasBP  zu  emei 
meßbaren  Funktion  '■65 

rt;  Punkte  erstei  und  zweitei  A  in 
einer  ab  geschlossene  n  Punkt  menge 
des  SR^  111;  unstetig  von  erstei, 
zweiter  A.  216  ff    311,  493 

lymmotrische  Relation  11 

!ymptoti9ch  konvergent  570. 

isgezeichnete  Folge  von  Intervall- 
Systemen  480,  526;  a.  F.  von  Nähe- 
rungssystenien  482;  a.  F.  von  Zer- 
499,  503. 
Absolutzuwacha  einer  Funk- 
tion f(x^,.  ...Xj,)  468;  ä.  i-dimen- 
sionaler  Inhalt  im  Eftjt  456;  ä.  y-di- 
mensionaler  Inhalt  im  Jflj.  461;  ä, 
Maß(y-Maß)  einer  Punktmenge  424; 
ä.  Näherungspunkt  -einer  Mengen- 
folgo  74;  ä.  Negativzuwachs,  Positiv- 
zuwachfi  einer  Funktion  fix,,  .  .  ..Xj^) 
38 
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468;  ä.  Spruag  einer  uuBtetigen 
B%nktioM2!2;  ä.  SprungBtelIe499;  ä. 
Zuwachs  einer  Funktion  /"(a;,, . . .,  Xi^ 
470;  ä.  Zuwachs  einer  stetigen,  mo- 
noton wachsenden  Funktion  f  {x) 
588. 
o-Vereinigung  64,  337. 

Bftiresehe  Funktion  319;  B.  F,  und 
Borekche  Mengen  351;  Schranken- 
und  Grenz funktionen  von  B,  F.  324; 
Konvergenamenge  einer  Folgo  B.  F. 
381 ;  Mächtigkeit  der  Menge  aller 
B,  F.  319;  Meßbarkeit  der  B.  F.  563; 
ZusammenBstBung  B.  F.  320,  330; 
unvollständige  B.  F.  381 ;  nicht-Baire- 
Bche  F.  320,  327;  meßbare  nieht- 
Baireecto  F.  563;  oicht-Bairesche  F., 
die  überall  im  ffli  stetig,  abgesehen 
von  einer  Nullmenge  564;  B.  F.  und 
stetige  (halbetetige)  F.  327,  564, 

Basis,  Basisfunktion  416,  548. 

Basismenge  des  91,  581. 

Begrenzung  einer PunktmengeTl, 84- 

beiderseitiger  Häufungspunkt  177, 

Belegung  1, 

beschränkt  (nach  oben,  nach  un- 
ten b.):  b.  Punktion  1!4;  b,  Funk- 
tionenfo!ge230;  b.  Funktionenmenge 
300;  b.  Punktmenge  59;  h,  Zailen- 
laenge  30.  b.  Schwankung,  b.  Va- 
riatioa  e.  endliche  Variation. 

Bild  5,  140;  stetiges  B.  141. 

Borelsche  Menge  334ff.;  Vereini- 
gung, Durchschnitt  B.  M  337;  Mach 
tigkeit  B.  M.  342;  B.  M  und  Baire 
sehe  Funktionen  351;  Meßbarkeit 
der  B.  M.  432,  456,  470,  l  dimen 
sioaaJ -meßbare  Mengen,  die  nicht 
B,  M.  Bind  458. 

Borelsche  Reihe  313. 

Borelscher  Teil  einer  MengL  335, 
Mächtigkeit  der  Menge  aller  B.  T. 
351. 

BorelBohes  Theorem  89;  verallge- 
meinertes B.  Th.  91. 

Bruch :  endlicher,  unendlicher  j-Bruch 


Cauchyeche  Bedingung  für  eigent- 
liche Konvergenz  einer  Zahlenfolge  41. 
Cauohysche  Folge  99. 


dicht  in  einer  Menge  77;  niigonds  d, 
siehe  nirgends. 

Differenz  einer  Funktion  in  einem 
Intervalle  465;  D.  und  Zuwachs  einer 
Funktion  473,  477. 

Diraensionszahl  147. 

divergente  Zahlenfolge  32. 

Doppelfolge  reeller  Zahlen  288;  D. 
meßbarer  Funktionen  561. 

Dreieoksungleichung  52,  55. 

Durchlaufung  einer  Menge  513. 

Durchmesser  eines  IntervaUes  479. 

Durchschnitt  2,393;  D.  eingeschach- 
telter Intervall  folgen  33;  D.  abge- 
schlossener Mengen  62,  63;  D.  offe- 
ner Mengen  62,  64;  D.  von  o-Duxch- 
Bohnitten,  a -Vereinigungen  65;  D. 
nirgends  dichter  Mengen  80;  D,  Bo- 
relscher Mengen  337;  D.  von  Men- 
gen %a,  S8n  335;  D.  meßbarer  Men- 
gen 428. 

o-Durcheohnitt  b.  unter  0, 

echter  Teil  emer  Menge  1. 

eigentlich  konvergente  Zahlenfolge 
33,  41;  e.  k.  fc-fache  Zahlenfolge  34; 
e.  k.  unendliche  Eeihe  34;  e.  k.  R.  (p- 
meßbarerFnnktionen557;e.k.  i-faob 
unendliche  Reihe  35;  e.  asymptotisch 
konvergent  570;  e,  einfach- gleich- 
mäßig konvergent  in  einem  Punkt« 
282;  auf  einer  Menge  284;  e.  gleich- 
mäßig konvergent  in  einem  Punkte 
246,  264,  267;  auf  einer  Menge  251; 
e.  gl.  k.  Reihe  von  Funktionen  eiid- 
licher  Variation  401;  e,  gleichmäßig 
(oberhalb,  imterhalb  gleichmäßig)  ob- 
sillierend  254;  e.  quaei-gle ichmäßig 
konvergent  285;  e.  stetig  konvergent 
241. 

eineindeutige  Abbildung  6,  145. 

emfach-gieiehmäßig  konvergent  in 

Menge  284. 

eingeschachtelte  Folge  von  Inter- 
vallen 33. 

einseitig  abgeschlossen  177;  e.  Grona- 
wert  179, 189, 193,  208;  e.  Häufungs- 
funktion 189;  e.  Häufungspunkt  177; 
e.  UäufungBwert  einer  Funktion  189; 
e.  Maximal- und  Minimalfunktion 238; 
e.  punktweise  unstetig  228;  e,  (obere, 
untere,  reduzierte)  Schranke,  Schran- 
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kentunktion  mS,  189;  e. (reduziert«) 
Sohwanfcung,  e.  {reduzierte)  Sdiwan- 
ku)igafunktionl93;  e.Btetigl78, 193; 
e.  oberhalb,  unterhalb  stetig  178,  22S, 
229;  e.  Umgebung  176. 

einwertige  Funktion  113. 

eadliohe  Folge  1;  e.  Funktion  113; 
e.  stetige  F.  188;  e.  halbstetige  F.  156; 
e.  Intervall  29;  e.  Interv&llByBtem 
453,  486;  e.  Systembrucb  44,  48;  e. 
Zahl  28;  e.  Zerlegung  eines  Inter- 
valles484;  e.  Zerlegungseystem  453. 

endliehe  Variation:  Funktion  f(_x) 
endlicher  Variation  489fE.,  536;  Zu- 
sammeiiBetzüng  von  P.  e.  V.  490;  F. 
e.V.  und  monotoBe  F.  491,  492;  die 
Unstetigkeiten  von  F.  e.  V.  493,  505; 
stetige  F.  e.  V.  498,  502;  stetige  F., 
die  nicht  Ton  e.V.  498;  F.  e.V.,  die 
nicht  totalstetig  533,  537;  Variation 
und  AbBoIutzuwaohB  einer  F.  f(x) 
4930.;  FuHlttion  f(x^,  .  .  . ,  Xk)  e,  V. 
540,  543,  546. 

erstes  Element  einer  Menge  12. 

erweiteibar;  von  c-ter  Klasse  e., 
mit  Annäherung  s  von  a-ter  Klasse 
e.  360, 

erweiterter  o-Körper  399. 

Erweiterung  einer  stetigen  Funktion 
135fi.,  16B;  B,  einer  Btetigen  Abbil- 
dung 143;  B.  einer  punktweise  un- 
stetigen F.  210;  E.  einer  Funktion 
ffi-ter  Klasse  356,  382;  E,  einer  F. 
erster  Klasse  364;  E.  einer  abaolnt- 
additiven  Mengenfunktion  auf  den 
erweiterten  o-Körper  ö99;  E.  einer 
für  offene  Mengen  definierten  Men- 
genfunktion EU  einer  Inhaltsfunktion 
448;  E.  einer  Intervallfunktion  zu 
einer  Inbaltsfunktion  453. 

Euklidisoher  Raum  Eft*  52,  93,  101. 

fast  alle  2. 

Folge:  endliche  F.  1;  unendliche  F. 
2;  ft-fach  unendliche  F.  34;  Menge 
aller  fc-gliedrigen  F.  aus  einer  ab- 
zählbaren Menge  9;  Menge  aller  k- 
gliedrigea  P.  reeller  Zahlen  47 ;  Menge 
»Her  unendlichen  F.  natürlicher,  re- 
eller Zahlen  47;  P.  von  Punktionen 


fri 


mde  Mengen  1. 

iktion  113,  393;    Menge  aller  F. 


134;  F.  H-ter  Klasse  318;  P.  ß-ter 
Ordnung  328;  ^.  O^.ga  328;  F.  der 
(positiven,  negativen)  Singularitäten 
528;  P,  der  (positiven,  negativen) 
Sprünge  507;  P.  mehrerer  Punkte 
383  ff. 

Funktionalgleichung  H^' +  O 
=  f{o,-)  +  f(x")  581fi. 

Punktionenfolge  230ff. 

Funktionenmenge  300ft. 

ganze  Zahl,  Menge  aller  g.  Z.:  Mäch- 
tigkeit 9;  Ordnungstypus  14. 

Gebiet  61,  85. 

Gemeinsohaftsgrenze  (obere,  un- 
tere) 4,  74,  395ff.,  407;  G.  meßbarer 

,    Mengen  428. 

geordnete  Menge  11. 

gewöhnliche  Maßfunktion  430,  451, 
563. 

gleichgradig  stetig  300ff„  306,  307. 

gleiohmäohtige  Mengen  6. 

gleichmäßige  Konvergenz  in  einem 
Punkte  247,  252,  254,  301;  gl.  K. 
aufeinerMenge251ff.,302;  Punkt  gl. 
K.  268;  gl.  K.  der  Zeilen  einer  Dop- 
pelfolge '291;  gl.  K.  einer  Punktion 
f{b,e)  für  alle  6  298;  gl.  k.  Folgen 
stetiger,  halbEtetigei  F.  249, 251,  253, 
280;  punfetweise  unstetiger  F,  253 ;  gl. 
k.  Folgen  vonFunktionenK-ter  Klasse 
322;  von  Funktionen  G^,  g^  333;  gl. 
Oszillation  254,  560;  gl,  Stetigkeit 
131,  195;  gl.  St- einer  Abbildung  143, 

Glied  einer  Folge  2, 

Grenzbegriff  57. 

Grenze  (obere,  untere)  einer  Zahlen- 
menge 30;  einer  Punktionenmenge 
305. 

Grenzfunktion  (obere,  untere)  einer 
Fwnktionenfolge  231;  einer  Punktio- 
nenmenge 305;  einer  Folge' Bai reecher 
Funktionen  324;  eiiier  Folge  stetiger 
Funktionen  369;  einer  Folge  ^j-meß- 
barer  Funktionen  554. 

Grenzpunkt  einer  Punktfolge  56, 
58,  68. 

Grenzsatz:  aOgemeiuer  Gr.  58, 

Grenzübergang:  Eigenschaften,  die 
bei  Gr.  erhalten  bleiben  324;  Ver- 
tauschung  von  Gr.  288. 

Grenzwert  einer  Funktion  170,  185, 
192,  207;  einer  Funktion  f(b,  c)  297; 
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einer   Zahlenfolge   31,   fcfachei  Gl. 

34;   zweifacher  (ir    290 
Grenzzahl  21,  Cr   aua  3a  23 
Grundzahl  eines  Systembruehes  ■14. 

halboffene»  Intervall  29,    h   I    im 

3Ifc  54. 
halbstetig  m  einem  Punkte  152;  auf 

einer  Menge  156,  162,  168,  214,  215, 

S38,  363;  Folgen  h.  F.  161,  243,  249, 

253,  256,   260,   277;    h,    oszilherend 

244,  249,  256,  259. 
Häufungafunktion  185. 
Häufungepunkt  58,  68;  Menge  aller 

H.  69,  72. 
HäufungBwert    einer     Zahlenfolge, 

Zahlenmenge    35;    einer    Funktion 

184ff.,  188. 
Hauptlimiteu  einer  Zahlenfolge  38; 

einer  Ä-faoh  unendlicheB  Folge  48. 
hebbar  unstetig  173. 
Hülle;  abgeBchlossene  H.  70,  71,  72; 

a.  H.  in  einer  Menge  71 ;  msBgleiche 

H,  435,  441,  445,  447,  456. 

Induktion  24. 

Inhalt  453;  lineai-er  I.  315,  456,  46], 

520;    fc-dimensionaler   I.   456,   459, 

460;  ^-dimensionaler  I.  im  3i|,  461. 
InhaltBfunktion  444,  452,  565;  I. 

im  SRi  463. 
innerer  Inhalt  456,  461;  i.  Maß  433; 

i.  Näherungspunkt  74;  i.  Punkt  71. 
iüBichdiohte  Menge  7S;  i.  Kern 76, 98. 
Intervall   reeller  Zahlen  29,  33,  45, 

48;  I.  im  SRfc  54,  75,  84,  85,  86,  94. 
Intervallfunktion  453. 
IntervalUystem  453,  486. 
inveree    Abbildung    145;    i.  Schrän- 

kungstraneformation  115. 
irrationale  Zahl  47;  Menge  aller  i. 

Z.:  Mächtigkeit  47;    Ordnungstypua 

48,  50. 
isolierte  Menge  75,  99;  i,  Punkt  75, 

94;  i.  Zahl  21. 

Kardinalzahl  6. 

Kategorie;    Mengen    erster,    zweiter 

K.  81,  107ff.,  327. 
Kern:  insiolidichter  K.  76,  98;  maß- 

gieioher  K.  435,  439,  443,  445,  447, 

456;  offener  K,  70,  71,  72;  o.  K.  in 

einer  Menge  71. 


Kette  83. 

Klasse  einer  Funktion  318,  345,  349, 
852,  360;  F.  erster  Kl.  318,  363;  F. 
erster  Kl.  bei  Vernaohläsaigung  ab- 
zahlbarer Mengen  366;  F.  zweiter 
KI.  351,  365,  368,  565;  F.  dritter  Kl. 
370;  Esiatenz  von  F.  «-ter  Kl.  378; 
von  o-ter  KI,  in  einem  Punkte  357; 
mit  Annäherung  e  v,  «ter  Kl.  in 
einem  Punkte  356, 

kompakte  Punktmenge  58,  59,  61, 
91,  94,  lOO;  k.  Funktionenmenge  302. 

Komplement  3;  K.  einer  Punkt- 
menge 52;  einer  meßbaren  Menge 
425. 

komplementäre  Intervalle  109. 

Komponente  einer  Menge  86;  eines 
Schnittes  29. 

Kondensation  d.  Singularitäten  309. 

Kondensationspunkt  69,  97. 

Kontinuura85;MächtigkeitdeBK.45. 

konvergente  Punktionenfolge  231; 
k.  Mengenfolge  4;  k.  Punktfolge  56; 
k.  Reihe  35;  k. Folge  stetiger  Kurven- 
bögen 519;  k.  Zahlenfolge  32,  41; 
k.  fc-faeh  unendliche  Zahlenfolge  34, 
43;  k.  abgesehen  von  Nullmengen 
558,  570. 

Konvergenzmenge  380;  K.  einer 
Folge  ^^-meßbarer  Funktionen   554. 

Konvergenzpunkt  231. 

Koordinate  53. 

Körper  393;  o-Körper  394, 

Kugel;  J!;-dimen$ioiiale  K.  460;  k-d. 
abgeschlossene  K.  473, 

Kurvenbogen  518. 

Ii  an  ge  eines  Ictervalles  29;  der  Durch- 
laufung einer  Menge  514;  eines  ste- 
tigen Kurvenbogena  518. 

leere  Menge  1,  393, 

letztes  Element  einer  Menge  12. 

Limes,  lim  bei  Folgen  reeller  Zahlen 
31;  bei  i-faehen  F,  r,  Z,  34;  bei 
Mengenfolgen  4;  bei  Ordinalzahl- 
folgen  23;  bei  Punktfolgen  56,  292, 
384;  bei  Funktionen  171,  179,  293. 

Limes  inferior,  auperior,  lim,  iim 
bei  Zahlenmengen,  Zahlenfolgen  30. 
38;  bei  Ä-facheu  Zahlenfolgen  43; 
bei  Mengenfolgen  4;  bei  Funktionen 
115,  178,  293. 
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Sachverzeichnis , 


linearer  Inhalt  315,  456,  461,  520. 
linksseitig  S.  einseitig. 


acht 

gt 
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;  M.  ein 

s  Ordnungs- 

typiis 
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ab  zählbaren 

Meng 

n  7 
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H,  22;  W 

.  c  des  Kon- 

tinuu 
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i5; 

größere, 

kleinere    M. 

Majorante,  m.  Zahl  einer  Zahlea- 
menge  30;  einer  Funktion  114;  einer 
Funktiotienfolge  230;  m.  Funktion 
einer  Funktion entolge  280;  M.  bei 
Vernaohlässigung  von  E-Mengen  174. 

Maß,  ?>-Maß  424,  548. 

Maßfunktion  424;  gewöhnliche  M, 
430,  451,  563;  reguläre  M.  433. 

maßgleiche  Hülle  435,  441,  445,  447, 
'450;  m.  Kern  435,  439,  443,  445, 
447,  456. 

Maximalfunktion  232, 

mehrwertige  Funktion  113. 

Menge  erster,  zweiter  Kategorie  81, 
107  ä.,  327;  M.  a-tei  Ordnung  334; 
M,  33o,  ißa  334. 

Mengenfunktion  393. 

meßbar:  fli-meßbare Abbildung 586; 
tp-m.  Funktion  548ff.,  554;  ip-m. 
Menge  424,  436,  437,  438,  548;  f- 
m.  M.  470,  475;  fc-dimansional  m. 
M.  456;  3-dimens!ünal  m.  M.  im  SSi 
461. 

metrischer  Raum  52;  m.  Definition 
des  Grenz  begriff  69  57,  der  Stetig- 
keit 124. 

Minimalfunktion  232. 

Minorante  s.  Majorante. 

möglichst  stetige  Erweiterung  211 
m.  St.  Funktion  212,  222. 

monotone  (m.  wachsende,  abneh- 
mende) Meagenfolgen  3,  4,  395,  439 
m.  Folgen  abgeschlossener,  kom- 
pakter Mengen  63;  m.  F.  ^- 
barer  M.  429;  m.  Zahlenfolge! 
m.  Punktionenfolgen  161,  162,  243, 
244,  ,284;  m.  F.  Bairescher  Funk- 
tionen 330;  m.  F.  91-meßbarer  Funk- 
tionen 553;  m.  Funktionen /(x)  491 
m.F.  f(x,.(^,...,x^)  543. 

Näheinngabiuoh    eines    System- 

bruohea  44. 
Näheruiigsgrenze(obere,  untere)74; 

N.  zusammenhangender  Mengen  87. 


Näherungspolygon  513. 

Näherungspunkt  (äußerer,  innerer) 
74. 

natürliche  Anordnung  von  ganzen, 
von  rationalen  Zahlen  13,  14;  von 
Ordinalzahlen  19 ;  von  Intervallen 
des  3i,  109. 

natürliche  Zahl,  Monge  der  n.  Z.; 
Mächtigkeit  7;  Ordnungstypus  13; 
n.  Z,  als  Mächtigkeiten  6;  als  Ord- 
nungstypen 12;  als  Ordinalzahlen  IS. 

negativ;  Ordnungstypua  der  Menge 
der  a.  ganzen  Zahlen  14;  n.  Teil 
einer  Mengenfunktion  400;  n.  Varia- 
tion s.  Variation. 

Negativfunktion  404. 

Negativauwacha  470,  494ff.;  N. 
einer  Funktion  totalstetigen  Abaolut- 
zuwachses  480,  482. 

nicht-Baireache  Funktion  327,  563. 
564. 

nicht-meßbare  Funktion  575,  581; 
n.-m.  Punktmenge  575. 

nirgends  dicht,  n.  d.  in  einer  Menge 
79;  n.  d.  perfekte  Menge  105,  109, 
110;  n.  d.  Menge  positiven  Inhaltes 
458. 

Norm  eines  Intervallensyatems  480; 
einer  Zerlegung  499,  503. 

Oberfunktion  230. 

oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  264, 
260;  o.  sekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend 257. 
rhalb  stetig  s.  balbstetig. 


Obei 


ahlei 


Funktion  114;  einer  Funktionenfolge 
230;  0.  bei  Vernaohlässigung  von 
E-Mengen  174. 

o-Durohschnitt  64,  101,  106,  337. 

offenes  Intervall  29;  0.  L  im  ffij,  54; 
o.  Kern  70,  71,  72;  o.  Kern  in  einer 
Menge  71;  o.  Punktmenge  61,  67, 
68,  94,  95,  96,  430,  456;  o.  Mengen 
des  aii  95;  o.  Mengen  des  Jftfc  87,  95. 

offen  in  einer  Menge  61,  70,  334; 
o.  in  einer  insichdichten  M.  75. 

Ordinalzahl  12,  18fE. 

Ordnung  einer  Funktion  328,  343, 
345;  0.  einer  Menge  334. 

Ordnungstypus  12;  0. 1  14,  47,  48; 
0.  1  48,  50,  111;  0.  «  48;  0.  o>  13, 
18,  21;  0.  CO*  14, 
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